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Введение. Одной из ключевых проблем 21 в . является обеспечение человечества необходимым 
количеством и качеством воды . Плохое качество воды вредит здоровью человека и сказывается 
на эксплуатации экосистем . Экономический ущерб от некачественной воды в странах Ближнего 
Востока и Северной Африки составляет от 0,5 до 2,5% ВВП . Стратегия сотрудничества и про-
филактики, которую называют Планом безопасности водных ресурсов, продемонстрировала 
экономию средств и повышение качества воды . 

В этой связи значительный интерес представляют новые технологии, основанные на методо-
логии интеллектуальных сетей (smart grid), которые смогут взять на себя функции мониторинга 
здоровья пользователей, управления качеством воды, а также транспортной и энергетической 
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инфраструктурой городов [1� . Их разработка напрямую связана с созданием интеллектуальных 
датчиков контроля качества поступающей к потребителю воды, сочетающих низкую стоимость 
и простоту эксплуатации; надежность получаемой потребителем информации, от которой зави-
сит его безопасность; возможность непрерывного контроля в реальном времени качества посту-
пающей потребителю воды; возможность подачи воды потребителю с заданным качеством и 
стоимостью [2, 5� . 

В перспективе применение технологий смарт-грид для управления водными ресурсами по-
зволят оптимизировать обеспечение потребителей водой заданного качества при минимизации 
расходов на ее подготовку и утилизацию . Ключевым звеном для создания таких технологий яв-
ляется разработка сенсоров контроля качества воды, обеспечивающих непрерывный контроль  
в реальном времени и обладающих достаточно низкой стоимостью, а также общих принципов 
построения систем водоснабжения смарт-грид .

Необходимость использования технологий смарт-грид при обеспечении водой населения  
и объектов промышленности обусловлена минимизацией расходов на подготовку и транспорт 
воды необходимого качества к потребителю . Основная идея состоит в использовании общей ин-
фраструктуры для транспорта как технической, так и питьевой воды при временном разделении 
этих потоков и обеспечении требуемого качества воды для каждого индивидуального потреби-
теля . Использование для транспортировки как технической, так и питьевой воды общей инфра-
структуры позволяет снизить затраты на обеспечение потребителя водой . Предлагаемая концеп-
ция водоснабжения смарт-грид вписывается в активно реализуемую в настоящее время концеп-
цию «умного дома» .

Управление системами водоснабжения с помощью математики нечетких множеств

Математическая модель. В системах управления интеллектуальным водоснабжением 
жилых зданий или городских кварталов, особенно в случаях неполноты данных, предлагается 
приме нение систем, основанных на математике нечетких множеств (fuzzy sets) и нечеткой логике 
(fuzzy logics) . В ситуациях, когда некоторые параметры функционирования системы неизвестны 
с достаточной точностью и необходимо применять нечеткие знания или экспертные оценки, 
подобный подход успешно решает задачи управления с высокой степенью надежности . Задача 
обеспечения потребителей достаточным количеством воды различной степени очистки является 
многокритериальной задачей [6–17� с неизвестными параметрами, которые могут быть пред-д-
ставлены нечеткими числами . Даже сама цель управления – «обеспечение достаточным коли-
чеством» имеет ярко выраженную нечеткость в самой постановке [18–21� . С одной стороны, 
необходимо обеспечить надежность водоснабжения, а с другой стороны, обеспечить эффектив-
ность и минимум затрат реализации решения .

Для этого случая задача многокритериального анализа определена как процесс нахождения 
минимума нечеткого отклика Z  от вектора X



  решения на наборах нечетких функций : 
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Для нахождения решения используются модифицированные для математики нечетких чисел 

градиентные и не градиентные методы поиска оптимума регрессионных моделей [16,17� . 
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Если функцию отклика )(XY  разложить в ряд Тейлора в окрестностях точки 0X , то, огра-а-
ничиваясь лишь линейными членами, приближенно получаем 
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Можно заметить, что формула (3) совпадает с формулой линейной полиномиальной модели  
с коэффициентами nBBB , . . .,, 21 , или, переходя к нечетким функциям, задача сводится к нахож-
дению решения нечеткого полинома [22� вида
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Получающийся в результате нахождения минимума вектор нечеткого отклика Z~  и является 
оптимизированным решением модели водоснабжения . 

Поиск решения в условиях неполноты исходных данных. В системах «умного водоснабже-
ния» часто возникают ситуации, когда необходимо про водить вычисления в условиях недостатка 
данных . Например, при расчетах моделей интеллектуальных сетей очистки, распределения и по-
требления воды (smart water grid), когда необходимо принимать в расчет множественные дина-
мические параметры функционирования устройств сети, не все данные могут быть получены 
или рассчитаны из текущих условий . В этих ситуациях часто используют экспертные оценки 
или даже тренды, рассчитанные из предыдущих значений, т .е . данные на основе предсказания 
путем расчета предыдущих состояний модели . Это, однако, требует проведения большого объе-
ма вычислений, что не всегда возможно в реальной ситуации, особенно в системах реального 
времени . В этих условиях оказывается возможным проводить расчеты, используя методы нечет-
кой математики (fuzzy mathematics), которые позволяют достичь результатов с хорошим прибли-
жением и без громоздких расчетов [22–24� .

В системах смарт-водоснабжения ситуация с недостатком данных возникает с высокой ве-
роятностью, поэтому применение методов расчетов с использованием математики нечетных 
множеств весьма оправдано . Нами разработана система веб-сервисов, которые в совокупности 
позволяют решить задачу оптимизации моделей потребления воды в реальном времени . 

Рассмотрим конкретно сервисы, которые производят расчеты моделей водоснабжения, в том 
числе и в условиях недостатка данных:

сервис моделей водоснабжения WMS (water modeling service);
сервис прогнозирования потребления воды WFS (water forecast service);
сервис оптимизации стоимости воды WCO (water cost optimization);
сервис оптимизации режимов потребления воды WRO (water regimes optimization);
сервис для реализации оптимизированной политики расчета цены очистки и доставки воды 

в зависимости от актуальных потребностей потребителей WPO (water politics optimization);
сервис анализа эффективности водоснабжения в реальном масштабе времени WAS (water 

analysis supply);
сервис информационного хранилища DBS (data base storage);
сервис анализа эффективности водоснабжения в реальном масштабе времени WAS (water 

ana lyses service) .
Сервис моделей водоснабжения WMS предназначен для хранения и управления моделями . 

Его основными задачами являются обеспечение загрузки актуальных параметров модели по за-
просу других сервисов, подготовка данных и их сохранение в модуле управления базами данных 
(DBS) после завершения запросов .

Основное предназначение сервиса прогнозирования потребления воды WFS – вычисление 
трендов потребления воды на различных уровнях и получение предсказания потребления на 
бли жайший период . Для этого сервис использует открытые в интернете служебные сервисы,  
в частности, сервисы предсказания погоды для вычисления температурных параметров в про-
гнозируемый момент, данные потребления и производства воды за предыдущие периоды и рас-
четы, полученные от блока моделирования . При этом также не все данные могут быть доступны 
в момент вычислений, поэтому частично используется математика нечетких множеств .



70

Задача сервиса оптимизации режимов потребления воды WRO – вычисление оптимизиро-
ванных условий функционирования участков смарт-водоснабжения, приводящих к уменьшению 
общего потребления воды . Конечно, данный сервис находится в противоречивых условиях, по-
скольку нельзя уменьшать потребление воды потребителями в квартирах или домах, так как это 
может снизить уровень их комфорта . Сервис может лишь предлагать сценарии использования 
домашнего оборудования с целью общего снижения потребления .

Задача оптимизации стоимости воды WCO – решение платежей владельцев домов за исполь-
зованную воду . Это, на первый взгляд, очень похоже на задачу, решаемую сервисом WRO . Хотя 
этот сервис также предлагает владельцам домов изменять планы использования домового обору-
дования, но целевая функция у него совершенно другая . Это значит, что рекомендации по изме-
нению графиков использования оборудования будут совершенно различными .

Сервис для реализации оптимизированной политики расчета цены очистки и доставки воды 
в зависимости от актуальных потребностей потребителей WPO предназначен решать вопросы 
оптимизации ценообразования, так сказать, с точки зрения поставщика услуг водоснабжения . 

Сервис информационного хранилища DBS выполняет задачи непосредственного управления 
системами хранения информации .

Сервис анализа эффективности водоснабжения в реальном масштабе времени WAS необхо-
дим для решения специальных задач работы моделей водоснабжения в специфических реальных 
условиях .

Поскольку ясно, что для эффективной работы сервисов часто не хватает данных, то необхо-
димы методы, с помощью которых можно по-
лучать решения с достаточной точностью в дан-
ных условиях . Для этого в систему включен 
специальный блок в виде статической библио-
теки, напи санной на языке программирования 
С++, которая использует fuzzy mathe matics для 
вычисления недостаю щих данных и принятия 
решения в этих усло виях . Этот блок исполь-
зуется во внутренних вызовах сервисов WFS, 
WCO WRO и WPO в случае недостатка дан-
ных для расчета необ ходимых параметров  
и обеспечения задач под держки принятия 
решения .

 Алгоритм работы сервисов с учетом вы-
зовов методов библиотеки нечетких множеств 
по казан на рис . 1 .

Владелец дома выбирает план исполь зова-
ния устройств водоснабжения . Этот план пока 
является предварительным и отражает лишь 
предпочтения пользователя . Последователь ные 
вызовы методов сервисов управления должны 
оптимизировать план с учетом всех внутрен-
них условий и текущих значений потребления 
энергии и ценовой политики генерирующих  
и распределяющих энергию организаций . Вы-
зов сервиса WCO и последовательная работа 
его методов обеспечивают оптимизацию пла-
на с целевой функцией снижения платежей за 
использованную воду . 

Далее необходимо оптимизировать план для 
снижения уровня расхода воды . Это можно сде-
лать путем более эффективного использования 

Рис . 1 . Алгоритм оптимизации плана водоснабжения  
с целью уменьшения стоимости и уровня потребления 

воды
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трубопроводной системы и систем внутреннего 
распределения воды, т . е . выравниванием как 
пиковых значений потребления, так и общих, 
суммарных значений . 

В случае недостатка данных для принятия 
решения по оптимизации плана использования 
устройств водоснабжения система запускает 
цепочку расчетов через вызовы библиотеки fuzzy 
logic со встроенной системой принятия реше-
ний (рис . 2) .

Таким образом, и в случае неполноты исход-
ных данных для построения модели, находится 
оптимизированное решение распределения ре-
сурсов для смарт-сетей водоснабжения . 

Необходимость использования техноло гий 
смарт-грид для минимизации затрат на обес -
печение потребителей водой. Для подачи во-
ды потребителю используется единая система 
водоснабжения . Дополнительные системы во-
доснабжения технической водой в ряде случа-
ев применяются для потребителей с большими 
объемами ее использования, при компактном 
их расположении, например, в горно-металлур-
гических процессах: до 10 м3 воды /т руды или 
угля, в обогатительном переделе 20–50 м3/т по-
лучаемого чугуна, 150 м3 воды /т стали . Такая 
вода по содержанию примесей (твердых взве-
сей, эмульсий и растворенных веществ) при-
годна для использования в технологических процессах, но непригодна для питья . Она получает-
ся, как правило, в результате неполной очистки промышленных и бытовых стоков, из соленых 
морских или других природных и шахтных вод, из систем водооборота на обогатительных, ме-
таллургических и других производствах . Например, только в Украине и России при добыче угля 
и сланцев из шахт и разрезов ежегодно откачивают 2 млрд м3 подземных вод . Основные трудно-
сти использования технической воды связаны с необходимостью прокладки и эксплуатации 
двух параллельных водопроводных систем: для бытовой и технической воды . При этом водопро-
вод для технической воды требует значительно более частого ремонта из-за забивания труб 
осад ками, твердыми взвесями и т . п . (замена труб, насосов и других устройств) .

В большинстве случаев для потребителей используется единая система водоснабжения . При 
этом качество воды для нее доводится до уровня питьевой . 

Пусть удельные расходы на подготовку питьевой воды на центральной станции 0С , техниче-
ской воды 1С-  . Если объем потребляемой питьевой воды составляет 0 0V V= α , а технической 
воды – 1 1 0(1 )V V V- -= α = - α , то минимальные затраты на обеспечения потребителей водой со-
ставят  

 ( )min 0 0 1 0(1 )  .З C C V-= α + - α  (5) 

при поставке потребителям необходимого количества питьевой и техни ческой воды . 
В большинстве случаев потребителям доставляется питьевая вода, которая ими расходуется 

не только по прямому назначению, но и для технических и бытовых нужд . Затраты при этом со-
ставляют  

 0  .З C V=  (6) 

Рис . 2 . Алгоритм оптимизации плана с целевой функцией 
оптимизации водоснабжения
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Затраты оптимального водоснабжения по отношению к существующей схеме составляют 

 
( )min

0 1 0(1 )З
З

∆ = = α + β - α , (7)

где 1 1 0/С С-β =  – относительные затраты на приготовление технической воды по сравнению  
с бытовой (питьевой), а 0 0 /V Vα =  определяет часть питьевой воды в общем объеме потребления .

Относительное снижение затрат при этом 

 0 1 01 (1 )(1 )∆ = ∆ - = - - β - α  . (8) 

Ежесуточное потребление питьевой воды на человека должно составлять по санитарным 
нормам не менее 2 л, а с учетом потребностей на бытовые нужды (приготовление пищи и мытье 
посуды), по-видимому, около 5–10 л . Это количество составляет примерно 0α ≈ 5–10% от объема 
потребляемой технической воды, а отношение стоимостей подготовки технической и питьевой 
воды – 1β ≈ 0,25–0,5 . При оптимальном способе обеспечения потребителя водой затраты состав-
ляют примерно 28–55% (7) от стоимости подготовки воды стандартным способом . Следователь-
но, изменение способа подачи воды может дать экономию от 45 до 72% средств . 

Потребителю можно доставлять только техническую воду и он будет доводить ее до необхо-
димой кондиции с удельными затратами средств 1С  . При этом эти расходы 1 0 1С С= γ , где 1γ ≥
2–3, т . е . расходы при индивидуальной подготовке воды потребителем обычно более чем в 2–3 
раза выше, чем при ее подготовке централизованным способом . Если потребителю подавать тех-
ническую воду, а он будет из нее готовить необходимое количество питьевой воды, то затраты 
составят  

 ( )max 1 1 0 1 0( ) (1 )З C C C V- -= + α + - α  . (9) 

Как видно из формул (6), (9), затраты при этом будут выше на приготовление питьевой воды, 
но поскольку для технических нужд будет использоваться техническая вода, которая подготов-
лена централизованным способом, то общие затраты могут быть при этом даже меньше, чем при 
стандартном способе:  

 ( )1 max 0 0 1 0 1 0( ) / (1 ) 1З З З∆ = - = γ α + β - α - , (10) 

 т . е . примерно на 67–25% . 
Следует отметить, что при возрастании 1γ  затрат потребителя на подготовку питьевой воды 

из технической, как видно из соотношения (10), могут возникать ситуации, когда общие затраты 
будут выше, чем затраты при стандартном способе поставки потребителю только питьевой воды, 
в том числе и для технических нужд . Это означает, что при использовании общего водовода для 
подачи технической и питьевой воды экономические затраты могут снизиться на 45–70% при со-
гласовании режимов подачи с режимами потребления технической и питьевой воды . В то же 
время, если использовать подачу только технической воды и готовить из нее питьевую индиви-
дуально каждым потребителем, затраты могут снизиться примерно на 25–67% . Задачей предла-
гаемой технологии смарт-грид подготовки воды и является минимизация экономических затрат .  

Если (0,1)i ∈  обозначить фазовые состояния подаваемой потребителю воды, причем 0=i  
будет соответствовать подаче питьевой воды, а 1i =  – технической, а под (0,1)j ∈  понимать те 

фазовые состояния воды, потребность в которых имеет потреби-
тель, то все возможные ситуации будут описываться графом пере-
ходов (рис . 3) .

При этом возможны следующие ситуации: 00H  – централизо-
вано подается питьевая вода, когда потребителю также необходима 
питьевая вода, 01H – подается питьевая вода, а потребителю в это 
время необходима техническая вода, 11H  – подается техническая 
вода и потребителю необходима в это время техническая вода  
и 10H  – подается техническая вода в то время, когда потребителю 
необходима питьевая вода .

Рис . 3 . Граф-схема состояний 
системы при обеспечении 

потребителя водой
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Пусть каждая из ситуаций ijH  имеет вероятность ijp . При этом возможны ситуации, когда 
совпадают потребности в питьевой или технической воде с режимами их подачи ( 11H , 00H )  
и когда они не совпадают ( 10H , 01H ). При несовпадении потребностей с режимом подачи воз-
никают дополнительные затраты: в 10H -состоянии затраты 1С  – на индивидуальную подготов-
ку из технической воды питьевой и в 01H -состоянии затраты 0С  – за счет использования питье-
вой воды в качестве технической. Уравнение для затрат на подготовку воды потребителю в об-
щем случае приобретает вид 

  ( )0 00 01 1 10 1 11 10( ) ( ) ( )З P C p p C p C p p V−= + + + + .  (11) 

Если вероятности ijp  определить через условные вероятности ijP  наступления j-го события 
при условии, что имели место i-е событие и безусловные вероятности, которые при 0i =  равны 

0 0p = α , а при 1i =  – соответственно 1 01p = −α , то при учете, что ijp = piPij, а 00 01p p+ = 0 0p = α , 
10 11p p+ = 1 01p = −α , выражение (11) приобретает вид 

  min 1 0 10( ) (1 )З P З C P V= + −α . (12) 

Видно, что затраты на подготовку воды превышают минимально возможные затраты на сто-
имость индивидуальной подготовки из технической воды питьевой. 

Изменение затрат по сравнению со стандартным способом подготовки воды составит 

  0
1 0 1 0 10

0

( )( ) (1 )(1 ) (1 )З P ЗP P
З
−

∆ = = − −β −α + γ − α . (13) 

Процесс, описываемый графом переходов (рис. 1), в общем случае, относится к классу полу-
марковских случайных процессов и его математическое описание может основываться на под-
ходах, изложенных в работах [6–8].

Обобщенная модель смарт–грид системы обеспечения потребителя водой. Из природ-
ных резервуаров (водоемов, рек и т.п.) вода попадает на станцию очистки, где с использованием 
различных процедур доводится сначала до качества технической, а при необходимости и питье-
вой воды. На выходе станции очистки в водопроводную систему в различные интервалы време-
ни суток поступает либо техническая, либо питьевая вода. Она отличается качеством и соответ-
ственно затратами средств на ее подготовку. Управляет этим процессом центральный процес-
сор, на который по обратной связи поступает информация от процессоров индивидуальных 
потребителей о времени использования ими питьевой и технической воды и их расходе. Это по-
зволяет оптимизировать режимы подачи воды по центральному водоводу. В процессе транспор-
тировки по водоводу вода подвергается загрязнениям. Они могут быть связаны как с подсасыва-
нием загрязнений извне водовода за счет его дефектов, так и с внутренними загрязнениями, воз-
никающими, например, при переходе от транспорта технической воды к питьевой воде. Вода, 
поступив к индивидуальному потребителю, контролируется датчиками контроля качества и ис-
пользуется для заполнения буферных резервуаров технической и питьевой воды. В случае необ-
ходимости пополнения резервуара питьевой воды при наличии в центральном водоводе техни-
ческой подключается фильтр очистки воды индивидуального потребителя. Управляет этим про-
цессор индивидуального потребителя. Датчики воды контролируют ее качество как на входе 
системы, так и на ее выходах для технической и питьевой воды. Буферные резервуары обеспечи-
вают подачу потребителю воды требуемого качества независимо от того, какой тип воды в это 
время подается по центральному водоводу. 

Математическая модель смарт-грид системы водоснабжения. Питьевая вода от техни-
ческой отличается качеством iQ , которое является многокритериальной характеристикой, зави-
сящей, в частности, от наличия в воде физических и химических примесей. Качество, по-види-
мому, необходимо оценивать относительно некоторого выбранного эталона, роль которого не 
может выполнять дистиллированная вода, традиционно получаемая в процессе опреснения. Су-
ществует обширное количество исследований, в которых доказано наличие значимой статисти-
ческой связи между качеством питьевой воды и количеством долгожителей в регионе. Исследо-



74

ватели обратили внимание, что в некоторых случаях для источников природной воды этих реги-
онов характерно небольшое содержание ионов кальция (Дагестан, Пакистан) . Однако пока еще 
рано говорить об установлении функциональной связи между качеством воды и ее химико-фи-
зическим и структурным составом . Поэтому в первом приближении для упрощения можно по-
лагать качество воды величиной, обратной величине концентрации вредных примесей 1Q c-≈  . 
Затраты на подготовку воды ( )З f c=  пропорциональны концентрации примесей, а это означает, 
что они нелинейным образом будут зависеть от требуемого качества воды . При смене порядка 
подачи питьевой и технической воды происходит изменение концентрации от 0c  до 1c  . Анало-
гичным образом при переходе от технической воды к питьевой наблюдается обратное изменение 
концентрации примесей от 1c  до 0c  . Если длина водовода до i  потребителя равна il ,  
а скорость распространения потока равна iV , то через время /i i it l V=  этот перепад концентра-
ции дойдет до потребителя . Вследствие явления диффузии происходит размывание концентра-
ции, которое описывается уравнением диффузии (теплопереноса) [9� .

Нестационарное уравнение диффузии классифицируется как параболическое дифферен циаль-
ное уравнение . Оно описывает распространение растворяемого вещества вследствие диффузии 
или перераспределение температуры тела в результате теплопроводности .

В случае одномерного диффузионного процесса с коэффициентом диффузии (теплопрово-
дности) D уравнение диффузии следующее:  

 
( , ) ( , ) ( , )с x t D с x t f x t

t x x
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

 (14) 

и при постоянном D оно приобретает вид 

  
2

2( , ) ( , ) ( , )с x t D с x t f x t
t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
,  (15) 

где c(x ,t) – концентрация диффундирующего вещества, a f(x, t) – функция, описывающая источ-
ники вещества (тепла) .

В одномерном случае фундаментальное решение однородного уравнения (при начальном усло-
вии, выражаемом дельта-функцией c(x, 0) = δ(x), и граничном условии c(∞, t) = 0) дано в [9� 

 

21( , ) exp
4 4

xc x t
Dt Dt

 
= -   π  

 . (16) 

В этом случае c(x, t) можно интерпретировать как плотность вероятности того, что одна частица, 
находившаяся в начальный момент времени в исходном пункте, через время t перейдет в пункт  
с координатой x . В случае произвольного начального распределения c(x, 0) общее решение урав-в-
нения диффузии представляется в интегральном виде как свертка  

 

2
1

1 1
( )1( , ) ( ,0) exp

4 4
x xc x t c x dx

Dt Dt

∞

-∞

 -
= -   π  

∫  . (17) 

В случае перехода от режима подачи питьевой воды к технической 1 0 1 0 1( ,0) ( ) ( )c x с с с l x= + - , 
где 1( )l x  – функция единичного скачка, выражение (17) приобретает вид

  ( )1 1 0( , )
2
xc x t c c c
Dt

 
= - - Φ - 

 
 .  (18) 

Из соотношений (17), (18) следует, что с увеличением времени с момента начала импульса 
происходит увеличение дисперсии флуктуаций концентрации 2 2с Dtσ = пропорционально коэф-
фициенту диффузии D , а также 1lim ( , )

x
c x t c

→∞
= , 0lim ( , )

x
c x t c

→-∞
=  .

Если возмущение концентрации перемещается по трубопроводу со скоростью iV , то через 
время t  оно будет находиться на расстоянии x im tV= :
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( ) ( )

1 1 0( , )
2

xx m
c x t c c c

Dt
 -

= - - Φ -  
 

 . (19) 

Из соотношения (19) следует, что 1lim ( , )
t

c x t c
→∞

=  . 
Соотношение (17) позволяет проследить изменение концентрации примесей в воде как по се-

чению трубопровода, так и во времени . В качестве примера на рис . 4 показано, как выглядит 
нормированное распределение концентраций 1( , ) ( , ) /c x t c x t c=  при 0 1/ 0c с ≈  в различных сече-
ниях в разные моменты времени при переходе от подачи питьевой воды к технической . 

Следует отметить, что для получения выражений при переходе от подачи технической воды 
к питьевой необходимо в выражениях (17) – (19) поменять 1 0c c→ , а 0 1c c→  .

Как видно из приведенных соотношений (16), (17), изменение концентрации по простран-
ственным координатам и во времени подчиняется нормальному закону распределения . Однако 
для такого закона существует положительная, отличная от нуля, вероятность существования не-
ограниченно больших положительных и отрицательных отклонений концентрации относительно 
медианного значения . Вместе с тем реально они ограничены по величине . Чтобы учесть финит-
ность реальных величин, можно использовать для описания распределения не гауссову плот-
ность, а плотность распределения, полученную на основе финитных атомарных функций Крав-
ченко – Рвачева [10 – 14� .

Базовая финитная атомарная функция ( )up ξ является решением дифференциального уравне-
ния [13�:

 ( ) 2 (2 1) 2 (2 1)up up up′ ξ = ξ + - ξ -  . (20)

Такую плотность распределения имеет случайная величина:

 1
2 k

k
к

∞
-

=
ξ = ξ∑ , (21)

где ( )1,1kξ ∈ -  – равномерно распределенная на интервале от –1 до +1 случайная величина . Об-
щий вид случайной величины и порождающего плотность ее распределения дифференциально-
го уравнения можно записать [13� таким образом:

 1

k
k

к
a

∞
-

=
ξ = ξ∑ , 

2
( ) ( ( 1) 2 ( 1))

2a a a
ah h a h a′ ξ = ξ + - ξ -  . (22)

Уравнение (22) означает, что скорость изменения значений функции ( )ah′ ξ  в момент времени ξ  
определяется значениями функции ( )ah ξ , сжатой по времени в а  раз, в симметрично отстоящие 
относительно ξ  моменты времени 1

a
ξ ±  .

Рис . 4 . Распределение плотности (а) и концентрации (б) в различные временные сечения по длине при переходе от 
питьевой воды к технической: 2, 4, 6, 8 – при использовании гауссовой функции; 1, 3, 5, 7 – при использовании фи-
нитных атомарных функций Кравченко; D = 0,1; V0  =1; σ = 1; кривые 1, 2 при t = 0,05; кривые 3, 4 при t = 0,5; кривые 5, 6 

при t = 2; кривые 7, 8 при t = 4
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В операторной форме уравнение (22) следующее: 

 

( )2( )a a
sh pph p a h

a p
 =  
 

 . (23) 

Функции ( )up ξ , ( )ah ξ  относятся к классу атомарных функций . Атомарные функции – это фи-
нитные решения функционально-дифференциальных уравнений вида [13� 
   
 

1
( ( )) ( )

M
k k

k
L y x C y ax b

=
= λ -∑ , (24) 

где a ≠ 1, L – линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами .
Уравнения (20)–(23) являются частным случаем . Атомарное распределение Кравченко–Рва-

чева (плотность вероятности ( )xp x  случайной величины x ) в его первые моменты определяются 
[13� таким образом: 

 

1( )x a
x mp x h

b b
- =  

 
, ,

3x
bm m= σ =  . (25) 

Уравнение (24) в операторной форме запишется так: 

 
( )

1
( ) ( ) exp  .

M
k k

k

pL p y p y C b p
a =

 = λ  
 

∑  (26) 

Атомарные функции ( )up ξ  можно использовать для аппроксимации гауссовых функций 
(16)–(19), которые являются решением уравнения диффузии (теплопереноса) (14) . Для этого  
в уравнениях (16)–(19) необходимо гауссовы плотности заменить на плотности, описываемые 
атомарной функцией Кравченко – Рвачева [10–14�: 

 

2
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где 0 , 2xm V t b= = πσ  .
При этом, как видно из соотношения (25), b ≈ σ , т .е . при аппроксимации гауссова распреде-

ления распределением, задаваемым атомарной функцией Кравченко, среднеквадратичные значе-
ния их примерно одинаковы .

На рис . 4 показаны аппроксимации для разных временных сечений для ситуации перехода от 
подачи питьевой к технической воде . 

Датчики качества воды для технологий смарт-грид. Необходимо создание датчиков, со-
четающих приемлемую стоимость с достаточно высокой точностью определения параметров 
воды . Несмотря на обилие методов и средств контроля качества воды, они не удовлетворяют пе-
речисленным требованиям . Актуальна разработка датчиков, обеспечивающих непрерывный 
оперативный контроль в сочетании с высокими метрологическими характеристиками и низкой 
стоимостью, которые позволят обеспечить массовость их применения индивидуальными потре-
бителями . Для их разработки могут использоваться различные физические принципы . 

Контроль прозрачности или мутности воды может основываться на регистрации в оптиче-
ском диапазоне коэффициентов прохождения и рассеяния света контролируемым образцом воды 
на нескольких длинах волн . Поскольку помутнение воды обычно сопровождается и изменением 
ее цвета от голубоватого к желтому, то в сенсорах необходимо использовать несколько длин 
волн . В частности, в разработанном авторами макете измерителя прозрачности воды использо-
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вались 5 длин волн оптического (650 нм – красный, 
550 нм – зеленый, 450 нм – синий) и инфракрасного 
(850 и 940 нм) диапазонов . В датчике 5 излучателей  
и один широкополосный одноканальный приемник . 
Измерение затухания на различных длинах волн 
осуществляется последовательно во времени . Для 
повышения помехозащищенности от внешних источ-
ников освещения используется низкочастотная мо-
дуляция источников излучения . Зависимость затуха-
ния оптического сигнала от степени загрязненности 
воды грунтом приведена на рис .  5, а на рис . 6 показа-
но изменение при этом ее прозрачности . Следует  
отметить, что в достаточно большом диапазоне за-
грязнений (от 0 до 80%) затухание удовлетворитель-
но описывается линейной зависимостью . Использо-
вание многоволнового режима позволяет повысить 
точность измерений и проводить дифференциацию 
размеров загрязняющих частиц .

Наличие загрязняющих примесей в воде влияет на ее диэлектрические свойства . Для их вы-
явления могут использоваться методы СВЧ- и КВЧ-диэлектрометрии . Использование высоко-
чувствительного метода капиллярно-волноводного резонанса, впервые предложенного Е . В . Бе-
ляковым [15�, позволяет обнаруживать наличие в воде микропримесей с концентрациями до 
0,1% и, как показали последние исследования, обеспечивает возможность идентификации воды 
источников различного природного происхождения [3, 4� . 

Для исследования изменений затухания и резонансной частоты в зависимости от концентра-
ции раствора необходимы измерительные комплексы, обладающие высокой разрешающей спо-
собностью по частоте и большим динамическим диапазоном измеряемых поглощений . Автора-
ми создан капиллярно-волноводный резонатор на основе прямоугольного волновода сечением 
3,6×1,8 мм2 и диэлектрического капилляра из фторопласта с внешним диаметром 2 er =1,5 мм  
и внутренним 2 ir =1,1 мм, проходящего через широкие стенки волновода . Он работает в милли-
метровом диапазоне длин волн ( λ ≈ 5 мм) . Из-за резонансов, возникающих в многослойном ка-
пилляре, внутри которого находится исследуемая жидкость, система оказывается достаточно 
чувствительной к микропримесям . Кривые резонанса поглощения для различных типов воды 
приведены на рис . 7 . 

Видно, что для дистиллята характерно наиболее глубокое резонансное поглощение . Таким 
образом, частота резонанса, его глубина и добротность могут служить при-
знаками для оценки степени чистоты питьевой воды . Еще одним из высоко-
чувствительных методов, который может использоваться для прямого измере-
ния постоянной составляющей показателя преломления n жидкости, является 
метод колеблющейся в жидкости струны [2� . Он предполагает использование 
образцов жидкости, размеры которых превышают или сравнимы с длиной 
волны в свободном пространстве, на которой проводятся исследования . При 
этом непосредственно измеряется длина волны λ  в жидкости на выбранной 
частоте f, а следовательно, и реальная часть коэффициента преломления 

0 /n = λ λ  ( 0λ  – длина волны в свободном пространстве на частоте f ). На рис . 8 
приведены частота капиллярно-волноводного резонанса и длина волны для 
различных источников [4� . Дополнительно к измерениям на СВЧ- и в оптиче-
ском диапазоне могут производиться и измерения проводимости воды на  
постоянном токе, которые являются наиболее дешевыми и простыми . Ком-
плексное использование измерений на постоянном токе на многих частотах 
оптического и микроволнового диапазонов позволит решить задачу создания 
сенсоров контроля воды . Видно, что по этим параметрам можно различать 

Рис . 5 . Зависимость затухания от степени загряз-
нения воды для разных длин волн оптического-  
и ИК-диапа зонов: 1 – 940 нм, 2 –  850 нм, 3 – 

красный, 4 – зе леный, 5 – синий

Рис . 6 . Оптическая 
прозрачность воды
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воду из разных природных источников, а это означает, что данные методы могут быть положены 
в основу создания достаточно дешевых и точных сенсоров оценки качества воды .

Заключение. Применение принципов временного разделения при подаче в водовод техниче-
ской и питьевой воды в сочетании с технологиями смарт-грид контроля и доводки до необходи-
мого качества воды для отдельных потребителей позволит сущетсвенно снизить затраты и слу-
жит основой для будущего устойчивого развития общества . 

Математическая модель смарт-грид системы водоснабджения может строиться с использова-
нием нестационарного уравнения диффузии . Для учета конечности изменения концентрацион-
ных зависимостей вместо гауссовых плотностей распределения могут использоваться финитные 
атомарные функции Кравченко – Рвачева .

Достаточно дешевые и точные сенсоры оценки качества воды могут быть созданы на базе 
многочастотных оптических (видимого и инфракрасного диапазонов) и микроволновых (санти-
метрового и миллиметрового диапазонов волн) датчиков .
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