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ДИФФУЗИЯ И МАГНИТОФОРЕЗ В НАНОДИСПЕРСНЫХ  
МАГНИТНЫХ ЖИДКОСТЯХ С ФАЗОВЫМ ПЕРЕХОДОМ

В работе описаны процессы массопереноса в нанодисперсных магнитных суспензиях (магнитных жидкостях)  
в предположении существования частиц в них в виде двух фазовых состояний: газообразного и конденсированного, 
с границей фазового перехода между ними, определяемой известными условиями термодинамического равновесия. 
В газовой фазе распределение концентрации магнитных частиц подчиняется уравнению диффузии, а в конденсиро-
ванной фазе предполагается постоянным. Процесс описывается безразмерным магнитным параметром, представля-
ющим собой отношение магнитной энергии частицы к тепловой, а также параметром, характеризующим дипольное 
взаимодействие между частицами.

На основании уравнений диффузии и равновесия фаз представлено аналитическое решение одномерной задачи 
о распределении концентрации частиц в магнитной жидкости в неоднородном магнитном поле.

Показано, что при заданной средней концентрации частиц фазовый переход наблюдается при превышении маг-
нитным параметром определенных значений, а область конденсированной фазы увеличивается с его ростом. При 
больших его значениях в рассмотренной задаче координата границы фазового перехода практически линейно зави-
сит от средней концентрации частиц. 
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DIFFUSION AND MAGNETOPHORESIS IN NANODISPERSED MAGNETIC FLUIDS  
WITH PHASE TRANSITION

A description of mass transfer processes in nanodispersed magnetic suspensions (magnetic fluids) is proposed under  the 
assumption that assembly of magnetic particles in them can exist in the form of two phases: gaseous and condensed, and the 
phase transitions are determined by well-known thermodynamic conditions of phase equilibrium and depend on concentra-
tion of particles and magnetic field intensity. 

The distribution of concentration of magnetic particles in a gas phase conforms the diffusion equation, and in the con-
densed phase it is supposed to be constant. Process is described by the dimensionless magnetic parameter representing the 
relation of magnetic energy of a particle to thermal one, and also by the parameter characterizing dipole-dipole interaction 
between particles.

The analytical solution to  one-dimensional problem on distribution of concentration of particles in a magnetic fluid  
in locally non-uniform magnetic field is presented on the basis of the equations of diffusion and phase equilibrium.

It is shown, that phase transition at given average concentration of particles is observed when the magnetic parameter 
exceeds certain value, and the area of the condensed phase increases with its increasing. At its large values the coordinate  
of phase transition boundary depends on average concentration of particles in the considered problem practically linearly. 

Keywords: magnetic fluid, diffusion, magnetophoresis, phase transition, magnetic field

Введение. Под нанодисперсной магнитной жидкостью понимается коллоидный раствор  
в жидкости – носителе магнитных частиц с размерами порядка 10 нм, покрытых поверхност-
но-активным веществом, препятствующим их агрегированию [1]. Размер частиц, исчисляемый  
в нанометрах, обеспечивает броуновский характер их поведения в жидкости, обмен импульсом 
с молекулами жидкости-носителя, передачу импульса, полученного от взаимодействия с внеш-
ним магнитным полем, молекулам всего объема жидкости. 
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В неоднородном магнитном поле естественными процессами, имеющими место в такой си-
стеме, являются магнитофорез и броуновская диффузия магнитных частиц. На важность этих 
процессов в магнитной жидкости было обращено внимание уже в самых первых работах в этой 
области и в последующих монографиях [1, 2].

Наиболее ярко эти процессы оказались выраженными при работе магнитожидкостных 
уплотнений вследствие больших градиентов напряженности магнитного поля, существующих 
в них [3–5].

В последнее время указано также на важную роль, которую могут играть эти процессы в об-
щих задачах статики магнитных жидкостей, например, при левитации магнитных и немагнит-
ных тел в них применительно к таким устройствам, как магнитожидкостные подвесы, опоры, 
виброзащитные системы [5–7], а также при течении магнитных жидкостей в каналах [8]. В этих же 
работах сформулирована замкнутая система дифференциальных уравнений и граничных условий, 
дающая адекватное описание указанных процессов, в том числе применительно к магнитожид-
костным уплотнениям.

Основным недостатком предложенных к настоящему времени моделей описания процессов 
броуновской диффузии и магнитофореза в магнитных жидкостях, основанных на классической 
теории этих процессов, является то, что они дают возрастание концентрации магнитных частиц 
вплоть до их максимально возможной плотной упаковки и выше в областях с большой напря-
женностью неоднородного магнитного поля. Это приводит, в частности, к аномально высоким 
значениям их вязкости и, соответственно, вязких напряжений при их течении [8]. Предложенное 
в [5] искусственное ограничение значений концентрации частиц их плотной упаковкой с физи-
ческой точки зрения не является достаточно строгим, поскольку оставляет широкий произвол  
в выборе значения коэффициента заполнения плотной упаковки. 

Однако известно, что даже в немагнитных коллоидных системах при увеличении концентра-
ции частиц имеет место фазовый переход, сопровождающийся резким переходом коллоидного 
раствора в высококонцентрированную фазу, к которой обычные представления диффузионного 
переноса массы перестают быть справедливыми, но которая, сохраняя свойства текучести, мо-
жет характеризоваться конечными значениями коэффициентов вязкости.

Ситуация эквивалентна той, которая возникает при обычном фазовом переходе газообразной 
среды в жидкую фазу при ее конденсации.

Очевидно, что соответствующие критические значения концентраций частиц в коллоиде долж-
ны служить естественными пределами применимости теории броуновской диффузии к магнит-
ным коллоидам.

Известно также, что в магнитных жидкостях как коллоидных растворах магнитных частиц 
имеет место и особый фазовый переход к высококонцентрированной фазе, связанный со взаимо-
действием магнитных частиц как между собой, так и с внешним магнитным полем [2, 9–15]. 
Несмотря на то, что свойства такой высококонцентрированной фазы магнитной жидкости еще 
недостаточно изучены, имеется достаточно большое количество экспериментальных данных, 
свидетельствующих о ее поведении как жидкой среды. Прежде всего это относится к данным  
по деформации капель этой фазы в магнитных полях [2] и возможности характеризовать их со-
ответствующим коэффициентом поверхностного натяжения.

Физико-математическая постановка задачи. Таким образом, для неподвижной магнитной 
жидкости, находящейся в неоднородном магнитном поле, в стационарном состоянии можно при-
нять за основу существование магнитных частиц в жидкости-носителе в двух фазовых состоя-
ниях: 1) слабоконцентрированная фаза с поведением магнитных частиц, подобным газообраз-
ному состоянию («газовая фаза»), и 2) сильноконцентрированная фаза с упаковкой магнитных 
частиц и их поведением, подобным состоянию конденсированной несжимаемой жидкости («кон-
денсированная фаза»).

При этом основные свойства этих фазовых состояний заключаются в следующем.
А. В соответствии с подходом, развитым в [5–7], в газовой фазе распределение концентрации 

Φg магнитных частиц, имеющих плотность ρ, подчиняется уравнению диффузии
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в неоднородном магнитном поле с величиной напряженно-
сти H определяется следующим образом:

 0 ( ) ,g gi D b m L H= -ρ ∇Φ + ρ µ Φ ξ ∇


 (2)

где D – коэффициент диффузии частиц, который связан с их подвижностью b соотношением 
Эйнштейна ;D kTb=  μ0 ≈ 1,26·10–6 Гн/м – магнитная проницаемость вакуума; m – магнитный 
момент отдельной частицы; k ≈ 1,38·10–23 Дж/К – постоянная Больцмана; T – абсолютная темпе-
ратура; ( )L ξ  – функция Ланжевена, ( ) ( ) 1 / ,L cthξ = ξ - ξ  0 / .mH kTξ = µ

На непроницаемых для частиц границах нормальная компонента плотности потока массы  
in должна обращаться в ноль:

 0/ ( )( / ) 0.n g gi D n b m L H n= -ρ ∂Φ ∂ + ρ µ Φ ξ ∂ ∂ =  (3)

Анализ размерностей уравнений (1), (2) показывает, что описываемая ими задача определя-
ется одним безразмерным параметром 0 * / ,U mH kT= µ  представляющим собой отношение маг-
нитной энергии частицы к ее тепловой энергии и включающим в себя характерное для каждой 
конкретной ситуации значение напряженности магнитного поля H*.

Уравнения (1)–(3) можно привести к безразмерному виду, выбрав в качестве масштабов ха-
рактерные значения входящих в них величин: H* – для модуля напряженности магнитного поля, 
x* – для пространственных координат, 2

* */t D x=  – для времени, 3
*x  – для объема. Безразмерное 

значение модуля напряженности магнитного поля представляет собой отношение его размерной 
величины к характерному значению H*. 

Тогда для безразмерных величин уравнения (1)–(3) примут следующий вид:
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/ ( )( / ) 0n g gi n U L H n= -∂Φ ∂ + Φ ξ ∂ ∂ =  на непроницаемой границе.

Использование одних и тех же букв для обозначения размерных и безразмерных величин не 
должно вызывать недоразумений, если это заранее оговорено.

В стационарном случае в объеме жидкости с непроницаемыми границами в соответствии  
с (4) плотность потока массы во всем объеме обращается в ноль:

 ( ) 0,g gi U L H= -∇Φ + Φ ξ ∇ =


  .UHξ =  (5)

Чаще всего типичная магнитная жидкость содержит в качестве твердой магнитной фазы ча-
стицы магнетита с намагниченностью 4,46·105  А/м [1]. При их характерных диаметрах d око-
ло 10–8 м и соответственно объеме 5,2·10–25 м3 магнитный момент частиц составляет пример-
но 2,3·10–19 Дж/Тл. Тогда при комнатных температурах T = 300 K значение U порядка единицы 
имеет место при характерной напряженности магнитного поля H* порядка 104 А/м. В реальных 
ситуациях, например в зазорах магнитожидкостных уплотнений, в которых создаются сильные 
магнитные поля до 106 А/м с большими градиентами, значения параметра U могут достигать не-
скольких десятков.

Суммарный объем магнитных частиц Vmg в объеме Vg, занимаемом этой фазой, равен  
Vmg = .

g
g

V
dVΦ∫

В. Конденсированная фаза имеет постоянную концентрацию магнитных частиц, Φc = const,  
соответствующую условиям термодинамического сосуществования фаз.

Суммарный объем магнитных частиц Vmc в объеме Vc, занимаемом этой фазой, равен  
Vmc = 

c
с

V
dVΦ∫  = Φc Vc.
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Магнитное взаимодействие магнитных частиц в конденсированной фазе носит диполь-ди-
польный характер, определяется магнитным моментом частицы m и характеризуется безразмер-

ным параметром 
2

0
3 ,

4
m

d kT
µ

λ =
π

 представляющим отношение энергии диполь-дипольного взаимо-

действия к тепловой энергии. Для частиц магнетита с приведенными выше характеристиками  
и при комнатной температуре параметр λ имеет значение примерно 1,3.

С. Средняя концентрация частиц Φ0 во всем рассматриваемом объеме V магнитной жидкости 
является постоянной и заранее заданной величиной 
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(6)

D. Намагниченность магнитной жидкости M при любом фазовом состоянии магнитных ча-
стиц зависит от их концентрации Φ, намагниченности отдельной магнитной частицы Mm и от на-
пряженности магнитного поля по закону Ланжевена: M = MmΦ(x)L(ξ). Намагниченность магнит-
ных частиц Mm предполагается однородной по их объему и равной отношению их магнитного 
момента m к их объему Vp: Mm= m/Vp.

E. Концентрации частиц в каждом из фазовых состояний определяются термодинамически-
ми условиями сосуществования фаз. В дальнейшем принимается подход, развитый в [9–12], ко-
торый привел к удобным для использования аналитическим соотношениям сосуществования 
фаз в магнитной жидкости с учетом дипольного взаимодействия между магнитными частицами. 

В этих работах получены следующие выражения для химических потенциалов ζ и пар- 
циальных давлений p для каждого из фазовых состояний частиц в магнитной жидкости:
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Первые слагаемые в правой части этих уравнений описывают классическую суспензию,  
а последние, содержащие магнитные параметры ξ и λ, связаны с магнитными свойствами частиц. 
В этих выражениях Vp – объем наночастицы, Φm = 0,74 – максимальный упаковочный коэффици-
ент для кубической гранецентрированной упаковки, A ≈ 2,2 и C ≈ 1,255 являются константами, 
определяющими фазовый переход порядок-беспорядок в отсутствии магнитного поля [16].

Равновесие между двумя фазами определяется равенством их химических потенциалов ζ  
и осмотических давлений p на границе раздела фаз [16]:

 ζg(Φg, ξ, λ) = ζc(Φc, ξ, λ),   pg(Φg, ξ, λ) = pc(Φc, ξ, λ). (11)

С учетом (7)–(10) эти условия принимают следующий вид:
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При отсутствии магнитного поля или в случае немагнитных частиц λ = 0 эти уравнения имеют 
решением Фg = 0,495 и Фc = 0,545 [16].

Уравнения (8), (9) решаются численно относительно концентраций Фg и Фc при различных 
значениях напряженности магнитного поля ξ и параметра λ. В результате могут быть найдены  
и построены диаграммы фазового равновесия Фg(ξ, λ) и Фc(ξ, λ), определяющие границу раздела 
между двумя фазовыми состояниями магнитной жидкости – газообразным и конденсированным. 

Одномерная задача. Рассмотрим процесс перераспределения концентрации частиц в маг-
нитной жидкости с учетом фазового перехода в ней на примере объема, расположенного в пло-
ском зазоре с локальной неоднородностью магнитного поля, как изображено на рис. 1. Данная  
задача может моделировать поведение магнитной жидкости в зазоре магнитожидкостного уплот-
нения [5].

Пусть объем однородной магнитной жидкости ( ,l x l- ≤ ≤  0 y h≤ ≤ ) заполняет зазор между 
двумя плоскопараллельными твердыми границами y = 0 и y = h (см. рис. 1). Боковые грани-
цы объема полагаются плоскими. Магнитная жидкость удерживается в зазоре неоднородным 
магнитным полем H(x), создаваемым заостренным полюсом постоянного магнита (MP). Соот-
ветственно распределение концентрации частиц в жидкости тоже будет функцией только координа-
ты x. Часть этого объема a x a- < < , находящаяся вблизи полюса в области с максимальной на-
пряженностью магнитного поля, может представлять собой конденсированную фазу магнитных  
частиц, а область a x l≤ ≤  – газообразную. Положение границы раздела между этими фазами  
x = a должно определяться в процессе решения задачи.

В качестве характерных масштабов в данной задаче удобно использовать для координаты  
x полудлину объема жидкости: x* = l, для модуля напряженности магнитного поля – его макси-
мальное значение в точке x = 0: H* = H(0), а безразмерную координату границы раздела фаз опре-
делить как s = a/l.

Далее все рассмотрение проведем для безразмерных величин.
Все границы объема магнитной жидкости будут предполагаться непроницаемыми для  

частиц и соответственно плотность потока массы на этих границах будет равна нулю: ix = 0 при 
x = ±1, а также во всем объеме жидкости. В соответствии с уравнением (5) это означает

 
( ) .g

g
d dHU L UH

dx dx
Φ

= Φ
 

(14) 

Общее решение этого уравнения имеет следующий вид:

 

[ ( )]
( )g

sh UH xD
H x

Φ =
 

(15)

и дает распределение концентрации частиц в газовой фазе 
магнитной жидкости.

В силу симметрии задачи рассмотрим только правую 
часть 0 1x≤ ≤  этого объема. 

Постоянная D находится из условия (6), определяюще-
го постоянство средней концентрации частиц Φ0 в жидко-
сти, которое в данном случае становится следующим:

                          

1

0c g
s

s dxΦ + Φ = Φ∫
 
при s > 0, (16)

1

0
0

g dxΦ = Φ∫
 
при s ≤ 0.

Рис. 1. Геометрия задачи: c – область кон-
денсированной фазы, g – область газообраз-
ной фазы, MP – полюс магнитной системы
Fig. 1. Geometry of the problem: c – region  
of condensed phase, g – region of gas phase, 

MP – pole of a magnet system



 Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysical-technical series, 2017, no. 2, рр. 78–87     83

Для магнитного поля можно принять модельную аппроксимацию H = H(x), обеспечивающую 
его достаточно быстрое убывание по мере удаления от полюса. Как показали проведенные нами 
измерения напряженности магнитного поля в зазоре реального магнитожидкостного уплотне-
ния, хорошей аппроксимацией его является выражение H = 1/(1 + 3x2), которое в дальнейшем 
будет использовано при расчетах. Соответствие между этой аппроксимацией и эксперименталь-
ными данными представлено на рис. 2.

В итоге нахождение распределения концентрации частиц с учетом фазового перехода и опре-
деление координаты границы раздела фаз сводится к решению следующих уравнений:

1) при 0 < x < s: Φ = Φс;
2) при 1s x≤ ≤ : 

 

[ ( )] ;
( )g

sh UH xD
H x

Φ =
 

(17)

3) при x = s: 

 

2
2 2

3
8 9 3 1ln ln 8 ( ) ,

3(1 )
g g c

g g c
m m c m cg

A A C L
- Φ + Φ Φ  Φ + Φ = + + - ξ λ + λ Φ Φ Φ - Φ Φ - Φ- Φ    

(18)

 

2 3
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3
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3(1 )
g g g

g c c
m cg

A L
+ Φ + Φ - Φ  Φ = Φ - ξ λ + λ Φ Φ - Φ- Φ    

(19) 

4)
 

1

0
( ) .c

s

sh UHs D
H

Φ + = Φ∫
 

(20)

Прежде всего, рассмотрим простейшую ситуацию, когда фазовый переход обусловлен толь-
ко таким механизмом, который имеет место в коллоидах обычных немагнитных частиц [16],  
то есть пренебрегаем магнитным взаимодействием частиц и положим λ = 0. Тогда уравнения 
(18) и (19) дают Φс(s) = 0,545 и  Φg(s) = 0,495. Распределение концентрации частиц в газовой фазе 

определяется решением (13): ( ) ,g
sh UHD

H
Φ =  которое на границе раздела x = s дает для Φg значе-

ние 0,495 и определяет величину неизвестной постоянной D: 

 

( )0,495 .
[ ( )]
H sD

sh UH s
=

 
(21)

Рис. 2. Распределение напряженности магнитного поля в зазоре реального магнитожидкостного уплотнения. Сплошная 
линия – аппроксимация выражением 21 / (1 3 ),H x= +  точки – экспериментальные данные H* = 1,6·106 А/м, l = 1 мм 

Fig. 2. Distribution of magnetic field intensity in a gap of real magnetic fluid seal. The solid line – approximation by expression 
21 / (1 3 ),H x= +  dots – experimental data. H* = 1.6·106 А/m, l = 1 mm
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Координата границы раздела фаз s определяется из условия постоянства средней концентра-
ции частиц (20), которое с учетом (21) становится следующим:

 

1

0
( ) ( )0,545 0,495

[ ( )] s

H s sh UHs dx
sh UH s H

+ = Φ∫
 

(22)

и должно быть решено относительно s при заданной конфигурации магнитного поля и значениях 
остальных параметров U и Φ0.

В уравнении (22) сразу обращает на себя внимание тот факт, что при переходе подавляющего 
числа частиц в магнитной жидкости в концентрированную фазу, например при больших значе-
ниях напряженности магнитного поля (т. е. при больших значениях параметра U), первое слагае- 
мое в левой части этого уравнения будет много больше второго и координата точки фазового 
перехода s будет определяться линейной зависимостью

 0 / 0,545.s = Φ  (23)

Результаты. Результаты расчетов, выполненных по уравнениям (17)–(22), представлены  
на рис. 3–5.

На рис. 3 изображено типичное распределение концентрации Φ частиц в магнитной жид-
кости в зависимости от магнитного параметра U при начальной средней концентрации частиц  
Φ0 = 0,1. С ростом U концентрация частиц в области максимальной напряженности поля увели-
чивается до тех пор, пока не достигнет значения Φ = 0,495 при U, равном примерно 10. Все боль-
шее количество частиц концентрируется в этой области, а вдали от нее концентрация частиц 
снижается. При дальнейшем увеличении напряженности магнитного поля (и, соответственно, 
параметра U) в точке его максимального значения в магнитной жидкости возникает фазовый 
переход и начинает формироваться область конденсированной фазы с высокой концентрацией 
частиц Φ = 0,545, которая остается постоянной. В точке фазового перехода концентрация частиц 
в жидкости резко изменяется от значения 0,495 до 0,545 и кривые распределения концентрация 
претерпевают излом. Точка излома этих кривых, определяющая координату границы фазового 
перехода s, с ростом U смещается вправо, а область с конденсированной фазой частиц увеличи-
вается, что демонстрируется поведением кривых 5–7 на графиках рис. 3.

Следует отметить, что учет дипольного взаимодействия частиц ( 0λ ≠ ) в уравнениях (14), 
(15) делает разницу концентраций частиц в газообразном и конденсированном фазовых состоя-
ниях гораздо более значительной, чем 0,495 и 0,545 [12].

При больших значениях параметра U в области с максимальной напряженностью магнитно-
го поля собирается практически все количество магнитных частиц, так что оставшаяся область 
становится практически без них, то есть ненамагниченной. В магнитожидкостных уплотнениях 
этот ненамагниченный объем жидкости перестает удерживаться и может вытекать наружу в виде 

Рис. 3. Типичное распределение концентрации Φ частиц в магнитной жидкости в зависимости  
от магнитного параметра U

Fig. 3. Typical distribution of particle concentration Φ in magnetic fluid depending on magnetic parameter U
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практически чистой жидкости-основы. На ран-
них стадиях исследования магнитожидкост-
ных уплотнений это явление связывалось  
с ненадлежащим качеством магнитной жид-
кости. Как следует из приведенных результа- 
тов, это явление может иметь место и в иде-
альном коллоиде магнитных частиц, посколь-
ку процессы диффузии и магнитофореза яв-
ляются неотъемлемыми их атрибутами. 

На рис. 4 отражена зависимость коорди-
наты точки фазового перехода s в магнитной 
жидкости от средней концентрации частиц Φ0.

Области слева от изображенных на рис. 4 
кривых соответствуют состояниям, исклю-
чающим фазовый переход в магнитной жид-
кости. Точки пересечения кривых с осью Φ0 
определяют то предельное (минимальное) зна- 
чение средней концентрации частиц Φ* =  
Φ0(s = 0), при котором в жидкости может 
иметь место фазовый переход при заданной 
величине магнитного параметра U. 

Зависимость этого предельного значения 
средней концентрации частиц Φ* от магнит-
ного параметра U представлена на рис. 5.

Из рис. 4 также видно, что с ростом сред-
ней концентрации частиц при той же величи-
не магнитного поля (параметра U) значения s  
растут, то есть область конденсированной 
фазы увеличивается в размерах. Это же имеет  
место и при увеличении напряженности маг-
нитного поля (магнитного параметра U) для 
жидкости с постоянным значением средней 
концентрации Φ0. При больших значения U 
кривые на рис. 4 все больше приближают-
ся к прямой, описываемой формулой (23), 

0 / 0,545,s = Φ  а все кривые имеют практиче-
ски один и тот же угол наклона при больших s.

Заключение. Таким образом, принятое физико-математическое представление процессов 
диффузии и магнитофореза в магнитной жидкости, включающее в рассмотрение концентраци-
онные фазовые переходы, показало свою адекватность при решении конкретной задачи массо-
переноса в локально неоднородном магнитном поле и позволило установить конкретные распре-
деления концентрации частиц от описывающих задачу параметров, а также зависимости от них 
геометрических размеров областей с различными фазовыми состояниями частиц.
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