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РЕШЕНИЕ 3D-ЗАДАЧИ КОМПЬЮТЕРНОЙ ТОМОГРАФИИ ПО ИЗВЕСТНЫМ 
ТОМОГРАММАМ НА СИСТЕМЕ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ

Аннотация. Построена и исследована математическая модель двухмерной компьютерной томографии с исполь-
зованием интерфлетации функций трех переменных по известным томограммам исследуемого тела. Дается понятие 
томограммы в математическом смысле как след от функции трех переменных на заданной плоскости, построен ал-
горитм перевода изображения томограмм в функциональную зависимость, аргументами которой являются номер 
рисунка и координаты точек. Это дает возможность работать с томограммами как с функциями, то есть позволяет по 
номеру рисунка получать его изображения и выделять компонент цвета в указанной точке рисунка. 

Строится и исследуется оператор интерфлетации функции трех переменных по известным следам функции на 
системе произвольных плоскостей. Приводится теорема об общем виде погрешности приближения функции трех 
переменных, построенных оператором интерфлетации в интегральном виде. Также приведена оценка неустранимой 
погрешности экспериментальных данных. Продемонстрирован пример восстановления функции трех переменных  
с помощью оператора интерфлетации по ее известным следам на системе произвольно расположенных плоско-
стей. Проведен численный эксперимент для заранее заданного тела, для этого был разработан комплекс программ  
в системе компьютерной математики MathCad. Численный эксперимент дает результаты визуализации точного ре-
шения и решения, полученного экспериментально, для случая, когда известна точная функция.

Предложенный метод восстановления существенно отличается от существующих тем, что в нем может прово-
диться обработка томограмм, которые не лежат в параллельных плоскостях (например, в простейшем случае томо-
граммы могут располагаться в системе трех групп плоскостей, параллельных координатным плоскостям).

Ключевые слова: компьютерная томография, интерфлетация, восстановление, томограмма, математическая 
модель, погрешность восстановления, численный эксперимент
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THE SOLUTION TO THE 3D PROBLEM OF COMPUTER TOMOGRAPHY  
WITH KNOWN TOMOGRAMS ON THE SYSTEM OF ARBITRARY PLANES

Abstract. The article is based on restoration method for the internal structure of a three-dimensional body using poly-
nomial interflatation based on  known tomograms (traces) lying on a system of arbitrary planes, which is a generalization of 
the method of body restoration with its known tomograms on a system of three groups of parallel planes. A definition of to-
mograms in the mathematical sense has been provided and the algorithm of transition of tomogram images into the functional 
dependence has been outlined.

Theorems on interflatation properties and errors of the built operator have been formulated and proved. A test case for 
the construction of the interflatation operator for the quadratic function has been demonstrated, and the computational exper-
iment involved the development of a number of programs in MathCad. The experiment has provided visualization results for 
an exact solution and a solution obtained experimentally for the case when the exact function is known. It has been shown that 
the constructed structure approximates this function exactly, which is not the case of classic interpolation operators.

The suggested method makes it possible to solve the problem of three-dimensional computer tomography for a funda-
mentally new data collection scheme. For example, it permits the use of the fan scheme for data collection in each of the 
planes in which the tomograms lie.
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Введение. В последней четверти ХХ в. в практике медицинских исследований, а также при 
неразрушающем контроле трехмерных объектов и проведении научных исследований в различ-
ных областях науки и техники нашли широкое применение компьютерные томографы [1–3], ко-
торые позволяют восстанавливать внутреннюю структуру тела, не разрезая его. При этом воз-
ник новый класс задач – задачи восстановления внутренней структуры трехмерного тела по его 
известным томограммам на нескольких плоскостях.

В работах [4, 5] построены и исследованы операторы полиномиальной и сплайн-интерфле-
тации [6] функции трех переменных по известным следам на системе трех групп плоскостей  
(в каждой группе плоскости параллельны), и на основе этих операторов решена задача трех-
мерной компьютерной томографии в случае, когда известны томограммы в системе трех групп 
перерезанных плоскостей (параллельная схема сканирования). Доказана высокая точность раз-
работанных методов. Известны также методы решения 3D-задачи компьютерной томографии 
с помощью конусообразной и спиральной схем сканирования, в которых заданные плоскости не 
являются параллельными [7–9].

Целью данной работы явилось решение задачи восстановления внутренней структуры трех-
мерного тела по известным томограммам, лежащим на системе произвольно расположенных 
плоскостей. Разработанный в статье метод является обобщением методов, изложенных авторами 
в [4, 5], и является более точным, чем известные методы авторов [7–9].

Построение оператора интерфлетации на системе произвольно расположенных плоско-
стей. Пусть скалярно-значная функция 3

1 2 3( ), ( , , ),f x x x x x x R= ∈  описывает некоторую физи-
ческую характеристику внутренней структуры (например, плотность, коэффициент поглощения 
и пр.). Источником информации о функции f(x), то есть о внутренней структуре трехмерного 
тела, будем считать набор любых N перерезанных плоскостей, а также набор томограмм ( ),T xk  
лежащих на этих плоскостях, которые задаются следующими уравнениями: 
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Предположим, что в одной точке пересекается не более трех плоскостей.
Введем следующие обозначения:
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 – вектор, направленный вдоль линии пересечения плоскостей 
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2) 1 2 3{( , , ) ( , , ) , },i k l ikl ikl ikl iklM i k l V x x x i k l= Π ∩Π ∩Π = = ≠ Ο ≠ ≠/  где Vikl – точка пересече-

ния трех плоскостей, M – множество точек пересечения;
3) ik i kΓ = Π ∩Π ≠ Ο/  – ребра, по которым пересекаются две плоскости, на которых лежат со-

ответствующие томограммы;
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Δ =  – определитель, составленный из коэффициентов уравнения задан-

ных плоскостей;
5) ( )k xΤ  – томограмма, которая лежит на плоскости .kΠ
Определение 1 [4]. Томограммой ( )kT x  (следом функции f(x) на плоскости ωk(x) = 0 при усло-

вии, что коэффициенты , 1,3kia i =  не равны нулю) будем называть одну из трех функций:
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где , 1,3k kpx x k= =  – выражения, получаемые решением уравнения ωk(x) = 0 относительно пере-
менной xp.
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Пусть томограммы Ti( )x , Tk( )x  Tl( )x  пересекаются в точке Vikl. Обозначим: ( )k
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Те о р е м а  1 .  Для существования функции ( ) ( )r
iklL x C∈ Ω  с заданными томограммами 

1, 2, 3,( ),  1, ,  ( ),  1, ,  ( ),  1, ,i k lT x i n T x k m T x l s= = =  для которой выполняются условия:

 1, 1 2, 3,1 2 2 3 3 ,( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )ikl i ikl k ikl lii k k l lL x T x L x T x L x T x∏∏ ∏ ∏ ∏ ∏= = =   (1)

необходимо и достаточно, чтобы следы , ( ),q dT x 1,2,3,  , , ,q d i k l= =  1, ,  1, ,  1,i n k m l s= = =  удов-
летворяли условию 2

, ( ) ( ),  0r
q dT x C R r∈ ≥  и условиям С. М. Никольского, которые на ребре klΓ  

сводятся к проверке равенств: 

 2, 3,3 ( ) 0 2 ( ) 0( ( )) ( ( )) ,k l
k lx xli ill kT u x T u xω = ω ==  

то есть значения томограмм на линии пересечения должны совпадать для всех пересекающих-
ся томограмм. Аналогичный вид имеют эти условия на ребрах ,ikΓ  .liΓ

В точке iklV  условия Никольского сводятся к проверке равенств:

 3, 1 ( ) 0, 2 ( ) 0 2, 1,3 ( ) 0, 1 ( ) 0 2 ( ) 0, 3 ( ) 0( ( )) ( ( )) ( ( )) ,l k i
l il x x k li i klx x x xi k l i k lT u x T u x T u xω = ω = ω = ω = ω = ω == =

то есть, значения томограмм в точке пересечения должны совпадать для всех пересекающихся 
томограмм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оператор ( )iklL x  построим в виде:
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Аналогично определяются операторы ,  ,  ,  .i k i k k l
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В работе С. М. Никольского [10] доказано, что для того, чтобы существовала функция 
1 2 3( , , ) ( )rf x x x C∈ Ω , имеющая следы
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необходимо и достаточно, чтобы граничные функции , ( )s p xφ  удовлетворяли в точке (0,  0,  0)  
условиям вида
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Этот факт позволяет строить операторы ( )iklL x  в виде (2).
Теорема 1 доказана.
(Распространение результатов на случай большего количества плоскостей, чем три, приво-

дится в теореме 4 благодаря использованию разложения единицы.)
Те о р е м а  2 .  Пусть внутренняя структура трехмерного тела описывается функцией 

( ) ( ) ( 3),rf x C r∈ Ω ≥  которая имеет томограммы Tk( ), 1, ,k x k NΤ =  заданные на плоскостях kΠ  
соответственно, и удовлетворяет условиям ( ) ( ) .ss

f x T xΠ =  Тогда для погрешности 
( ) ( ) ( )ikl iklR f x I L f x= −  приближенного восстановления внутренней структуры ( )f x  операто-
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ром ( ),iklL x  построенным с помощью данного набора плоскостей и томограмм, выполняется 
равенство
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.  (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Примем во внимание тождества:
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Подставим это интегральное выражение, а также аналогичные выражения для ( ) ( ),k
liI L f x−

( ) ( )l
ikI L f x−  в формулу (3):
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Теорема 2 доказана.
Те о р е м а  3 .  Пусть множество произвольных томограмм, которые находятся на плоско-

стях, задаваемых уравнениями : ( ) 0, 1, ,k k x k NΠ ω = =  удовлетворяет условию: в одной точке 
1 2 3ikl i k lV = Π ∩Π ∩Π  пересекаются не более трех томограмм.

Тогда система функций
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единицы, то есть 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учтем, что 1 2 3i k l i k lV ′ ′ ′ ′ ′ ′= Π ∩Π ∩Π , то есть 1 ( ) 0i i k lV′ ′ ′ ′ω = , 
2 ( ) 0k i k lV′ ′ ′ ′ω = , 3 ( ) 0l i k lV′ ′ ′ ′ω = .
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∏ ∏ ∏ в других случаях

1, , , 1, , , 1, .i m k k n l l s′ ′ ′= = =
Теорема 3 доказана.
Л е м м а  1 .  Пусть томограммы 1, 2, 3,( ),  1, ,  ( ),  1, ,  ( ),  1,i k lT x i n T x k m T x l s= = =  удовлетворя-

ют условиям теоремы 2, тогда система функций ( )iklh x  является разложением единицы:
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство для hikl(x) можно записать в виде
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Теперь просуммируем это выражение:

 

1 32
1 1 11 1 1 1 1 1 1 2 3

1

1 1

1 ( ) 3 ( )2 ( )
( )

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

1 ( )
1 ( )

n m sm n s m n s
ikl

i k l i k l ikl ikl ikli k li k l k i l l k i i k l k i l l i k

n

i iklii k l

x xx
h x

V V V

x
V

Π ΠΠµ βν
µ= ν= β== = = = = = Π Π Πµ ν βµ≠ ν≠ β≠≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠

Π µ

µ= Π µµ≠≠ ≠

 ω ωω = Π Π Π =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
ω ω ω 

 

 ω
 = Π

ω  

32
1 11 1 12 3

3 ( )2 ( )
1.

2 ( ) 3 ( )

m sn m s

k likl iklk lk i l l k i

xx
V V

ΠΠ βν
ν= β== = =Π Πν βν≠ β≠≠ ≠ ≠ ≠

   ωω  Π Π ≡ ∑ ∑ ∑
ω ω     

Здесь учитывается, что

 

1 32
1 1 11 2 3;

1 ( ) 3 ( )2 ( )
, ,

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

n m s

i k

x xx
V V V

Π ΠΠµ βν
µ= ν= β=Π µνβ Π µνβ Π µνβµ ν βµ≠ ν≠ β≠

ω ωω
Π Π Π

ω ω ω

являются базисными полиномами Лагранжа. Из этого следует, что

 

1 32
1 1 11 1 11 2 3

1 ( ) 3 ( )2 ( )
1, 1, 1.

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

n m sn m s

i k likl ikl ikli k li k l k i l l k i

x xx
V V V

Π ΠΠµ βν
µ= ν= β== = =Π Π Πµ ν βµ≠ ν≠ β≠≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠

    ω ωω   Π ≡ Π ≡ Π ≡ ∑ ∑ ∑
ω ω ω        

Лемма доказана.
Те о р е м а  4 .  Пусть томограммы 2( ) ( ),r

kT x C R∈  3r ≥  удовлетворяют условиям С. М. Ни-
кольского на ребрах и в точке пересечения плоскостей. Тогда функция 

( ), ,
( ) ( ) ( )ikl ikl

i k l M
L x h x L x

∈
= ∑  

является полиномиальным интерфлетантом со свойствами:

  ( ) ( ),rL x C∈ Ω  ( ) ( ), 1, .ss
L x T x s N= =Π

  (4)

При этом ( ) ( ), 3,rf x C r∀ ∈ Ω ≥  что удовлетворяет условиям теоремы 3, выполняется равенство

 ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),L x Lf x f x Lf x R f x= = +  ( ), ,
( ) ( ) ( ) ( ),ikl ikl

i k l M
R x f x h x R f x

∈
= ∑  

где ( )iklR f x  определяется формулой (3), а ( )iklh x  – вспомогательные полиномы, которые уста-
навливаются в теореме 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (2) при построении операторов ( )iklL x  используют-
ся функции 2

1, 2, 3,( ),  ( ),  ( ) ( ),  3.r
i k lT x T x T x C R r∈ ≥

Поэтому 3( ) ( )rL x C R∈ , или, если 3RΩ⊂ , то ( ) ( ).rL x C∈ Ω  Доказательство соотношений (4) 
с использованием условия теоремы 1 и то, что система функций ( )iklh x  является разложением 
единицы, проводится так:

 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

n m s n m s
ikl ikl ikl ikl ii i i i i

i k l i k l
L x h x L x h x L x T xΠ Π Π Π Π

= = = = = =
= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Учитывая, что 
1 1 1

( ) 1,
m n s

ikl
i k l
i k l k i l l k i

h x
= = =
≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠

=∑ ∑ ∑  формула ( ) ( ) ( )ikl iklL f x R f x f x+ =  перепишется следу-

ющим образом:
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[ ]

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

m n s
ikl ikl ikl

i k l
f x h x L f x R f x

= = =
= +∑ ∑ ∑

Отсюда получаем

 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ).

m n s m n s
ikl ikl ikl ikl

i k l i k l
f x h x L f x h x R f x L x R x f x

= = = = = =
= + = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Теорема 4 доказана.
Те о р е м а  5 .  Абсолютная неустраняемая погрешность E построенного интерфлетанта  

в допущении, что f(x, y, z) на плоскостях kΠ , соответствующие томограммы заданы приближен-
но к kδ , то есть ( ) ( ) ,k k kT x T x− ≤ δ  1, ,k n=  а также ( ) ( ) ,kk ki

i i
T x T x

Π Π
− ≤ δ  1, , 1,k n l m= = , 



( ) 0, ( ) 0 ( ) 0, ( ) 0
( ) ( ) ,kk kilx x x xi l i l

T x T x
ω = ω = ω = ω =

− ≤ δ  равняется

 ( ), ,
.i k l i k i l k l i k l

i k l M
E

∈
≤ δ + δ + δ + δ δ + δ δ + δ δ + δ δ δ∑

Тестовый пример восстановления функции трех переменных с помощью оператора ин-
терфлетации по ее известным следам на системе произвольно расположенных плоскостей. 
По изложенной методике был разработан комплекс программ в системе компьютерной матема-
тики MathCad. Результаты тестирования показывают высокую точность.

Продемонстрируем результаты работы программы.
Пусть заданы четыре плоскости : ( ) 0k k xΠ ω = :

 
1

1 ,
3

x y z+ + −
ω =  2

1 ,
3

x y z− + + −
ω =  3

1 ,
3

x y z− + −
ω =  4

4 ,
3

x y z− − + −
ω =

которые пересекаются в четырех точках:

 123 124 134 234(0,  0,  1), (0,  1,5,  2,5), ( 1,5,  0,  2,5), ( 1,5,  1,5,  1).V V V V= = − = − = − −

Наблюдаем, что в одной точке не пересекается больше трех плоскостей.
О функции 2

1 2 3( ) 10 5F x x x x= + +  известны ее следы на заданных плоскостях, то есть томо-
граммы:

 
2

1 1 1 2( ) 01
( ) ( ) 5 5 5,xx F x x x xω =Τ = = − + +  2

2 1 1 2( ) 02
( ) ( ) 5 15 5,xx F x x x xω =Τ = = − + +

 
2

3 1 1 2( ) 03
( ) ( ) 5 5 5,xx F x x x xω =Τ = = + + +  2

4 1 1 2( ) 04
( ) ( ) 5 15 5.xx F x x x xω =Τ = = + + +

По теореме 4 был построен оператор интерфлетации, использующий только заданные томо-
граммы и уравнения плоскостей, на которых лежат томограммы. После упрощения построен-
ный оператор приобретает следующий вид: 

 
2
1 2 3( ) 10 5 .L x x x x= + +

Численный эксперимент. По теореме 4 был проведен численный эксперимент для заранее 
заданного тела, для чего разработан комплекс программ в системе компьютерной математики 
MathCad. Результаты эксперимента показывают высокую точность восстановления.

Продемонстрируем результаты работы программы (circle), которая изображает численную 
реализацию метода восстановления. Программа построена на основе оператора сплайн-интерф-
летации.

Предлагаются результаты визуализации точного решения и решения, полученного экспе-
риментально, для случая, когда известна точная функция. В случае, который рассматривается 
в примере, функция f1(x, y, z) является томограммой.

Пусть есть функция, например, такого вида:
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1

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( , , ) :

0  ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,2

2  ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,2 ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,2

3  ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,5
0 

f x y z

if x y z

if x y z x y z

if x y z
otherwise

=

− + − + − ≤

− + − + − > ∧ − + − + − ≤
=

− + − + − >

 

 (5)

Функция (5) задана в области восстановления от 0 до 1 с шагом 0,1. На рис. 1 представлены 
графики функции f1(x, y, z), которая лежит на плоскостях.

Строим оператор сплайн-интерфлетации на взаимно перпендикулярных линиях (LLL(x, y, z)), 
H(k, t) – вспомогательный полином Лагранжа (рис. 2).

Рис. 1. Графики функции f1(x, y, z): а – f1(x, y, 0,1), b – f1(x, y, 0,5), c – f1(x, y, 0,7)
Fig. 1. Graphs of the function f1(x, y, z): а – f1(x, y, 0.1), b – f1(x, y, 0.5), c – f1(x, y, 0.7)

 
Рис. 2. Вспомогательный полином Лагранжа и его график в трех плоскостях

Fig. 2. Lagrange preparatory polynomial and its graph in three dimensions
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Результаты работы оператора LLL представлены на рис. 3.
Выполним проверку точности восстановления функции. Для этого сравним матрицы значе-

ний базовой функции и построенного оператора сплайн-интерфлетации (рис. 4).

Рис. 3. Результаты работы оператора LLL: a – LLL(x, y, 0,1), b – LLL(x, y, 0,5), c – LLL(x, y, 0,7)
Fig. 3. The results of the operator LLL work: a – LLL(x, y, 0.1), b – LLL(x, y, 0.5), c – LLL(x, y, 0.7)

Рис. 4. Проверка точности восстановления функции
Fig. 4. Checking the accuracy of the function restoration
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Также проверим максимумы и минимумы базовой функ-
ции и построенного оператора сплайн-интерфлетации: max 
(L2(0,45)) = 3, max(L3(0,45)) = 3, min(L2(0,45)) = 0, min(L3(0,45)) = 0. 
Построенный оператор сплайн-интерфлетации точно прибли-
жает заданную функцию. Также возможно использование то-
мограммы вместо функции. Результаты отражены на рис. 5, 6. 

Вывод. Из тестового примера и численной реализации 
делаем вывод, что построенный оператор интерфлетации по 
известным томограммам (следам) на системе произвольно 
расположенных плоскостей точно восстановил квадратичную 
функцию, чего невозможно достичь с помощью операторов 
интерполяции, которые используются в современных методах 
компьютерной томографии. Но для предотвращения погреш-
ности (шумов) надо более точно фиксировать объект и зада-
вать более редкий интервал между проекциями.

Изложенный метод восстановления внутренней структу-
ры трехмерного тела с помощью операторов интерфлетации 

в случае известных томограмм, лежащих на системе любых плоскостей, является обобщением 
разработанного авторами метода восстановления с известными томограммами на системе трех 
групп перерезанных плоскостей и имеет такую же высокую точность.
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