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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ГИБКИ ЛИСТА МЕТОДОМ ПОЛЕЙ ЛИНИЙ СКОЛЬЖЕНИЯ

Аннотация. Одним из ограничений, налагаемых на процесс гибки листа, является возможность образования 
трещин на поверхности. Для прогнозирования данного вида разрушения металла необходима информация о пласти-
ческих свойствах материала и напряженном состоянии в очаге деформации в процессе гибки. Приведено решение 
задачи гибки листа в условиях плоско-деформированного состояния на жесткой цилиндрической оправке методом 
графического построения поля линий скольжения. В качестве модели материала рассмотрено идеально-пластиче-
ское тело. Определены напряжения в очаге деформации и накопленные деформации. Процесс гибки квалифициро-
ван как однонаправленный и монотонный. Установлено, что среднее напряжение на наружной поверхности листа 
при гибке равно 1 и не зависит от толщины листа и радиуса жесткой цилиндрической оправки. Осуществлена про-
верка точности графического решения. Полученное решение может быть положено в основу экспериментального 
метода испытания пластических свойств металлов.
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SOLUTION OF THE PROBLEM OF SHEET BENDING BY THE SLIP LINE FIELD METHOD

Abstract. One of the limitations imposed on this process of bending is the possibility of cracking on the surface of the 
sheet during bending. To predict this type of metal destruction, information is needed on the plastic properties of the material 
and the stress state in the deformation zone during the bending process. The solution of the problem of sheet bending under 
conditions of a flat-strained state by graphical construction of the slip line field using a rigid cylindrical mandrel has been 
analyzed. The material model is a perfectly plastic body. The stresses in the deformation zone and accumulated strains have 
been determined. The bending process is characterized as unidirectional and monotonous. It has been determined that  
the mean stress on the outer surface of the sheet during bending equals to 1, and it does not depend on the sheet thickness and 
the radius of the rigid cylindrical mandrel. Verification of the accuracy of the graphical solution is made. The resulting 
solution can be used as the basis for an experimental method for testing the plastic properties of metals.
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Введение. Гибка листа является одной из распространенных промышленных технологий ли-
стовой штамповки. Одним из ограничений, налагаемых на этот процесс, выступает возможность 
образования трещин на поверхности листа при гибке. Для прогнозирования данного вида разру-
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шения металла необходима информация о пластических свойствах материала и о напряженном 
состоянии в очаге деформации в процессе гибки.

В качестве одного из возможных методов решения задачи определения напряженного состо-
яния в очаге деформации при гибке листа применяется метод графического построения поля 
линий скольжения.

Решение задачи. Указанная задача относится к одному из разделов теории пластического 
течения идеально-пластических материалов в условиях плоско-деформированного состояния.  
В ней рассматривается процесс деформации листа толщиной H неограниченной ширины при его 
гибке на жестком цилиндрическом инструменте радиусом R (рис. 1, а).

     
                      а                                                                                        с

Рис. 1. Гибка листа в условиях плоско-деформированного состояния на жесткой цилиндрической оправке: cхема (а), 
участок исходного материала (b), изменения деформаций εXʹ вдоль линии KE (c)

Fig. 1. The sheet bending under conditions of a flat-strained state using a rigid cylindrical mandrel: scheme (а), a section  
of the initial material (b), changes in strains εXʹ along the line KE (c)

Метод решения задачи – графическое построение полей линий скольжения [1, 2]. В задаче 
рассматривается стационарная стадия процесса гибки листа 2 (рис. 1, а) вокруг инструмента 1.  
В объеме листа можно выделить зону недеформированного (исходного) материала 2a, зону де-
формации 2b EKAB и жесткую зону 2c после деформации. Зона 2a постоянно огибает инстру-
мент 1, а очаг деформации EKAB постоянно смещается вправо, оставаясь неизменным в своих 
габаритах. Таким образом, рассматриваемый процесс гибки листа стационарен.

Толщина листа при входе в очаг деформации равна H. Из условия несжимаемости идеаль-
но-пластического тела и отсутствия течения материала в направлении оси OY (плоско-деформи-
рованное состояние) можно заключить, что площадь сечения очага деформации SEKAB равна пло-
щади участка исходного материала SE′K′A′B′ (рис. 1, b), или

 SEKAB = Hl0, (1)

где l0 – длина участка исходного материала E′K′A′B′.

b
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Отсюда может быть определена деформация εX′ в точке K:

 εX′ = ln (lKA/l0), (2)

где lKA – длина части окружности KA.

 2 ( ) ,
360KA
R Hl

′π + ϕ
=

°
 (3)

где φ′ – угол, показанный на рис. 1, а, град.
На наружной поверхности очага деформации силы трения отсутствуют, следовательно, каса-

тельные напряжения tXZ = tX′Z′ равны нулю, а линия скольжения выходит на эту поверхность под 
углом 45° [3]. Главные нормальные напряжения направлены под углом 45° к линии скольжения, 
следовательно, в точке K нормальные напряжения sX′ и sZ′ – главные. По условию подобия и коак-
сиальности девиатора напряжений и тензора скоростей деформаций [4] в точке K линейные де-
формации εX′ и εZ′ также являются главными, то есть

 εX′ = ε1,    εZ′ = ε3. (4)

При плоско-деформированном состоянии

 ε2 = 0,    ε1 = –ε3. (5)

Используя формулы (2), (3), (5), определим линейную деформацию εZ′ в точке K:

 3
0

2 ( )ln .
360Z

R H
l

′
′π + ϕ

ε = ε = −
° ⋅

 (6)

Аналогично определим линейные деформации εX′ и εZ′ в точке E при условии ε1 > ε2 > ε3:

 1
0

2ln .
360Z

R
l

′
′π ⋅ ⋅ϕ

ε = ε = −
° ⋅
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Согласно формуле (6), в точке K главные линейные деформации равны ε1 = –ε3 = 0,281.
В соответствии с формулами (7), (8) в точке E главные линейные деформации равны  

ε3 = –ε1 = –0,392.
Графически построенное поле линий скольжения показано на рис. 2. Геометрические пара-

метры очага деформации приведены в табл. 1.
На рис. 1, c показано распределение главных линейных деформаций εX′ по линии KE, постро-

енных с принятым допущением их линейной зависимости. В точке K линейная деформация 
растягивающая (положительная), в точке E она сжимающая (отрицательная). Нулевое значение 
эта деформация принимает на расстоянии 73 + 40,77 = 113,77 мм от центра О (см. рис. 1, а). Длину 
части VW (см. рис. 1, а) окружности радиусом 113,77 мм можно рассчитать следующим образом: 
l′0 = (π · 113,77 · 40,0°)/180° = 79,39 мм.

По сравнению с первоначально рассчитанной l0 по формуле (1) ошибка составляет 5,1 %, что 
вполне допустимо для графического метода построения поля линий скольжения или принятого 
допущения о линейном законе изменения деформаций вдоль линии KE.

Отметим особенность линии VW. В очаге деформации по поверхности, которая образуется 
линией VW и ее продолжением вдоль оси OY, деформации отсутствуют: εX = εY = εZ = 0. То есть 
исходный материал не претерпевает никаких деформаций. В области VKAW главные линейные 
деформации вдоль осей OX и OX′ растягивающие, а вдоль осей OZ и OZ′ – сжимающие. В обла-
сти EVWB наблюдается обратное действие линейных деформаций: вдоль осей OX и OX′ они сжи-
мающие, а вдоль осей OZ и OZ′ – растягивающие.
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Отметим также особенность принятого допущения линейного закона изменения деформа-
ций вдоль линии KE (см. рис. 1, c). На отрезке KV деформации сжимающие, на участке VE они 
растягивающие. Так как VE > KV, суммарная деформация линии KE должна быть растягиваю-
щей, а процесс – сопровождаться увеличением толщины листа. Если в процессе гибки лист со-
храняет или уменьшает свою толщину, то это свидетельствует о нелинейной зависимости де-
формаций вдоль линии KE.

Графическое построение поля линий скольжения начнем с вычерчивания двух прямолиней-
ных треугольников ACD и CBF (см. рис. 2), которые являются полуячейками поля линий сколь-
жения, линии AD и FC – β-линии скольжения поля, линии DC и FB – α-линии скольжения поля. 
Отрезок AC устанавливаем больше отрезка CB, что соответствует закономерностям искомого 
поля линий скольжения. Для поля линий скольжения (см. рис. 2) отношение AC/CB установлено 
40/30. Поскольку β-линии скольжения при нулевом трении выходят на наружную поверхность 
под углом 45°, угол DAC равен 45°–∆φ/2. α-Линии и β-линии скольжения пересекаются под пря-
мым углом, следовательно, углы DCA, FCB и FBC равны 45°–∆φ/2 (по правилам графического 
построения линий скольжения, где ∆φ – шаг поля линий скольжения).

Особенность графического построения поля линий скольжения заключается в замене отрез-
ков линий скольжения ячеек поля прямыми линиями (хордами), при этом угол между линиями 
двух соседних ячеек равен шагу поля линий скольжения ∆φ. В случае, когда стыкуются хорда  
и истинная линия скольжения, угол составляет ∆φ/2, как в случае с углами DAC, DCA, FCB и FBC.

С учетом этой закономерности построено искомое поле линий скольжения с шагом ∆φ = 10° 
(см. рис. 2).

Напряжения в узлах поля линий скольжения рассчитываются по формулам Леви [1]:

 σX = σ – Ksin2α, МПа; 

 σZ = σ + Ksin2α, МПа; (9)

 τXZ = Kcos2α, МПа,

Рис. 2. Графически построенное поле линий скольжения 
Fig. 2. The graphically constructed slip line field

Т а б л и ц а 1. Геометрические параметры очага деформации
T a b l e 1. The deformation zone geometry

H, мм R, мм φ′, ° lKA, мм lEB, мм SEKAB, мм2 l0, мм

70 73 40 99,78 50,94 5275,2 75,36
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где σ – среднее нормальное напряжение, МПа; K – пластическая постоянная материала, МПа;  
α – угол поворота оси OX против часовой стрелки до совмещения с α- линией скольжения, град.

Правильность выбора направления α-линий и β-линий скольжения проверятся условием, что 
главное нормальное напряжение σ1 лежит в I и III квадрантах, образованных α-линиями и β-ли-
ниями скольжения. Следовательно, в точке А главное нормальное напряжение s1 должно быть 
направлено в сторону оси OX. Главные нормальные напряжения направлены под углом 45° к ли-
нии скольжения, то есть σX в точке А является главным нормальным напряжением, так же как  
и σY. В теории пластического течения принято, что σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, сжимающие напряжения являю-
тся отрицательными, а растягивающие – положительными [5]. В точке А α-линия скольжения  
с осью OX составляет угол –45°, нормальные напряжения равны:

 σX = σ – Ksin(–90°) = σ + K, МПа; 
 σZ = σ + Ksin(–90°) = σ – K, МПа. (10)

Следовательно, σX > σZ и σ1 = σX, σ3 = σZ. Таким образом, выбор направления линий скольже-
ния сделан правильно.

В точке А (см. рис. 2) напряжение sZ направлено перпендикулярно свободной поверхности, 
следовательно, оно равно 0. Отсюда может быть определено среднее нормальное напряжение  
в точке А: σ = K и σX = 2K.

Отметим важную закономерность нашего решения: в точке А при любом соотношении H/R  
и любой толщине листа H среднее напряжение σ/K всегда будет равно 1.

Среднее напряжение в узлах поля линий скольжения определяется формулой Генки [5]:

 σ + 2Kφ = const      вдоль α-линии скольжения;
 σ – 2Kφ = const       вдоль β-линии скольжения, (11)

где φ – угол поворота α-линий скольжения и β-линий скольжения, рад.
Распределение среднего напряжения s/K в очаге деформации, подсчитанного по формулам (11), 

показано на рис. 3, а.
При плоско-деформированном состоянии τXY = τYZ = 0. Значения остальных компонент напря-

женного состояния в очаге деформации показаны в табл. 2.
Отметим некоторые закономерности нашего решения. Вдоль наружной поверхности KGA 

(рис. 3, а) среднее напряжение σ/K растягивающее и равно 1 вне зависимости от толщины листа H 
и радиуса жесткого инструмента R. От наружной поверхности к инструменту среднее напряже-
ние σ/K уменьшается и становится сжимающим на контакте с инструментом, где возникают си-
лы трения, которые направлены в сторону выхода из очага деформации (рис. 3, b).

Проверка точности графического решения. На наружной поверхности KGA нормальное 
напряжение, перпендикулярное поверхности, должно быть равно нулю. В точках A, G, K это ус-
ловие выполняется точно. Силы трения по наружной поверхности должны быть равны нулю,  
а α-линия скольжения – выходить на поверхность под углом 45°. В точках A и K это условие вы-
полняется точно, в точке G ошибка составляет 3,8 %.

Моменты сил, действующих на очаг деформации при отсечении жестких областей образца 
слева Mлев. и справа Mправ. от очага деформации, должны быть равны. С учетом действия напря-
жений σX, σX′, τXZ и τX′Z′ (в том числе на контактной поверхности), помноженных на размер части 
очага деформации и на радиус от точки О до места приложения равнодействующей, определена 
ошибка уравнения

 Mлев. = Mправ.. (12)

Согласно данным табл. 3 и 4 ошибка равна (10779,9 – 10561,2)/10779,9 = 2 %.
В итоге ошибки решения составили в пяти случаях 0 % и в двух 2,0 % и 3,8 %, что является 

хорошим результатом графического поля линий скольжения.
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Т а б л и ц а 2. Компоненты напряженного состояния в узлах поля линий скольжения  
и угол наклона α-линии скольжения к оси OX

T a b l e 2. The components of the stress state at the nodes of the slip line field and the slope angle  
of the α-slip line towards the OX axis

Узлы поля линий 
скольжения φ, ° φ′, ° σ/K σX′/K σZ′/K τX′Z′/K

a3 –85 40,0 1,00 2,00 0 0
b3 –75 28,8 0,65 1,64 0,35 –0,04
b2 –65 18,3 1,00 2,00 0 –0,06
c5 –85 40,0 –0,40 0,60 –1,40 0
c4 –75 28,8 –0,05 0,95 –1,05 –0,04
c3 –65 18,3 0,30 1,30 –0,70 –0,06
c2 –55 9,5 0,65 1,65 –0,35 –0,02
c1 –45 0 1,00 2,00 0 0
d4 –65 18,3 –0,40 0,60 –1,40 –0,06
d3 –55 9,5 –0,05 0,95 –1,05 –0,02
d2 –45 0 – – – –
e3 –45 0 –0,40 0,60 –1,40 0

                       а                                                      b

Рис. 3. Распределение среднего напряжения s/K в очаге деформации (а) и силы трения на участке EB (b)
Fig. 3. The distribution of the mean stress s/K in the deformation zone (а) and the friction force at the section EB (b)

Т а б л и ц а 3. Расчет момента сил Mправ.

T a b l e 3. Calculation of the moment of force Mright

Узлы поля линий 
скольжения σX/K τXZ/K Ri, мм Rср, мм Mправ., мм2 H, мм M′прав., мм2

с1 2,00 0 142
131 5259,7 21 –27,5

с2 1,65 –0,02 120
110 3245,0 19 –83,6

с3 1,30 –0,06 100
93 1464,8 17 –63,2

d3 0,95 –0,02 86
79,5 801,0 11 –35,0

d4 0,60 –0,06 73

Mправ. = 5259,7 + 3245,0 + 1464,8 + 801,0 –27,5 – 83,6 – 63,2 – 35,0 = 10561,2 мм2
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Заключение. Впервые получено решение задачи гибки листа методом графического построе
ния поля линий скольжения. Установлено, что вне зависимости от толщины листа и радиуса 
жесткого инструмента на всей наружной поверхности листа при гибке действует среднее напря-
жение, равное σ/K = 1. Среднее напряжение σ/K уменьшается от наружной поверхности в направ-
лении жесткого инструмента и на контакте с инструментом становится сжимающим. Точность 
решения составляет от 0 до 3,8 %, что вполне допустимо при графическом построении полей 
линий скольжения.

Полученное решение может быть положено в основу экспериментального метода испытания 
пластических свойств металлов путем гибки листа [6]. Процесс гибки – стационарный процесс. 
Поскольку линии скольжения в очаге деформации составляют постоянный угол наклона к мате-
риальным частицам металла, то процесс испытания может быть квалифицирован как однона-
правленный монотонный. Разрушение при гибке будет начинаться на наружной поверхности, 
так как здесь действуют максимальные и постоянные растягивающие напряжения: s/K = 1. 
Третий инвариант девиатора напряжений [7] также постоянен и равен нулю 3 3( ) / 0J D Kσ =  
вследствие плоскодеформированного состояния. Накопленные деформации определяются фор-
мулой (7).
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Узлы поля линий 
скольжения

(рис. 2)
sX/K tXZ/K Ri, мм Rср, мм Mлев., мм2 H, мм M′лев., мм2

а3 2,00 0 138
126 5503,7 24 60,5

b3 1,64 –0,04 114
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74,5 866,1 14 20,9
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