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АНАЛИЗ ХАОТИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СХЕМЫ ЧЖУА  
С ГЛАДКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ НА ОСНОВЕ МЕТОДА МАТРИЧНОЙ 

ДЕКОМПОЗИЦИИ
Аннотация. Проведен анализ схемы Чжуа с гладкой нелинейностью с применением метода матричной декомпо-

зиции А. М. Крота. Получено разложение в матричный ряд системы уравнений Чжуа, в результате чего найдены ли-
нейное, квадратичное и кубическое матричные ядра. На основе данного разложения разработана имитационная мо-
дель электронной схемы, реализующей схему Чжуа с гладкой нелинейностью, и построены аттракторы для хаотиче-
ского режима работы данной схемы. Предложенная схемотехническая реализация позволяет учитывать раздельное 
влияние нелинейностей высших порядков на процесс формирования хаотического режима функционирования схе-
мы Чжуа. Это дает возможность провести серию экспериментов по исследованию модели, не реализуемых на обыч-
ной схеме Чжуа. В ходе экспериментов была обнаружена значительная корреляция между выходными сигналами 
кубического и квадратичного членов матричного ряда при хаотическом режиме работы схемы. Применение матрич-
ной декомпозиции в сочетании с вычислительным экспериментом позволило выявить, что модель Л. Д. Ландау на-
чальной турбулентности (после срыва стационарного режима) достаточно хорошо описывает процесс возникнове-
ния хаотических режимов в схеме Чжуа. В частности показано, что режим жесткого самовозбуждения электриче-
ских колебаний в схеме Чжуа приводит к появлению хаотического аттрактора типа «двойной завиток» в про - 
странстве состояний. Полученные результаты могут найти применение в задачах генерирования хаотических сигна-
лов, в частности для решения проблем криптографии или управления мобильными роботами, а также для предот-
вращения возникновения хаотических режимов в работе электронных и механических устройств.
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THE ANALYSIS OF CHAOTIC REGIMES IN CHUA’S CIRCUIT WITH SMOOTH NONLINEARITY  
BASED ON THE MATRIX DECOMPOSITION METHOD

Abstract. The scope of this work are electric circuits or electronic devices with chaotic regimes, in particular the Chua’s 
circuit. A nonlinear analysis of chaotic attractors based on the Krot’s method of matrix decomposition of vector functions in 
state-space of complex systems has been used to investigate the Chua’s circuit with smooth nonlinearity. It includes an ana-
lysis of linear term of the matrix series as well as an estimation of influence of high order terms of this series on stability of 
complex system under investigation. Here the method of matrix decomposition has been applied to analysis of the Chua’s 
attractor. The terms of matrix series have been used to create a simulation model and to reconstruct an attractor of chaotic 
modes. The proposed simulation model makes it possible to separate an influence of nonlinearities on forming a chaotic 
regime of the Chua’s circuit. Usage of both the matrix decomposition method and computational experiment has allowed us  
to find out that the initial turbulence model proposed by L. D. Landau is suitable for set-up description of the chaotic regime of 
the Chua’s circuit. It is shown that a mode of hard self-excitation in the Chua’s circuit leads to its chaotic regime operating 
with a double-scroll attractor in the state-space. The results might be used to generate of chaotic oscillations or data encryption. 
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Введение. В работах [1–10] разработан метод анализа аттракторов сложных нелинейных 
динамических систем (НДС) на основе матричного ряда в пространстве состояний и рассмотрены 
многочисленные примеры применения данного метода для анализа нелинейных динамических 
систем. В их числе дискретные и непрерывные НДС, в том числе искусственные нейронные 
сети. Однако до настоящего времени теория матричной декомпозиции не применялась для 
исследования электрических цепей и электронных схем. В данной работе будет проведен анализ 
методом матричной декомпозиции системы уравнений, описывающих схему Чжуа. В [11] 
описывается данная схема, в том числе и система уравнений, лежащая в ее основе, а также дается 
вывод данной системы уравнений:
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= α − −

= − +

= −β
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где    1 0 1
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h x m x m m x x= + − + − −                                               (2)

Известно, что хаотическая динамика наблюдается при следующих значениях параметров:

 0 115,6;  28; 1,143;  0,714. m m= − = −α = β =  (3)

График функции h(x) при значениях управляющих параметров (3) на рис. 1 иллюстрирует 
зависимость напряжения VC1 на конденсаторе C1 в схеме Чжуа (рис. 1, b) от тока gI , протекаю-
щего через резистор G.

Основным элементом схемы Чжуа является диод Чжуа, который представляет собой схемо-
техническую реализацию кусочно-линейной функции (2). Существует множество вариантов  
реализации схемы Чжуа и отдельных ее элементов. В частности, помимо кусочно-линейной  
характеристики нелинейного элемента для схемы Чжуа, в [12–17] описан элемент с гладкой не-
линейностью. Данный элемент реализует функцию вида 3 2( )p x Ax Bx Cx D= + + + .

Гладкая нелинейность в схеме Чжуа имеет ряд преимуществ над кусочно-линейной. Во-
первых, она позволяет реализовать режимы работы схемы, недостижимые при кусочно-линей-
ной характеристике. Во-вторых, она точнее описывает реальную электронную схему диода 
Чжуа, так как точное повторение кусочно-линейной характеристики затруднительно на аналого-
вой элементной базе. Таким образом, гладкая нелинейность открывает дополнительные возмож-
ности для исследования схемы Чжуа. Для применения метода матричной декомпозиции к (1), (2) 
целесообразно использовать именно гладкую нелинейность. 

Анализ схемы Чжуа с гладкой нелинейностью методом матричной декомпозиции. 
Перепишем систему уравнений Чжуа (1) в новых обозначениях:
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Проведем анализ системы уравнений (4) методом матричной декомпозиции [1–10]. С учетом 
матричных обозначений система уравнений (4) может быть представлена посредством следую-
щих векторных функций:
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Согласно [6] исследуем, как данная векторная функция f


 зависит от рассматриваемых пере-
менных

 
* , 1,2,3i i iu u v i= + =  (6)

при воздействии малых возмущений iv  таких, что ii uv <<  , причем в (6) )(** tuu ii =  рас-
сматривается как невозмущенное решение системы уравнений (4), то есть как стандартное со-
стояние НДС.

Учитывая (6), найдем приращение векторной функции (5) в виде

 ,u f∆ = ∆
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Рис. 1. Исходные данные: а – график функции ( )h x  (красный цвет) в сравнении с характеристикой модели  
диода Чжуа (синий цвет, маркер «*»); b – схема Чжуа

Fig. 1. The initial conditions: a – the graph of the function ( )h x  (red color) in comparison to the characteristic  
of the Chua’s diode (in blue, marker “*”); b – Chua’s circuit

VC1

I g
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Применяя матричное разложение [6] к (7), оценим следующие члены матричного ряда:
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где )vvv
k









⊗⊗⊗(  – k-я кронекеровская степень вектора v


, k = 1, 2, 3; ⊗  – символ кро-

некеровского произведения матриц и векторов [6].
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Таким образом, приращение векторной функции (7) может быть точно восстановлено на ос-
нове только линейного, квадратичного и кубического членов матричного ряда:
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Кроме того, в аппроксимации системы участвует только величина *
1 ,u  как видно из (11). 

Данный факт имеет важное теоретическое и практическое значение. С одной стороны, можно 
сказать, что динамика рассматриваемой системы главным образом определяется поведением пе-
ременной u1. В то же время величина *

1u  может рассматриваться как некий «управляющий пара-
метр» системы наряду с параметрами α, β, A, C. Исключение величин *

2u  и *
3u  снижает число 

возможных комбинаций значимых параметров и тем самым упрощает анализ системы.
Синтез и исследование компьютерной модели электрической схемы. Исследуем Simulink-

модель1, реализующую систему уравнений (11), которая была получена методом матричной де-
композиции (рис. 2).

Рис. 2. Simulik-модель системы уравнений (11)
Fig. 2. Simulink-model for system of equations (11)

Вычислительные эксперименты проводились при двух наборах параметров (см. подписи  
к рис. 3 и 4). В обоих случаях наблюдался хаотический аттрактор типа «двойной завиток», пока-
занный на рис. 3. Однако динамика системы различалась, как видно из графиков на рис. 4. 
Экспериментальное исследование показывает существенное влияние величины *

1u  на динамику 
системы.

1 Здесь в блок-схеме модели и далее на графиках, иллюстрирующих результаты моделирования, с целью упро-
щения обозначений использовались переменные X, Y, Z вместо переменных v1, v2, v3 соответственно. 
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Результаты компьютерного моделирования на рис. 4 показывают, что применение метода ма-
тричной декомпозиции к сложным НДС позволяет получить новые данные об их динамике  
(в част ности, определена зависимость от величины *

1u ), а также оценить степень влияния нелиней-
ностей высших порядков на хаотический режим функционирования схемы, что предоставит воз-
можность разработать новые модификации электронных схем с хаотическими режимами работы. 

Действительно, основное предназначение метода матричной декомпозиции состоит в реали-
зации нелинейного анализа сложных динамических систем для оценки влияния ядер (1) ,N NL ×  

2
(2) ,
N N

L
×  3

(3)
N N

L
×

… на динамику функционирования схемы. В частности, одно или несколько ядер 
могут быть исключены из Simulink-модели. В качестве примера рассмотрим варианты работы 
схемы Чжуа, при которых отключено только квадратичное ядро (рис. 5, а), а также кубическое 
вместе с квадратичным ядра (рис. 5, b).

Также интерес представляет исследование сигналов на выходах кубического и квадратично-
го ядер в различных режимах работы схемы. Для двух указанных выше наборов эксперимен-
тальных данных (см. рис. 3 и 4) получены графики, показанные на рис. 6. Обращает на себя вни-
мание факт наличия корреляции между сигналами с выходов двух ядер, близкой к –1. Коэф-
фициент линейной корреляции был измерен с помощью функции corr() системы Mat lab r2018a  

а                                                                                            b
Рис. 3. Примеры хаотического аттрактора (оси X–Z), реконструированные по 500 итерациям, для наборов 

параметров: а – A = 0,1240, C = –0,3243, *
1u  = –1,5; b – A = 0,5131, C = –0,2955, *

1u  = –0,75
Fig. 3. Examples of the chaotic attractor (axes X–Z), obtained during 500 iterations for parameters sets:  

а – A = 0.1240, C = –0.3243, *
1u  = –1.5; b – A = 0.5131, C = –0.2955, *

1u  = –0.75

а                                                                                            b
Рис. 4. Графики переменных X, Y, Z, реконструированные по 100 итерациям, для наборов параметров:  

а – A = 0,1240, C = –0,3243, *
1u  = –1,5; b – A = 0,5131, C = –0,2955, *

1u  = –0,75
Fig. 4. Graphs of variables X, Y, Z obtained during 100 iterations for different sets of parameters:  

а – A = 0.1240, C = –0.3243, *
1u  = –1.5; b – A = 0.5131, C = –0.2955, *

1u  = –0.75
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с параметрами по умолчанию, то есть методом Пирсона. На рис. 7 приведен график, иллюстри-
рующий изменение данного коэффициента в зависимости от *

1u  для величин A = 0,5130858,  
C = –0,2954677125. 

Выходные сигналы кубического и квадратичного ядра для некоторых других величин *
1u  по-

казаны на рис. 8.
Исследование хаотических режимов функционирования схемы Чжуа посредством модели 

начальной турбулентности Ландау. Полученные результаты вычислительного эксперимента  
с использованием теории матричной декомпозиции (в особенности см. рис. 6) указывают на тот 
факт, что конечные незатухающие хаотические колебания наблюдаются лишь при определен-
ных соотношениях между вкладами линейного (1) ,N NL ×  квадратичного 2

(2)
N N

L
×  и кубического 3

(3)
N N

L
×

ядер в общую динамику системы. Действительно, согласно модели Л. Д. Ландау начальной тур-
булентности после срыва стационарного режима течения вязкой жидкости с точностью до чле-
нов третьего порядка справедливо уравнение [20, 21]

 2 3 ...,L L LS S S S
•

= γ − α −β −   (12)

а                                                                                    b
Рис. 5. Графики, иллюстрирующие влияние ядер матричной декомпозиции на динамику системы: а – при включении 

линейного и кубического ядер, b – при включении только линейного ядра (режим линеаризации схемы)
Fig. 5. Graphs illustrate influence of matrix terms on system dynamics:  

a – linear and cubic terms are turned on, b – only linear term is turned on (regime of linearization)

а                                                                                     b
Рис. 6. Графики, иллюстрирующие выходные значения кубического и квадратичного членов матричного ряда для двух 
наборов параметров моделирования: а – A = 0,1240, C = –0,3243,  = –1,5; b – A = 0,5131, C = –0,2955, *

1u  = –0,75
Fig. 6. Graphs of cubic and quadratic terms output values for two sets of parameters:  

а – A = 0.1240, C = –0.3243, *
1u  = –1.5; b – A = 0.5131, C = –0.2955, *

1u  = –0.75
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а                                                                                            b
Рис. 7. Зависимость коэффициента корреляции между выходными сигналами кубического и квадратичного членов 

матричного ряда от *
1u : а – для *

1 [ 1;0]u ∈ − ; b – для *
1 [ 0,9; 0,2]u ∈ − −

Fig. 7. Correlation coefficient of cubic and quadratic terms output signals dependence on *
1u :  

а – for *
1 [ 1;0]u ∈ − ; b – for *

1 [ 0.9; 0.2]u ∈ − −

где Lγ  – коэффициент затухания, Lα  – постоянная Ландау [21], Lβ  – положительная или отрица-
тельная постоянная, 2| |S A=  – квадрат амплитуды нестационарного процесса. Как показано  
в [20], в случае, когда

 0, 0, 0,L L Lγ > α > β =  (13а)

реализуется нестационарный режим конечной амплитуды с дополнительной частотой 1,ω  при-
чем 1 .Lω >> γ

Этот режим при критическом значении управляющего параметра – числа Рейнольдса 1Recr

становится неустойчивым даже по отношению к бесконечно малым возмущениям, так что схема 
Чжуа в таком режиме соответствует системе с мягким самовозбуждением (рис. 9). По мере изме-
нения управляющего параметра возможен новый хаотический режим, при котором

 0, 0, 0.L L Lγ > α < β >  (13б)

В этом режиме стационарные колебания не могут существовать вовсе, то есть при 2Recr воз-
мущение скачком возрастает до конечной амплитуды с появлением новой дополнительной ча-
стоты ω2. В интервале 1 2Re Re Recr cr< <  основное движение метастабильно-устойчиво по отно-
шению к бесконечно малым, но неустойчиво по отношению к возмущениям конечной  амплитуды. 
В связи с этим схема Чжуа в режиме (13б) относится к системам с жестким самовозбуждением, 
а появление новой дополнительной частоты ω2 наряду с ω1 приводит к хаотическому аттрактору 
типа «двойной завиток» в пространстве состояний (см. рис. 3).

Действительно, воспользовавшись матричной декомпозицией (11) с учетом (5) запишем урав-
нение для приращения v1 первой компоненты 1u  векторной переменной u  пространства состоя-
ний схемы Чжуа в обозначениях уравнения (12):

 
2 3

1 2 1 1 1( ) ,L L Lv с v v v v= + γ − α −β    (14а)

где

 ( )2 2;с v v= α    *2
13 ;L C A uγ = − α − α   13 ;L A u∗α = α   .L Aβ = α   (14б)
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a                                                                                    b

c                                                                                    d

e                                                                                     f
Рис. 8. Выходные сигналы кубического и квадратичного ядер (а, c, e) и соответствующие им сигналы X, Y, Z (b, d, f ): 

а – *
1 0,9u = − ; c – *

1 0,2u = − ; e – *
1 0,1u = −

Fig. 8. Output signals of cubic and quadratic terms (a, c, e) and corresponding signals X, Y, Z (b, d, f ):  
a – *

1 0.9u = − ; c – *
1 0.2u = − ; e – *

1 0.1u = −
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Согласно (3), параметры рассматриваемой схемы Чжуа равны β = 28 и α = 15,6. Восполь-
зовавшись данными наборов параметров (см. рис. 3, 4, 6), нетрудно видеть, что 

 
*2
13 0;L A u Cγ = − α − α >   (15а)

 13 0;L A u∗α = α <  (15б)

 0,L Aβ = α >   (15в)

то есть условия (15а–в) полностью соответствуют условиям жесткого самовозбуждения системы 
(13б). Следовательно, при скачкообразном переходе от стационарного режима к нестационарно-
му возникают две дополнительные частоты ω1 и ω2, определяющие хаотический аттрактор типа 
«двойной завиток» в пространстве состояний схемы Чжуа, что и было подтверждено вычисли-
тельными экспериментами, результаты которых показаны на рис. 3.

Заключение. Как было отмечено в [19], в настоящее время существует множество нерешен-
ных проблем в области анализа нелинейных динамических систем, в особенности для систем  
с хаотическими режимами. Одна из таких проблем – анализ системы на длительных временных 
интервалах. При таком анализе возникают как технические сложности, связанные с эффектами 
конечной разрядности регистров ЭВМ, так и проблемы теоретического характера, требующие 
разработки новых подходов к анализу. В настоящей работе получен ряд новых результатов тео-
ретического и практического характера.

Применение метода матричной декомпозиции позволило получить новые знания о динамике 
системы Чжуа. Электронная модель, построенная по результатам разложения в матричный ряд, 
демонстрирует разнообразные динамические режимы работы схемы. Учет в схеме дополнитель-
ного управляющего параметра открывает новые возможности для исследования ее динамики. 
Данный результат демонстрирует новый подход к анализу и синтезу электронных схем с исполь-
зованием метода матричной декомпозиции, который может быть перенесен и на другие схемы, 
описываемые системами нелинейных дифференциальных уравнений.

Модель электронной схемы, построенной на основе уравнений Чжуа и использующей метод 
матричной декомпозиции, может найти применение для электронной генерации хаотических 
сигналов в системах передачи и защиты информации.

Рис. 9. Выходные сигналы X, Y, Z схемы Чжуа в режиме мягкого самовозбуждения
Fig. 9. Output signals X, Y, Z of Chua’s circuit for soft self-excitation regime
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