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Введение. В настоящее время теория чистого изгиба призматического бруса является клас-
сической и настолько простой, что складывается впечатление, что провести какое-либо обобще-
ние данных исследований довольно сложно. Создано столько новых конструкционных материа-
лов, что использование гипотезы однородности в этой теории выглядит слишком узким.

Данная работа призвана расширить круг решаемых теоретических задач ����������������c��������������� помощью техни-
ческой теории чистого изгиба бруса и существенно приблизить классические теоретические мо-
дели к определению напряженного состояния современных технических изделий.

При построении обобщенной технической теории чистого изгиба призматическую балку  
постоянной толщины можно разделить на элементарные призматические волокна (рис. 1). Под 
чистым изгибом будем понимать изгиб, при котором продольные призматические волокна в бал-
ке не взаимодействуют в поперечном направлении [1].

Предполагается, что брус имеет прямоугольное сечение с постоянной высотой h и толщиной, 
равной Δ. Это значит, что отклонения в размерах поперечного сечения малы по сравнению с ра-
диусом кривизны бруса и при его нагружениии не вносят существенной поправки в определение 
перемещения бруса и его напряженного состояния. Будем предполагать, что у призматического 
бруса постоянной толщины при чистом изгибе существует нейтральный слой, длина которого  
не изменяется при изгибе. Предполагается, что брус длиной  можно условно разделить на во-
локна с постоянным прямоугольным сечением l × h в плоскости XОY ( ,l h << ) (рис. 1).

Исследование деформации и распределения напряжений прямоугольного бруса в усло-
виях чистого изгиба. Будем предполагать, что брус разделен поперечными плоскостями на ко-
нечное число поперечных элементов длиной нейтрального слоя .dz  Следуя [1], рассмотрим де-
формацию любого поперечного элемента бруса. Исходя из очевидных рассуждений о геометри-
ческом подобии длин элементарных волокон длине нейтрального слоя, можно установить, что 
деформации элементарных волокон относительно геометрического положения нейтрального 
слоя распределены следующим образом [1]:

	 z
y - d

e =
r

,	 (1)

где d – координата нейтрального слоя относительно середины бруса, r – радиус кривизны ней-
трального слоя. В этом случае для однородного линейно-упругого материала имеем
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где E – модуль упругости.
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Исходя из того, что касательные напряжения, по нашему предположению, отсутствуют и чистый 
изгиб происходит в плоскости YОZ, необходимо удовлетворить три уравнения равновесия [1]:
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Подставляя выражение (2) в уравнения (3), получаем два уравнения, определяющие в общем 
случае положение нейтрального слоя d относительно середины высоты бруса (рис. 1) и радиус 
кривизны r. 

Для однослойного упругого однородного бруса уравнения равновесия (3) преобразуются к виду
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Окончательно можно получить известное решение: 0,d =  3
1 12 xM

h E
=

r D
 [1].

Рассмотрим деформацию призматического горизонтально-слоистого упругого бруса посто-
янной толщины и ширины размером hD × × , состоящего из N слоев. При этом k-й слой ( 1,k N= ) 
имеет высоту kh  и модуль упругости kE  материала слоя (рис. 2, а).

Будем использовать гипотезу об однородном деформированном состоянии всех горизонталь-
ных слоев призматического поперечного элемента бруса длиной dz (рис. 2, а), т. е. будем считать, 
что для всех слоев существуют постоянные ,d  ,r  такие что
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Пусть в точке y находится слой с номером k, тогда напряжения в нем определяются выра
жением
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где 0 0,h =  kE  – модуль упругости k-го слоя. Подставляя выражение (6) в формулы (3), получаем
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Рис. 1. Чистый изгиб призматического бруса
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Вычисляя в формуле (7) интегралы и суммируя полученные выражения, имеем
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Рис. 2. Схемы нагружения горизонтально продольно-слоистого бруса (а), вертикально продольно-слоистого бруса (б), 
поперечно-слоистого бруса (в)
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где k
k

h
h

g =
 
– объемные доли (относительные высоты слоев) материала с номером k  ( 0,k N= ). 

Очевидно, что среднее смещение d  нейтрального слоя в многослойном пакете (8), средний ра-
диус r  кривизны изгибаемого пакета (9) зависят от объемных долей kg  и от последовательности 
материалов (модулей упругости) в изгибаемом многослойном пакете.

Перейдем к моделированию деформации композиционного структурно-неоднородного упру-
годеформируемого бруса. Анализ литературных источников позволяет выделить следующий  
теоретический подход, используемый при исследовании процессов в структурно-неоднородных 
средах, основанный на введении параметров, усредненных по элементарным макрообъемам, зна-
чительно превосходящим размеры неоднородностей, но достаточно малым по сравнению с ха-
рактерными размерами области взаимодействия тел. При таком методе основные уравнения ме-
ханики сплошной среды формулируются в пространстве, точками которого являются элемен-
тарные макрообъемы (макроточки), размеры которых значительно превосходят характерные 
размеры неоднородностей, однако существенно меньше размеров тела. Будем предполагать, что 
призматический поперечный элемент бруса длиной dz (рис. 1) с прямоугольным сечением высо-
той h и толщиной Δ представляет собой макроточку.

Для решения задачи определения эффективного модуля упругости рассматривается элемент 
композиционного материала (макроточка), на границе которого задаются воздействия, имитиру-
ющие воздействия, возникающие в твердом теле, т. е. в данном случае рассматривается чистый 
изгиб призматического поперечного элемента бруса длиной dz (рис. 1).

Методика вычисления эффективных коэффициентов линейно-деформируемого компо-
зиционного материала. Принцип реализации метода гомогенизации для чистого изгиба при-
зматического поперечного элемента бруса длиной dz (рис. 1) заключается в следующем: если 
композиционный материал состоит из N  компонент (фаз) и в среднем изотропен (например, име-
ет место хаотическое армирование и т. п.), то в первом случае можно использовать гипотезу 
Фойгта для призматического стержня о том, что в простейших опытах на чистый изгиб предпо-
лагается, что деформация макроточки композиционного материала призматического стержня 
однородна по переменной y [2]. Второй предельный случай (гипотеза Рейсса) заключается в том, 
что в тех же простейших экспериментах на чистый изгиб предполагается, что напряженное со-
стояние макроточки композиционного материала призматического стержня однородно по пере-
менной y [3].

Формулы, полученные на основании этих гипотез, имеют практическую ценность, так как 
являются соответственно верхней и нижней оценками истинных модулей композиционного ма-
териала [4].

Исходные данные для получения усредненных характеристик композиционного призматиче-
ского бруса. Предполагается, что значения объемных долей kg  ( 1,k N= ) (концентраций) компо-
нент композиционного материала известны для бруса в целом, они же являются объемными до-
лями компонент для каждого из призматических поперечных элементов бруса длиной dz (рис. 1). 
При усреднении упругих характеристик композиционного материала бруса предполагается, что 
модули упругости kE  известны для каждой компоненты k  ( 1,k N= ).

Применение гипотезы Фойгта для вычисления эффективных коэффициентов линейно-упру-
гого материала из N компонент для призматического бруса [2]. В данном случае следует ре-
шить задачу усреднения параметров материалов, исходя из чистого изгиба вертикально про-
дольно-слоистого призматического поперечного элемента бруса длиной dz (рис.  2, б), так как 
при таком нагружении гипотеза об однородной деформации каждого слоя многокомпонентного 
бруса удовлетворяется по определению. Данная расчетная схема, очевидно, позволяет рассмо-
треть вертикально продольно-слоистый стержень не более чем из N слоев.

При этом k-й вертикальный слой ( 1,k N= ) имеет высоту h вдоль направления Y, а вдоль на-
правления X – толщину k kD = g D (рис. 2, б). Будем считать, что для каждого вертикального  
продольного слоя значения Фd   и Фr   будут одинаковыми. Кроме того, для деформации выпол-
нено уравнение (5). Последовательность материалов в вертикально продольно-слоистом пакете 
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не имеет значения и можно записать среднюю величину напряжения Фzs  , действующую на 
все вертикальные продольные слои:
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Применение гипотезы Рейсса [3] при вычислении эффективных параметров деформирова-
ния композиционного бруса. В данном случае следует воспользоваться решением задачи усредне-
ния модулей упругости поперечно-слоистого бруса постоянной толщины (рис. 2, в), так как при 
таком нагружении гипотеза об однородном напряженном состоянии всех компонент многоком-
понентного бруса удовлетворяется по определению.

Для k-го поперечного слоя в призматическом поперечном элементе бруса длиной dz можно 
вычислить деформацию (рис. 2, в)
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Из формул (2) и (12) можно получить очевидное равенство для напряжений, действующих  
в поперечном слое:
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Поскольку для среднего напряжения, действующего на каждый поперечный слой, выполне-
но равенство Рz zs = s   и толщина поперечного слоя с номером k равна ,k dzg  то, переходя к зна-
чению средней деформации для всего пакета поперечных слоев призматического поперечного 
элемента, получаем
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Для вычисления эффективных параметров чистого изгиба призматического бруса, исходя  
из (10), (13) и следуя гипотезе Хилла [4, 5], для рассматриваемой модели структурно-неоднород-
ного призматического бруса постоянного поперечного сечения можно записать
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Установлено, что радиус кривизны изгибаемого бруса существенно зависит от концентраций 
компонент (рис. 3).

Заключение. Впервые предлагается естественное обобщение технической теории чистого 
изгиба однородного призматического бруса постоянной толщины и высоты на случай слоистого 
и композиционного линейно деформируемого бруса. Вычислены усредненные по гипотезам 
Фойгта и Рейсса значения параметров деформирования композиционного бруса при чистом из-
гибе. Определены эффективные значения модулей упругости (15) и радиуса кривизны нейтраль-
ного слоя (16) изгибаемого бруса. Установлено, что эффективные значения по Хиллу модулей 
упругости (15) при изгибе и при одноосном растяжении/сжатии [5] композиционных стержней 
из линейно-упругих материалов совпадают.
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A. S. KRAVCHUK, Y. V. TAMILA 

PURE BENDING OF LAYERED COMPOSITE PRISMATIC BEAMS  
FROM LINEAR PLASTIC MATERIALS 

Summary

It is proposed a natural generalization of the technical theory of pure bending uniform prismatic beam of constant 
thickness and height to the case of a layered and composite linearly deformable beam. The averaged by Voigt and Reuss 
values of deformation parameters of the composite beam at pure bending are calculated. The effective values of the elastic 
moduli and the radius of curvature of the neutral layer of a flexible beam are obtained. It is established that the Hill’s effective 
values of the elastic moduli at bending and uniaxial tension / compression of composite rods from linear elastic materials  
are the same.

Рис. 3. Зависимость радиуса кривизны бруса из композиционного двухкомпонентного материала от концентраций 
компонент 1g = g, 2 1g = - g

 
( xM =  105 H, 0,1h =  м, 0,01D =   м, 11

1 2,1 10E = ⋅  Па, 11
2 1 10E = ⋅  Па)


