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ТЕПЛОМАССООБМЕН В ПРОЦЕССЕ ТЕРМИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ И СУШКИ 
НАТУРАЛЬНЫХ КОЖ ПРИ КОНВЕКТИВНОМ МЕТОДЕ ЭНЕРГОПОДВОДА

Аннотация. Рассмотрена возможность использования результатов аналитических решений дифференциальных 
линейных уравнений нестационарной теплопроводности с постоянными коэффициентами теплопереноса для расче-
та температуры материала при термической обработке кож. Термическая обработка натуральных кож как термочув-
ствительных материалов проводится при мягких температурных режимах и высоком влагосодержании воздуха, при 
этом температура не претерпевает значительных изменений, а коэффициенты теплопереноса изменяются практиче-
ски линейно. При использовании аналитических решений принималось, что при малых градиентах температуры по 
сечению тонкого тела термическим переносом вещества можно пренебречь и при значениях тепломассообменных 
критериев Био меньше единицы главным фактором, лимитирующим тепломассоперенос, является взаимодействие 
поверхности испарения тела с окружающей средой, и в решении дифференциального уравнения теплопроводности 
можно ограничиться одним первым членом бесконечного ряда. При этом была применена кусочно-ступенчатая ап-
проксимация всех теплофизических характеристик с постоянными значениями этих коэффициентов на расчетных 
временных интервалах, что позволяло учитывать изменение коэффициентов переноса на протяжении всего процес-
са термической обработки. Обработка опытных данных показала, что в малоинтенсивных процессах при достовер-
ных значениях коэффициентов переноса в расчетах теплопереноса возможно использовать результаты решений диф-
ференциальных уравнений нестационарной теплопроводности. Результаты исследования теплообмена при сушке 
кож подтверждают закономерности изменения температуры, установленные экспериментальным путем. Совместно 
с экспериментальными исследованиями процессов сушки аналитические исследования имеют большое практиче-
ское значение при разработке новых методов расчета тепломассопереноса во влажных телах.
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HEAT AND MASS TRANSFER IN THE PROCESS OF HEAT TREATMENT AND DRYING OF NATURAL 
LEATHER WITH THE CONVECTIVE METHOD OF ENERGY SUPPLY

Abstract. In the work, the authors investigated the possibility of using the results of analytical solutions of the linear dif-
ferential equations of unsteady heat conduction with constant heat transfer coefficients to calculate the temperature of the ma-
terial during heat treatment of leathers. Heat treatment of natural leathers as heat-sensitive materials is carried out under mild 
temperature conditions and high air moisture contents, the temperature does not undergo significant changes, and the heat 
transfer coefficients change almost linearly. When using analytical solutions, the authors made the assumptions that for small 
temperature gradients over the cross section of a thin body, the thermal transfer of matter can be neglected and for values of 
the heat and mass transfer Biot criteria less than unity, the main factor, limiting heat and mass transfer, is the interaction of the 
evaporation surface of the body with the environment; so, in solving the differential heat equation we can restrict ourselves 
to one first member of an infinite series. In this case, a piecewise stepwise approximation of all thermophysical character-
istics with constant values of these coefficients at the calculated time intervals was applied, which made it possible to take 
into account the change in the transfer coefficients throughout the entire heat treatment process. Processing of experimental 
data showed that in low-intensity processes with reliable values of the transfer coefficients, it is possible to use the results of 
solutions of differential equations of unsteady heat conduction in heat transfer calculations. The results of the study of heat 
transfer during drying of leather confirm the laws of temperature change established experimentally. Together with experi-
mental studies of drying processes, analytical studies are of great practical importance in the development of new methods for 
calculating heat and mass transfer in wet bodies.
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Введение. Натуральная кожа является очень сложным материалом, неоднородным как по 
толщине, так и в отношении своих физико-механических и теплофизических показателей, при 
этом после операции дубления и превращения шкуры в промышленную кожу резко изменяют-
ся теплофизические характеристики, присущие шкуре [1–3]. В процессе термической обработки 
и сушки кожа подвергается воздействию теплоносителя различной температуры, относитель-
ной влажности воздуха и скорости движения. Влияние всех этих факторов на процесс имеет 
важное значение, особенно при выборе рационального режима, поскольку сушка является тех-
нологическим процессом, в котором кожа приобретает окончательные кондиционные свойства. 
Основными препятствиями для быстрой термической обработки кожи при повышенных темпе-
ратурах являются усадка, коробление и разрушение структуры материала. Поэтому натуральные 
кожи обрабатываются при мягких температурных режимах теплоносителя tс ≈ 30–60 °С, скоро-
сти движения v = 0,5–2,0 м/c и высоком влагосодержании воздуха ϕ ≈ 35–80 % [1–3].

В связи с широким применением компьютерной техники и развитием аналитических мето-
дов решения систем дифференциальных уравнений становится возможным в той или иной сте-
пени использовать результаты этих решений для расчета теплопереноса в реальных условиях 
сушки. Основная проблема заключается в определении достоверных значений коэффициентов 
переноса и их зависимости от влагосодержания и температуры. При известных коэффициентах 
переноса для расчета процесса сушки достаточно эффективно можно использовать результаты 
решений дифференциальных уравнений теплопереноса [4–6].

Существует много приближенных методов расчета тепломассообмена в процессах сушки, 
основанных на анализе наиболее общих закономерностей процесса [1, 2, 4]. Наиболее перспек-
тивными методами исследования являются методы, позволяющие обобщать опытные данные 
совместно с аналитическими решениями [4–6].

Цель настоящего исследования – изучение возможности использования в расчетах темпера-
туры при тепловой обработке тонких влажных материалов результатов аналитических решений 
дифференциальных уравнений теплопереноса.

Постановка задачи. Аналитические методы расчета тепломассопереноса представляют ин-
терес для практики сушки конкретных материалов наряду с экспериментальными методами.

Для ряда материалов с известными коэффициентами переноса возможно использовать ре-
зультаты аналитических решений дифференциальных уравнений для расчета основных параме-
тров кинетики сушки. В совокупности с экспериментальными методами исследования это по-
зволяет установить рациональные режимы и более полно обобщать опытные данные [1–4].

Интенсифицировать тепломассоперенос при тепловой обработке тонких материалов возмож-
но ужесточением температурного режима, если это не приводит к снижению качества высушен-
ного материала [1, 2, 4].

Для тонких материалов тепломассообменные критерии Био Bi и Bim в реальных условиях 
сушки зависят друг от друга и их численные значения имеют приблизительно один порядок [5]. 
При малых числах Bi и Bim лимитирующим фактором является внешний тепломассообмен 
поверхности материала с окружающей средой, скорость сушки слабо зависит от внутреннего 
массопереноса и термодиффузионное сопротивление практически не влияет на кинетику суш-
ки [4–6]. Если термическая обработка тонких плоских капиллярно-пористых влажных материа
лов протекает при Bi < 1 и малых градиентах температуры по сечению тонкого тела, а фазо-
вым переносом вещества можно пренебречь, то с допустимым приближением можно принять, 
что испарение влаги из материала происходит у поверхности влажного тела (внешняя задача) 
[4–7]. Скорость тепловой обработки в этом случае, определяется только внешними условиями 
тепломассообмена поверхности испарения тела с окружающей средой [2, 4, 5]. С уменьшени-
ем среднего влагосодержания u  по объему материала, когда u u< кр и средняя температура тела 
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увеличивается t t> м.т (uкр – критическое влагосодержание, соответствующее переходу перво-
го периода сушки во второй; t – среднеинтегральная температура материала; tм.т – температура 
мокрого термометра), начинается второй период сушки, протекающий в условиях регулярного 
теплового режима [2, 4, 5].

Условия термической обработки и сушки. Неограниченная влажная тонкая пластина тол-
щиной δ = 2R с начальной температурой tн = tм.т находится в среде с температурой tс > tн, в кото-
рой материал проходит тепловую обработку обезвоживания. Теплообмен между поверхностями 
пластины и окружающей средой происходит по закону Ньютона. Дифференциальное линейное 
уравнение нестационарного теплопереноса для влажной пластины, когда испарение влаги про-
исходит только у поверхностей (внутренние стоки тепла и фазовое превращения отсутствуют), 
имеет вид [5–9]
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где a – коэффициент температуропроводности материала, α – средний коэффициент теплоотда-
чи по поверхности пластины, ρ – плотность материала, r – теплота парообразования, λвл – коэф-
фициент теплопроводности влажного материала.

Скорость термической обработки и сушки определяется выражением [2, 4, 6]
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d
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где uр – равновесное влагосодержание материала, K – коэффициент сушки.
Интегрируя (1) для периода убывающей скорости сушки, получим
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где τII – время сушки во втором периоде, отсчитываемое от нуля.
Решение (2) определяет длительность процесса во втором периоде [6, 7]:
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Из решения дифференциального уравнения теплопроводности с заданными краевыми усло-
виями, при постоянных термических коэффициентах, равных средним их значениям, учитыва-
ющими условия тепловой обработки, методом разделения переменных для температуры в сере-
дине пластины для второго периода получено [6]

	 ( )II1 exp ,
1
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где свл – удельная теплоемкость влажного тела.
Поскольку термическая обработка плоских тонких влажных материалов протекает при 

числе Био Bi < 1, то уравнение (4) представлено первым членом ряда в бесконечной сумме 
ряда, представляющих аналитическое решение линейной задачи нестационарной теплопро-
водности [5, 6].

В процессе сушки влагосодержание материала уменьшается, поэтому термические коэффи-
циенты λвл, свл и а также изменяются. Наибольшее изменение претерпевает коэффициент тепло-
проводности λвл. Коэффициент температуропроводности а изменяется незначительно, посколь-
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ку с уменьшением λвл одновременно уменьшается произведение свлρ примерно с такой же ско-
ростью [5, 6]. Коэффициент теплообмена α также уменьшается со снижением влагосодержания 
влажного тела. Теплообменный критерий Био Bi = αR/λвл изменяется мало, так как с уменьшени-
ем α уменьшается одновременно и λвл, однако скорости их изменения различны [4].

В малоинтенсивных процессах термической обработки натуральных кож, сушка которых 
протекает при мягких температурных режимах tс ≈ 30–60 °С и высоких относительных влагосо-
держаниях воздуха ϕ ≈ 35–80 %, температура не претерпевает значительных изменений за ма-
лые промежутки времени. В этих условиях коэффициент теплопроводности влажной кожи λвл 
является функцией только влагосодержания материала. Закономерности изменения ( )f uλ =вл  
достаточно хорошо изучены при сушке натуральных кож [1, 3].

Уравнение (4) будет справедливо, когда коэффициент сушки K меньше параметра ,Z
Rc

α
=

ρвл

 

где Z – скорость изменения температуры в центре пластины. Коэффициент сушки определяется 
выражением [2, 4, 7]
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=
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где N – скорость сушки в первом периоде.
Параметр A в уравнении (4) для второго периода выражается зависимостью [6]
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Температура в центре пластины определяется из уравнений (2), (4) и (5) при K < Z. Решение 
имеет вид [6]
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Уравнения (5) и (6) можно упростить, если воспользоваться параметром Z. Знаменатель урав-
нений (5) и (6) умножим и разделим на свлρR и тогда получим:
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Теплота парообразования r определяется по таблицам [4]. На основании экспериментальных 

данных по конвективной тепловой обработке различных тонких материалов величина 
( )
rK

c Z K−вл

 

зависит от температуры воздуха, почти не зависит от скорости его движения и изменяется с тол-
щиной образцов [6].

Уравнение (4) на основании уравнения (7) приводится к виду
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где θц – относительная температура в центре пластины.
Аналитическое решение задач нестационарной теплопроводности при переменных тепло-

физических характеристиках твердого тела связано с большими трудностями. Поэтому исполь-
зуются различные методы линеаризации, итерации и другие способы упрощения в решениях 
нелинейных уравнений нестационарной теплопроводности. Такие приближенные методы изло-
жены в [7–12].
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Одним из возможных способов расчета нелинейного переноса тепла, основанном на аппрок-
симации коэффициентов переноса, является метод итерации [7–10]. Сущность этого метода 
состоит в том, что при известном начальном распределении температуры в теле весь процесс 
сушки разбивается на большое число малых промежутков времени Δτ. В дифференциальном 
уравнении теплопроводности производные по времени ∂t/∂τ заменяются отношениями конеч-
ных приращений Δt/Δτ для каждого шага времени. Затем находятся температуры в узловых точ-
ках k при переходах от одного интервала времени к следующему в момент времени τ, τ + Δτ по 
значениям температур в узловых точках точках k с обеих сторон интервалов Δτ (k + 1) и (k – 1). 
Такой метод позволяет учитывать непрерывное скачкообразное изменение температуры по вы-
бранному шагу времени Δτ [7–9]. Метод ступенчатой аппроксимации коэффициентов переноса 
(λвл, свл, α) с постоянными их значениями на расчетных промежутках времени Δτ допустимо 
использовать в малоинтенсивных процессах сушки кож, когда теплофизические характеристики 
в процессе тепловой обработки изменяются незначительно при переходе от интервала к интер-
валу и можно при определении коэффициентов теплообмена α, теплопроводности λвл, удельной 
теплоемкости свл применять ступенчатую аппроксимацию этих коэффициентов с постоянными 
их значениями на расчетных временных интервалах [5, 8, 9]. Таким образом, учитывается непре-
рывное изменение коэффициентов переноса от влагосодержания и температуры.

Коэффициент теплообмена α определялся по формуле для теплообменного критерия 
Нуссельта [1, 2, 4, 13]:

	
2

0,5Nu Re ,
n

T uC
T u

  
=        

c

м.т кр

	 (10)

где число Нуссельта Nu ,lα
=
λвоз

 α – средние значения коэффициента теплоотдачи для поверхно-

сти влажного тела; Re vl
=
υвоз

 – число Рейнольдса; v – скорость воздуха; l – длина пластины по на-

беганию потока воздуха; λвоз, υвоз – коэффициент теплопроводности и кинематическая вязкость 
воздуха, определяемые по таблицам [4] в зависимости от tс.

Обработкой опытных данных по формуле (10) для конвективной сушки различных натураль-
ных кож получены значения C = 0,95; n = 0,65 [13].

При определении температуры материала для второго периода тепловой обработки по фор-
мулам (8), (9) применялась кусочно-ступенчатая аппроксимация коэффициентов теплоотдачи 
с постоянными значениями этих коэффициентов на расчетных временных интервалах. Такой же 
подход применялся и для значений теплофизических характеристик материала λвл, свл для тех 
же расчетных временных интервалов [7–9].

В табл. 1 представлены значения коэффициента теплопроводности для некоторых ви-
дов натуральных кож в зависимости от влагосодержания при температурах сушки tс ≈ 30–
60 °С [1, 3].

Т а б л и ц а  1.  Коэффициент теплопроводности λвл (Вт/(м · °С)) для некоторых видов натуральных кож 
по данным [1, 3] в зависимости от влагосодержания

T a b l e  1.  Coefficient of thermal conductivity λвл (W/(m · °С)) for some types of natural leather according to [1, 3], 
depending on moisture content

Вид натуральной кожи
Влагосодержание кожи, u , кг/кг

0,07 0,17 0,28 0,43 0,54 0,70

Юфть свиная хромового дубления 0,117 0,128 0,134 0,148 0,176 0,241
Опоек хромового дубления 0,058 0,064 0,068 0,085 0,166 0,198
Подошвенная кожа хромового дубления 0,132 0,144 0,156 0,176 0,195 0,232



 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-тэхнічных навук. 2021. Т. 66, № 1. C. 84–92 89

В результате обработки экспериментальных данных, приведенных в [1, 3], получена зави-
симость для коэффициента теплопроводности λвл для всех видов натуральных кож, которая ап-
проксимируется приближенным уравнением

	 ( )3
0 1,31 10 exp 1,8 ,t u u−λ ≈ λ + ⋅ ⋅ ⋅  ⋅  вл 	

где λ0 – теплопроводность сухой кожи (для рантовой подошвы λ0 = 0,121 Вт/(м·°С), краснодубной 
юфти λ0 = 0,105 Вт/(м · °С), опойка λ0 = 0,056 Вт/(м · °С)). Удельная теплоемкость влажной кожи 
определяется по зависимости [2, 4]
	 0 ,c c c u= +вл ж 	

где c0 – теплоемкость сухой кожи (для юфти хромового дубления c0 = 1800 Дж/(кг · °С), опойка 
c0 = 1570 Дж/(кг · °С)); сж – теплоемкость жидкости, сж = 4200 Дж/(кг · °С).

Температура материала на поверхности пластины может быть определена из решения диф-
ференциального уравнения нестационарной теплопроводности при граничных условиях третье
го рода для частного случая, посредством предельного перехода при отсутствии в материале 
термического переноса вещества (критерий Поснова Pn = 0) и малых градиентах температуры по 
сечению тонкого тела и значения числа Bi < 1 [5]. Решение имеет вид [5, 8, 14]

	 exp( BiFo),t t
t t

−
θ = = −

−
c п

п
c м.т

	 (11)

где tп – температура на поверхности материала; Fo – критерий Фурье; произведение BiFo являет-
ся функцией mtτII [5, 12], mt – темп нагрева влажного тела. Темп нагрева тела mt определяется экс-
периментально путем измерения температуры в любой точке тела для двух последовательных 
моментов времени регулярного режима [5, 14]:

	

1

2

2 1

ln

.t

t t
t t

m

 −
  − =
τ − τ

c п

c п 	 (12)

В координатах ln( ) ( )t t f− = τc п  температурная функция является прямой линией, следова-
тельно, температура во втором периоде изменяется по экспоненте [5, 13]. Температура на поверх-
ности пластины из формулы (11) имеет вид

	 ( ) ( )IIexp ,tt t t t m= − − − τп c c м.т 	 (13)

где время τII находится по уравнению (3).
На рис. 1 и 2 изображены кривые сушки и температурные кривые tп = f(τ), tц = f(τ), ( ),t f u=п  

( )t f u=ц  в процессах сушки краснодубной юфти и опойка.
На графиках можно выделить три характерных участка: участок кратковременного прогрева 

материала, постоянной скорости сушки (первый период), падающей скорости (второй период). 
На стадии прогрева τпр подводимое к телу тепло расходуется на нагрев материала от начальной 
температуры до температуры мокрого термометра tм.т, принимаемой приближенно равной тем-
пературе поверхности tм.т ≈ tп, и на испарение влаги. Скорость сушки в этой стадии возрастает 
от нуля до скорости сушки в первом периоде N. Влагосодержание материала в первом периоде 
линейно уменьшается во времени ( )/ const .du d Nτ = =  По мере уменьшения влагосодержания 
скорость сушки падает и наступает период убывающей скорости сушки. Температура во втором 
периоде непрерывно возрастает, и при u u< кр начинается второй период сушки. При сушке тон-
ких материалов при мягких режимах наблюдаются и период постоянной скорости сушки, и пе-
риод постоянной температуры на уровне tм.т.

Результаты расчетов температуры в центре и на поверхности пластин кожи по аналитическим 
формулам (8) и (13) приведены в табл. 2. Анализ экспериментальных кривых сушки и температур-
ных кривых (см. рис. 1 и 2) для сушки юфти и опойка показал, что в среднем для второго периода 
сушки юфти (τII ≈ 66 мин) и опойка (τII ≈ 40 мин) при режимах сушки для юфти tс = 60 °С и опойка 
tс = 45 °С при сушке до влагосодержания 0,2u ≈  с уменьшением влагосодержания на каждые Δu = 
0,1 происходит изменение температуры на Δt ≈ 1,7–2,5 °С для юфти, на Δt ≈ 1,5–1,8 °С для опойка.
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При этих условиях происходит изменение коэффициента теплопроводности λвл в среднем на 
5 % в каждом промежутке времени. Таким образом, общую погрешность при использовании ме-
тода кусочно-ступенчатой аппроксимации теплофизических характеристик можно принять при 
расчетах температуры по аналитическим формулам в 5 %.

Второй период сушки при сушке юфти при соблюдении погрешности в 5 % можно разде-
лить на восемь промежутков времени по Δτ = 8 мин, при сушке опойка – на семь промежутков 
с шагом по времени Δτ = 6 мин. Разброс значений температуры, вычисленных по аналитическим 
уравнениям, от экспериментальных находится в области погрешности в 5 %.

Заключение. Использование аналитических решений дифференциальных уравнений не-
стационарной теплопроводности для расчета температуры кожи в периоде падающей скорости 
сушки с известными теплофизическими коэффициентами показало, что с допустимой погреш-

Рис. 1. Кривая сушки ( )u f= τ  и температурные кривые 
для поверхности и в центре tп = f(τ); tц = f(τ) и ( )t f u=п ‌; 

( )t f u=ц  для сушки краснодубной юфти при режиме 
сушки: tс = 60 °С; v = 1,5 м/с; ϕ = 35 %

Fig. 1. Drying curve ( )u f= τ  and temperature curves for 
surface and center tп = f(τ); tц = f(τ) and ( )t f u=п ; ( )t f u=ц  
for drying the bark-tanned yuft during the drying mode: tс = 

60 °С; v = 1.5 m/s; ϕ = 35 %

Рис. 2. Кривая сушки ( )u f= τ  и температурные кривые 
для поверхности и в центре tп = f(τ); tц = f(τ) и ( )t f u=п ; 

( )t f u=ц  для сушки хромового опойка при режиме суш-
ки: tс = 45 °С; v = 1,0 м/с; ϕ = 27,5 %

Fig. 2. Drying curve ( )u f= τ  and temperature curves for 
surface and center tп = f(τ); tц = f(τ) and ( )t f u=п ; ( )t f u=ц  
for drying box-calf during drying mode: tс = 45 °С; v = 

1.0 m/s; ϕ = 27.5 %

Т а б л и ц а  2.  Результаты расчетов температуры в центре и на поверхности образцов кожи  
при сушке краснодубной юфти и опойка по аналитическим формулам (8) и (13)

T a b l e  2.  The results of calculations of the temperature in the center and on the surface  
of the leather samples during the drying of the bark-tanned yuft and box-calf  

under the analytical formulas (8) and (13)

Юфть. Пластина 250 ç 120 ç 2 мм. Режим сушки: tс = 60 °С; v = 1,5 м/с; ϕ = 35 %; 0 0,9;u =  0,63;u =кр  uр = 0,1; ρ0 = 560 
кг/м3; с0 = 1800 Дж/(кг · °С); N = 2,68 · 10–4 с–1; K = 3,48 · 10–4 с–1; tм.т = 35 °C; mt = 1,83 · 10–4 с–1

u α , Вт/(м2 · °С) λ, Вт/(м · °С) Bi Z · 10–3, с–1 tц, °C (8) tп, °C экс. tп, °C (13) τII, с экс. τII, с (3)

0,54
0,43
0,28
0,20

14,2
11,8
7,9
5,8

0,178
0,147
0,134
0,126

0,079
0,077
0,058
0,045

6,29
6,00
4,72
4,15

33,5
35,2
39,4
43,6

37,5
39

42,5
45

38
40,5
43

46,5

515
1348
3100
3960

534
1360
3076
3880

Хромовый опоек. Пластина 110 ç 100 ç 1,4 мм. Режим сушки: tс = 45 °С; v = 1,0 м/с; ϕ = 27,5 %; 0 0,9;u =  0,63;u =кр  
uр = 0,09; ρ0 = 380 кг/м3; с0 = 1570 Дж/(кг · °С); N = 5,4 · 10–4 с–1; K = 5,96 · 10–4 с–1; tм.т = 28 °C; mt = 3,33 · 10–4 с–1; 

u α , Вт/(м2 · °С) λ, Вт/(м · °С) Bi Z · 10–3, с–1 tц, °C (8) tп, °C экс. tп, °C (13) τII, с экс. τII, с (3)

0,85
0,70
0,50
0,40
0,20

14,1
12,4
9,5
7,60
4,55

0,235
0,198
0,163
0,145
0,132

0,0417
0,044
0,039
0,035
0,028

14,80
10,44
9,75
9,51
7,22

26,3
27,2
29,3
30,7
35,6

28,5
29,0
31,5
32,5
37,0

29,2
30,8
32,7
33,8
37,6

300
655
1370
1780
2980

302
670
1350
1810
3120
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ностью для малоинтенсивных процессов можно использовать результаты аналитических реше-
ний. Анализ результатов расчетов по аналитическим формулам показал удовлетворительное 
совпадение значений расчетных температур с экспериментальными данными. Проведенное ис-
следование подтверждает закономерности изменения температуры во втором периоде сушки, 
установленные экспериментальным путем. Совместно с экспериментальными методами анали-
тические имеют актуальные значения для практики сушки.
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