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РАЗРАБОТКА АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОСНОВНОГО 
МАГНИТНОГО ПОТОКА ЧЕРЕЗ КАТУШКУ РАБОЧЕЙ ОБМОТКИ СИНХРОННОЙ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ МАШИНЫ С ДРОБНОЙ ЗУБЦОВОЙ ОБМОТКОЙ

Аннотация. В результате исследования двумерной конечно-элементной модели магнитного поля синхронной 
электрической машины с дробными зубцовыми обмотками выявлены типовые магнитные потоки (основной, краевого 
эффекта, рассеяния) в ее магнитной системе. Проведен анализ степени влияния магнитных потоков краевого эффекта 
и рассеяния на величину основного магнитного потока, и построены эквивалентные схемы магнитной цепи исследуе-
мой синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками при различных положениях зубцов статора 
относительно полюсов ротора. Разработана аналитическая модель для определения основного магнитного потока че-
рез катушку рабочей обмотки синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками. Особенностью 
предложенной модели является учет зависимости основного магнитного потока через катушку рабочей обмотки от 
координаты положения ротора, магнитных потоков краевого эффекта и рассеяния. Разработанная модель позволяет 
решить задачу количественного определения величины основного магнитного потока через катушку рабочей обмот-
ки с высокой точностью. Кроме того, предложенная модель позволяет определить влияние основных геометрических 
параметров магнитной цепи на характер изменения основного магнитного потока через катушку рабочей обмотки при 
наименьших временных затратах. Разработанная аналитическая модель может быть применима в процессе оптимиза-
ции синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками. 

Ключевые слова: синхронная электрическая машина, магнитный поток, теория магнитных цепей, метод конеч-
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DEVELOPMENT OF AN ANALYTICAL MODEL FOR DETERMINING THE MAGNETIC LEAKAGE FLUX 
THROUGH THE STATOR TEETH OF A SYNCHRONOUS ELECTRIC MACHINE WITH A FRACTIONAL 

TOOTH WINDING

Abstract. As a result of the study of a two-dimensional finite element model of the magnetic field of a synchronous electric 
machine with fractional tooth windings, typical magnetic fluxes (fundamental, edge effect, scattering) in its magnetic system 
have been identified. The analysis of the degree of influence of magnetic fluxes of the edge effect and scattering on the magni-
tude of the main magnetic flux is carried out and equivalent circuits of the magnetic circuit of the studied synchronous electric 
machine with fractional tooth windings are constructed for different positions of the stator teeth relative to the rotor poles. An 
analytical model has been developed to determine the main magnetic flux through the coil of the working winding of a synchro-
nous electric machine with fractional toothed windings. A feature of the proposed model is taking into account the dependence 
of the main magnetic flux through the coil of the working winding on the coordinate of the rotor position, the magnetic fluxes 
of the edge effect and scattering. The developed model allows solving the problem of quantitative determination of the value of 
the main magnetic flux through the coil of the working winding with high accuracy. In addition, the proposed model makes it 
possible to determine the influence of the main geometrical parameters of the magnetic circuit on the nature of the change in the 
main magnetic flux through the coil of the working winding with the least amount of time. The developed analytical model can 
be applied in the process of optimizing a synchronous electric machine with fractional tooth windings.
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Введение. В системах электроснабжения автономных объектов широко применяются син-
хронные электрические машины с постоянными магнитами (ПМ), что объясняется высокой на-
дежностью, простотой конструкции, высоким КПД и коэффициентом мощности по сравнению 
с другими классами электрических машин [1, 2]. В этом классе выделяют группу синхронных 
электрических машин с дробными зубцовыми обмотками (СЭМ с ДЗО), которые имеют сни-
женную удельную массу за счет уменьшения длины лобовых частей обмотки, осевых размеров 
электрической машины, ширины ярма магнитопровода статора и ярма ротора [3, 4]. 

Для СЭМ с ДЗО характерны: двусторонняя зубчатость (наличие открытых и полузакрытых 
пазов) магнитной системы [3–5], многополюсная структура ротора (количество полюсов ротора 
отличается от количества зубцов статора на 1–3 единицы), наличие высших гармоник в функции 
распределения индукции магнитного поля возбуждения [4, 6], несинусоидальный характер рас-
пределения пространственных обмоточных функций [7, 8]. Это обуславливает наличие в маг-
нитной системе СЭМ с ДЗО повышенных значений (относительно синхронных электрических 
машин с распределенной обмоткой) краевых магнитных потоков [9, 10], потоков рассеяния че-
рез вершину зубца [6, 7], потоков дифференциального рассеяния [4]. Все перечисленное являет-
ся причиной дополнительных потерь в электрической машине, непосредственно влияющих на 
величину основного магнитного потока через катушку рабочей обмотки и, соответственно, на 
ЭДС (наличие высших гармоник) исследуемой электрической машины

Расчет величины основного магнитного потока через катушку рабочей обмотки представляет 
собой один из основных этапов электромагнитного расчета электрической машины [5, 11]. А при-
менение для этого эквивалентной схемы замещения магнитной цепи (ЭСЗ МЦ) электрической 
машины, построенной с учетом наиболее вероятных путей распространения магнитных потоков 
в магнитной системе, является наиболее распространенным подходом [12, 13]. Использование 
ЭСЗ МЦ позволяет установить взаимосвязь между величиной магнитных потоков и геометри-
ческими параметрами магнитной системы электрической машины, а также свойствами материа-
лов, что выступает одним из необходимых условий для процесса ее оптимизации [11].

При этом в ходе проектирования СЭМ с ДЗО на начальных этапах электромагнитного рас-
чета аналитическим методом авторами научных работ либо принимаются традиционные допу-
щения об отсутствии потоков рассеяния и потоков краевого эффекта [6, 14] (или не учитывается 
зависимость величины таких потоков от координаты положения ротора), синусоидальном харак-
тере распределения функций индукции магнитного поля в воздушном зазоре и ЭДС в рабочей 
обмотке [4, 6], либо для определения величины магнитного потока через катушку рабочей об-
мотки используется функция распределения индукции магнитного поля вдоль воздушного за-
зора [15, 16], что для СЭМ с ДЗО обуславливает значительную погрешность расчета из-за нали-
чия магнитных потоков рассеяния через вершину зубца. Применение таких допущений является 
причиной недостоверного определения величины магнитного потока через катушку рабочей об-
мотки СЭМ с ДЗО. 

Цель настоящей работы – разработка аналитической модели для определения основного 
магнитного потока через катушку рабочей обмотки СЭМ с ДЗО с учетом его зависимости от ко-
ординаты положения ротора, наличия потоков краевого эффекта и рассеяния.

Разработка аналитической модели. В СЭМ с ДЗО обмотка статора выполняется из кату-
шек, каждая из которых размещена на отдельном зубце магнитопровода (МПр) статора (шаг об-
мотки y = 1). Обмотка в общем случае состоит из Θ повторяющихся частей, соединенных по-
следовательно. В каждой из этих частей содержится m катушечных групп, количество которых 
равно числу фаз электрической машины. В катушечную группу включаются расположенные 
подряд и соединенные последовательно катушки, число которых равно zgr. При этом одному по-
люсному делению ротора СЭМ с ДЗО соответствует не целое, а дробное число зубцовых (па-
зовых) делений статора. Схема обмотки над полюсом или над парой полюсов не может быть 
дублирована для построения всей обмотки. Машины с зубцовым шагом работоспособны при 
определенных соотношениях числа полюсов ротора и числа зубцов статора. Правила выбора па-
раметров Θ, m, zgr и количества пар полюсов p для СЭМ с ДЗО приведены в [3]. 

Авторами настоящей статьи приняты к рассмотрению симметричные m-фазные обмотки 
с таким распределением, при котором обмоточные коэффициенты рабочих гармоник, а следо-
вательно, и амплитуды рабочих гармоник ЭДС и МДС будут наибольшими [17]. На рис. 1 при-



 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-тэхнічных навук. 2022. Т. 67, № 1. C. 75–85 77

веден внешний вид СЭМ с ДЗО со следующими параметрами: 
m = 9, Θ = 1, zgr = 3, p = 13. На рис. 2 представлены схема ли-
нейной развертки электромагнитной системы и схема обмотки 
исследуемой СЭМ с ДЗО.

Для аналитического представления магнитного потока 
через рабочую обмотку СЭМ с ДЗО применяется эквивалент-
ная схема замещения магнитной цепи электрической машины, 
построение которой основано на цепном представлении инте-
гральных параметров магнитного поля с учетом наиболее ве-
роятных путей распространения магнитных потоков в магнит-
ной системе [4, 12]. 

Моделирование магнитного поля синхронной электриче-
ской машины с дробными зубцовыми обмотками. Для вы-
явления основных магнитных потоков в магнитной системе 
и создания эквивалентной схемы магнитной цепи исследуемой 
электрической машины необходимо построить двумерную ко-
нечно-элементную модель (ДКЭМ) магнитного поля (МП) маг-
нитной системы СЭМ с ДЗО. Применение ДКЭМ МП позволяет 
учесть: геометрические размеры магнитной системы; свойства 
сред распределения магнитного поля (нелинейности кривой намагничивания ферромагнитных 
материалов); параметры источников магнитного поля. Посредством такой модели с высокой сте-
пенью адекватности определяются типовые магнитные потоки в магнитной системе исследуе-
мой электрической машины [18, 19].

Рис. 1. Внешний вид исследуемой 
синхронной электрической машины 
с дробными зубцовыми обмотками

Fig. 1. External view of the investigated 
synchronous electric machine with 

fractional tooth winding

Рис. 2. Схема линейной развертки электромагнитной системы и схема обмотки исследуемой синхронной электриче-
ской машины с дробными зубцовыми обмотками

Fig. 2. Diagram of the linear sweep of the electromagnetic system and the winding diagram of the investigated synchronous 
electric machine with fractional tooth winding

На рис. 3 представлена ДКЭМ МП исследуемой СЭМ с ДЗО и обозначены области магнит-
ной системы, которые определяют четыре типовых случая относительного положения зубца ста-
тора и полюса ротора. Области магнитной системы 1–4 имеют магнитные потоки различного 
характера и тем самым представляют повышенный интерес для исследования картины распре-
деления МП. 

Анализ ДКЭМ МП магнитной системы СЭМ с ДЗО показал, что в магнитной системе СЭМ 
с ДЗО существуют различные магнитные потоки:

1) основной (рабочий) магнитный поток Фδо, который включает в себя магнитный поток 
в воздушном зазоре между полюсами статора и ротора Фδ и краевой магнитный поток (поток 
краевого эффекта) Фe. Основной магнитный поток сцепляется с витками рабочей обмотки (фор-
мирует потокосцепление) и имеет важное значение в процессе преобразования энергии;

2) магнитный поток краевого эффекта Фe, проходящий через воздушные промежутки по 
краям полюсов (зубцов МПр) и замыкающиеся по МПр. Данный магнитный поток также сцепля-
ется с витками рабочей обмотки (формирует потокосцепление);



78 Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2022, vol. 67, no. 1, pp. 75–85 �

3) магнитный поток рассеяния Φσ, который не сцеп-
ляется с витками рабочей обмотки электрической ма-
шины. Для СЭМ с ДЗО характерно наличие несколь-
ких видов потоков рассеяния: поток рассеяния через 
зубец Φσ

z ; поток пазового рассеяния Φσ
sl ; поток рассея-

ния через воздушный зазор Φσ
δ ; поток рассеяния на 

конце ПМ Φσ
ПМ. 

При этом мгновенные значения основного магнитно-
го потока Φδо (в том числе магнитного потока краевого 
эффекта Φe) и магнитного потока рассеяния через зубец 
Φσ

z  зависят от координаты положения ротора, а функция 
их изменения носит периодический характер. Число пе-
риодов изменения таких функций вдоль воздушного за-
зора исследуемой электрической машины определяется 
как наибольший общий делитель количества зубцов ста-
тора и количества полюсов ротора НОД (z1, 2p).

Эквивалентная схема магнитной цепи СЭМ с ДЗО. 
При построении эквивалентной схемы магнитной цепи 
СЭМ с ДЗО был принят ряд традиционных допуще-
ний [11, 12, 20]: потери в МПр от вихревых токов и маг-
нитное сопротивление МПр не учитываются; ПМ ста-
билизирован, положение рабочей точки ПМ в процессе 
работы не меняется; МПр не насыщен.

С учетом выявленных основных магнитных потоков 
(см. рис. 3), а также принятых допущений магнитной си-
стеме исследуемой СЭМ с ДЗО может быть поставлена 
в соответствие эквивалентная схема магнитной цепи, 
показанная на рис. 4.

На рис. 4 обозначено: Re(n–1), Ren и Re(n+1) – магнитные сопротивления воздушных промежут-
ков по путям потоков краевого эффекта; Rδ(n–1), Rδn и Rδ(n+1) – магнитные сопротивления воздуш-
ных зазоров между полюсами статора и ротора; R R Rslσ

δ
σ σ, ,ПМ  – магнитные сопротивления воз-

душных промежутков по путям потоков рассеяния через воздушный зазор, на конце ПМ и пазо-
вого соответственно; R Rn n

z
n n
z

σ σ−( ) +( )1 , 1, ,  – магнитные сопротивления воздушных промежутков по 

Рис. 3. Двумерная конечно-элементная мо-
дель магнитного поля магнитной системы 
исследуемой синхронной электрической ма-

шины с дробными зубцовыми обмотками
Fig. 3. Two-dimensional finite element model of 
the magnetic field of the magnetic system of the 
investigated synchronous electric machine with 

fractional tooth winding

Рис. 4. Эквивалентная схема магнитной цепи синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками
Fig. 4. Equivalent circuit of the magnetic circuit of a synchronous electric machine with fractional tooth winding
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путям потоков рассеяния через зубец; Reδ(n–1), Reδn и Reδ(n+1) – магнитные сопротивления воздуш-
ных промежутков по путям основного магнитного потока; RПМ – магнитное сопротивление ПМ; 
Fw(n–1), Fwn и Fw(n+1) – магнитодвижущая сила (МДС) катушки рабочей обмотки; FПМ(n–1), FПМn 
и FПМ(n+1) – МДС ПМ; ΦПМ(n–1), ΦПМn и ΦПМ(n+1) – магнитный поток ПМ. Магнитные сопротивле-
ния Re(n–1), Ren, Re(n+1), Rδ(n–1), Rδn, Rδ(n+1), Reδ(n–1), Reδn, Reδ(n+1), R n n

z
σ −( )1 , , R n n

z
σ , +( )1  зависят от коорди-

наты положения ротора. Индексы n–1, n и n+1 относятся к левому, центральному и правому ПМ 
(катушке рабочей обмотки) соответственно. 

Из рис. 4 видно, что магнитные сопротивления воздушных промежутков по путям основного 
магнитного потока Reδ(n–1), Reδn, Reδ(n+1) могут быть представлены в виде

 R
R R

R R

R
e n n

e n n n n

e n n n n

n n
δ

δ

δ

δ
±( )

±( ) ±( )

±( ) ±( )

±( )=
+

=1,

1, 1,

1, 1,

1,

kke
, (1)

где k R R Re e n n n n e n n= +( )±( ) ±( ) ±( )1, 1, 1,δ  – коэффициент краевого эффекта [12].

Расчет основного магнитного потока через катушку рабочей обмотки. При расчете основ-
ного магнитного потока через катушку рабочей обмотки магнитные потоки рассеяния пазового 
Φσ
sl  и на конце ПМ Φσ

ПМ не учитывались. С учетом принятых допущений эквивалентная схема 
магнитной цепи СЭМ с ДЗО (см. рис. 4) в преобразованном виде представлена рис. 5.

Рис. 5. Преобразованная эквивалентная схема магнитной цепи синхронной электрической 
машины с дробными зубцовыми обмотками

Fig. 5. Converted equivalent circuit of a magnetic circuit of a synchronous electric machine with 
fractional tooth winding
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Для левой и правой частей эквивалентной магнитной цепи СЭМ с ДЗО (рис. 5), применив 
законы Кирхгофа для магнитной цепи, соответственно запишем:
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где kf(n ± 1) – коэффициент деления основного магнитного потока зубца в ярме статора.
С учетом того что FПМ(n–1) = FПМn = FПМ(n+1) = FПМ, решение систем уравнений (2) и (3) отно-

сительно Φδo(n–1) и Φδo(n+1) имеет вид:
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Значение магнитного потока ПМ определяется выражением [12]

 ΦПМ = FПМ/R0, (6)

где R0 = Reδ(n±1) Rδ(n±1),n / (Reδ(n±1) + Rδ(n±1),n) – суммарное внешнее магнитное сопротивление по пу-
тям основного магнитного потока (с учетом краевого) и потоков рассеяния. 

Подставив выражение (6) в (4) и (5), уравнения для определения основного магнитного пото-
ка через (n – 1) и (n + 1) катушки рабочей обмотки примут вид:
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Представив соответствующие магнитные сопротивления через обратные им величины – 
магнитные проводимости, выражения (7) и (8) запишем следующим образом:
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Из рис. 5 видно, что основной магнитной поток через n-ю катушку рабочей обмотки равен 
сумме двух выше определенных потоков:

 Φδоn = Φδo(n–1) + Φδo(n+1). (11)

Расчет проводимостей. Расчет полных магнитных проводимостей рассеяния G G Gn n n n
z

σ σ σ
δ

( ) ( )− −= +1 , 1 , 
G G Gn n n n

z
σ σ σ

δ
( ) ( )− −= +1 , 1 ,  и G G Gn n n n

z
σ σ σ

δ
,( ) ,( )+ += +1 1  при различных положениях зубцов статора относитель-

но полюсов ротора (области магнитной системы 1…4 на рис. 3) выполнялся аналитическим ме-
тодом с использованием элементарных магнитных проводимостей рассеяния [12]. Для этого рас-
смотрены рис. 6 и 7, на которых представлены структура магнитной системы СЭМ с ДЗО с обо-
значением элементарных проводимостей рассеяния и соответствующие ей эквивалентные схемы 
магнитных цепей для 1–4 областей магнитной системы соответственно. 

На рис. 6 и 7 обозначено: dG′[1…4]м1(2) и dG″[1…4]м1(2) – элементарные магнитные проводимо-
сти рассеяния участков ПМ по пути потоков краевого эффекта и потоков воздушного зазора 
соответственно; dG′[1…4]air1(2) и dG″[1…4]air1(2) – элементарные магнитные проводимости рассея-
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ния участков по воздуху по пути потоков краевого эффекта и потоков воздушного зазора со-
ответственно; dGΔ – элементарная магнитная проводимость рассеяния межполюсного участка; 
bПМ – ширина ПМ, м; bΔ – ширина межполюсного участка, м; Δδ – высота межполюсного участ-
ка, ограничивающая зону потока рассеяния, м; hПМ – толщина ПМ, м; δ – величина воздушно-
го зазора, м; r rz z
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σ зависят от координаты поло-
жения ротора. Индексы 1 и 2 относятся к левому и правому ПМ соответственно в каждой обла-
сти магнитной системы [1…4].

Из рис. 7 следует, что полные элементарные магнитные проводимости рассеяния для каждой 
области магнитной системы [1…4] могут быть представлены в виде:
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Рис. 6. Структура магнитной системы синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками с обо-
значением элементарных проводимостей рассеяния 

Fig. 6. The structure of the magnetic system of a synchronous electric machine with fractional tooth winding with the 
designation of the elementary scattering conductivities

Рис. 7. Эквивалентные схемы магнитных цепей 1–4 областей магнитной системы синхронной электрической маши-
ны с дробными зубцовыми обмотками для расчета проводимостей рассеяния 

Fig. 7. Equivalent circuits of magnetic circuits of 1–4 regions of the magnetic system of a synchronous electric machine with 
fractional tooth windings for calculating leakage conductivities
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Элементарные проводимости по путям магнитных потоков рассеяния через зубец статора 
для бесконечно тонкого слоя dρ или dx состоит из двух последовательно соединенных участков: 
воздушный промежуток и ПМ [12]. А элементарная проводимость рассеяния межполюсного ин-
тервала является проводимостью только воздушного участка. Полагаем, что элементарные маг-
нитные проводимости рассеяния по воздуху представляются в виде тонких слоев dρ ограничен-
ных дугами окружностей радиуса ρ, сопряженных с небольшими прямолинейными участками, 
а в зоне воздушного зазора dx и межполюсного интервала dΔδ – только прямолинейными участ-
ками [12]. Учитывая вышесказанное, элементарные магнитные проводимости рассеяния, можно 
представить в виде:
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где mr – внутренняя проницаемость ПМ, Гн/м; l – длина ПМ в направлении, перпендикулярном 
плоскости рисунка (эффективная длина), м; m0 – абсолютная магнитная проницаемость ваку-
ума, Гн/м.

Выражения полных магнитных проводимостей рассеяния (12) – (15) для каждой области маг-
нитной системы [1…4] с учетом подстановки в их элементарных магнитных проводимостей рас-
сеяния (16) и последующим интегрированием примут вид: 
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для области 4

 G
la b a r b x az z

4

0

1 1 1

4

1 1 1

4

2
1 2 0 5

[ ]

− − −
[ ]

− −
[ ]

=
+( ) +(

σ

δ σ δ σµ π∆ ∆∆ ∆ln ,
2 )) +





+( ) +
[ ]

−
[ ]

−
[ ]

x

a r a x

z

z z

4

2

1

4

1 1

4

2
0 5 1 2

σ

σ σ, ln

,

2

 (20)

где a hr= ( )− −2 1
0

1π µ µ δПМ+ . 

Структурная схема математической модели для определения основного магнитного потока 
через катушку рабочей обмотки Φδon СЭМ с ДЗО представлена на рис. 8. 

Рис. 8. Структурная схема математической модели для определения основного магнитного потока через катушку 
рабочей обмотки синхронной электрической машины с дробными зубцовыми обмотками

Fig. 8. Block diagram of a mathematical model for determining the main magnetic flux through the coil of the working 
winding of a synchronous electric machine with fractional tooth winding 

Из информации, представленной на рис. 8, следует, что достоверность аналитической мо-
дели для определения основного магнитного потока через рабочую обмотку электрической 
машины существенно зависит от корректного анализа ДКЭМ МП магнитной системы и опре-
деления типовых магнитных потоков при различных взаимных положениях полюсов ротора 
и статора.

Заключение. Посредством двумерной конечно-элементной модели магнитного поля опреде-
лены типовые магнитные потоки в магнитной системе СЭМ с ДЗО. В результате анализа степени 
влияния магнитных потоков краевого эффекта и рассеяния на величину основного магнитного 
потока построены эквивалентные схемы магнитной цепи исследуемой электрической машины 
при различных положениях зубцов статора относительно полюсов ротора.

Разработана аналитическая модель для определения основного магнитного потока через ка-
тушку рабочей обмотки СЭМ с ДЗО, учитывающая его зависимость от координаты положения 
ротора, наличие потоков краевого эффекта и рассеяния. Предложенная модель позволяет решить 
задачу количественного определения величины основного магнитного потока через катушку ра-
бочей обмотки с высокой точностью. Практическая значимость разработанной аналитической 
модели заключается в возможности определения влияния основных геометрических параметров 
магнитной цепи на характер изменения основного магнитного потока через катушку рабочей об-
мотки при наименьших временных затратах. Предложенная аналитическая модель может быть 
применима в процессе оптимизации синхронных электрических машин с дробными зубцовыми 
обмотками. 
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