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Аннотация. Получены эквивалентные формы записи алгоритмов работы адаптивных антенных решеток, рас-
сматривающих алгоритмы как разновидности некоторого обобщенного LMS-алгоритма. Это позволит облегчить 
сравнительный анализ характеристик алгоритмов. Рассмотрены алгоритмы работы: LMS, NLMS, LMS-Newton, 
SMI, RLS. Приведены исходные алгоритмы работы адаптивных антенных решеток, выводы эквивалентных алго-
ритмов работы и эквивалентная структурная схема обобщенного LMS-алгоритма. Эквивалентные формы записи 
алгоритмов работы адаптивных антенных решеток и их параметры представлены также в виде таблицы. Особый 
интерес представляет эквивалентный алгоритм работы в случае алгоритма SMI, наиболее сильно отличающегося 
от алгоритма LMS. Эквивалентные алгоритмы обладают только скалярным коэффициентом сходимости и матрич-
ным нормирующим множителем. Для алгоритмов LMS-Newton, SMI, RLS матричный нормирующий множитель 
одинаков, определяется обращением оценки корреляционной матрицы входных сигналов и позволяет снизить зави-
симость характеристик алгоритмов от параметров корреляционной матрицы. Скалярный коэффициент сходимости 
эквивалентных алгоритмов в случае алгоритмов SMI, RLS зависит от номера итерации и стремится к нулю для ал-
горитма SMI и к некоторой ненулевой величине для алгоритма RLS. Зависимость коэффициента сходимости от но-
мера итерации позволяет оптимизировать характеристики алгоритмов на этапе переходного процесса. Стремление 
к нулю коэффициента сходимости в случае алгоритма SMI делает его эффективным только для стационарных вход-
ных сигналов. Ненулевое установившееся значение коэффициента сходимости в случае алгоритма RLS позволяет 
эффективно использовать его в нестационарной обстановке.
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EQUIVALENT FORMS OF WRITING OF PROCESSING ALGORITHMS OF ADAPTIVE ANTENNA ARRAYS 

Abstract. The article is devoted to obtaining equivalent forms of writing of processing algorithms for the operation of 
adaptive antenna arrays, considering algorithms as varieties of some generalized LMS algorithm. This will facilitate a com-
parative analysis of the algorithms’ characteristics. The following algorithms of operation are considered: LMS, NLMS, 
LMS-Newton, SMI, RLS. The article contains the initial operation algorithms of adaptive antenna arrays, conclusions of 
equivalent processing algorithms and an equivalent block diagram of the generalized LMS algorithm. Equivalent forms of 
writing the operation algorithms of adaptive antenna arrays and their parameters are also presented in tabular form. Of par-
ticular interest is the equivalent operation algorithm in the case of the SMI algorithm, which differs most from the LMS 
algorithm. Equivalent algorithms differ only by the scalar convergence coefficient and the matrix normalizing factor. For 
LMS-Newton, SMI, and RLS algorithms, the matrix normalizing factor is the same, it is determined by inverting the esti-
mation of the correlation matrix of input signals and reduces the dependence of the characteristics of the algorithms on the 
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parameters of the correlation matrix. The scalar convergence coefficient of equivalent algorithms in the case of SMI and RLS 
algorithms depends on the iteration number and tends to zero for the SMI algorithm and to some non-zero value for the RLS 
algorithm. The dependence of the convergence coefficient on the iteration number makes it possible to optimize the charac-
teristics of the algorithms at the transition stage. The tendency of the convergence coefficient to zero in the case of the SMI 
algorithm makes it effective only for stationary input signals. The non-zero steady-state value of the convergence coefficient 
in the case of the RLS algorithm allows its effective use in a non-stationary environment.
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Введение. В настоящее время адаптивные антенные решетки находят широкое применение 
в системах радиосвязи, радиолокации и спутниковой навигации для подавления активных шу-
мовых помех [1]. Большинство алгоритмов работы адаптивных антенных решеток делятся на 
три группы [1–3]:

алгоритмы, реализующие градиентный метод (алгоритм LMS, от англ. Least Mean Squares, 
и его модификации);

алгоритмы непосредственного обращения матрицы (алгоритм SMI, от англ. Simple Matrix 
Inversion, и его модификации);

алгоритмы рекурсивных наименьших квадратов (алгоритм RLS, от англ. Recursive 
Least Squares).

Значительные отличия в форме записи алгоритмов затрудняют сравнительный анализ их 
свойств и характеристик. 

Цель исследования – получение эквивалентных форм записи алгоритмов работы адаптив-
ных антенных решеток, позволяющих рассматривать указанные алгоритмы как разновидно-
сти некоторого обобщенного LMS-алгоритма. В этом случае алгоритмы отличаются между со-
бой только скалярным коэффициентом сходимости и матричным нормирующим множителем. 
Соответственно, облегчается сравнительный анализ характеристик алгоритмов.

Алгоритмы, реализующие градиентный метод (LMS-алгоритм и его модификации). 
Классический LMS-алгоритм формирования весовых коэффициентов может быть получен ме-
тодом замены производных конечными разностями для аналогового прототипа, реализующего 
градиентный метод поиска экстремума функционала качества [3]:

 ( ) ( ) ( ) ( )*1 ,n n K n E nΣ= − −µW W Eп  (1)

где E n E n n nΣ ( ) = ( ) + ( ) −( )0
1E WT  – выходной сигнал устройства адаптивной пространственной 

обработки; E0(n) – комплексная амплитуда выходного сигнала основного канала антенной ре-
шетки; E n E n E n E nN( ) = ( ) ( ) ( ) 1 2



T – вектор-столбец комплексных амплитуд выходных 
сигналов компенсационных каналов антенной решетки; W = [ ]W W WN1 2



T – вектор-стол-
бец комплексных весовых коэффициентов; Т – символ транспонирования матрицы; * – символ 
комплексного сопряжения; Kп – коэффициент преобразования, обеспечивающий выполнение 
требований размерности; µ – безразмерный коэффициент сходимости.

Недостатками алгоритма LMS являются: возможность потери устойчивости при неправиль-
ном выборе коэффициента сходимости; зависимость скорости сходимости от мощности помехи. 
Достоинство алгоритма LMS – минимальная вычислительная сложность.

Попыткой устранения зависимости скорости сходимости алгоритма LMS от мощности по-
мех является использование нормализованного алгоритма NLMS (Normalized LMS). Алгоритм 
NLMS используется в тех случаях, когда алгоритм LMS не может гарантировать устойчивость 
из-за неизвестных характеристик входного сигнала или при обработке нестационарных сигна-
лов и имеет следующий вид [2]: 
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где Н – символ эрмитова сопряжения матрицы.
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Благодаря сравнительной простоте алгоритм NLMS является одним из наиболее часто ис-
пользуемых.

Алгоритм LMS-Newton рассматривается как способ устранения зависимости некоторых 
свойств алгоритма LMS от параметров корреляционной матрицы [4], основан на использовании 
метода Ньютона и записывается в виде

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 *ˆ1 ,n n n n E n−
Σ= − −µ ⋅ ⋅ ⋅W W R E  (3)

где ( ) ( )T

1

1ˆ
n

k
k k

n
∗

=
= ∑R E E  – оценка корреляционной матрицы принимаемых сигналов.

Алгоритмы непосредственного обращения матрицы (алгоритм SMI и его модификации). 
Алгоритм непосредственного обращения матрицы получен методом наименьших квадратов 
[2, 4] и описывается выражением
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Для алгоритма SMI значение весового вектора определяется учетом не только текущего от-
счета n входных сигналов, как в алгоритме LMS, но и всех предыдущих отсчетов, что опреде-
ляет оптимальность алгоритма SMI по отношению к алгоритму LMS в стационарной помеховой 
обстановке. В выражении (4) матрицы 



R и 


R0 введены по той причине, что при их вычислении 
в отличие от матриц R̂ и 0R̂  отсутствует необходимость использования затратной в вычисли-
тельном отношении операции деления на n [2].

Алгоритм непосредственного обращения матрицы характеризуется большой вычислительной 
сложностью из-за необходимости обращения матрицы на каждом шаге. Поэтому широкое распро-
странение получил алгоритм получения весового вектора с использованием рекуррентного обра-
щения матрицы. Рекуррентный способ обращения матрицы основан на ее представлении в виде [4]
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Матрица вида A + αB*BT обращается с использованием матричного уравнения [1, 5]:
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В этом случае рекуррентное выражение для матрицы, обратной матрице (5), может быть за-
писано следующим образом:
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либо, согласно [2, 4]:
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Преобразуем формулу для определения переменного матричного коэффициента k(n) с уче-
том (8):
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Однако в соответствии с выражением (8) 
  

R R k E R− − −( ) = −( ) − ( ) ( ) −( )1 1 1
1 1n n n n nT

. Следова-
тельно, можно записать [2, 4]

 k R En n n( ) = ( ) ( )− ∗

1
. (9)

Рекуррентная формула оценивания непосредственно весового вектора получается путем ум-
ножения рекуррентной оценки обратной матрицы на вектор корреляции: 
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Таким образом, запишем [2, 4]
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Выражения (10) и (11) удобны для выполнения вычислений с минимальными вычислитель-
ными затратами, так как отсутствует необходимость обращения матрицы и минимизированы 
вычислительные операции, при этом однако усложняется анализ характеристик алгоритмов. 

Учитывая, что в соответствии с (4) ( ) ( )1 11 ˆ ,n n
n

− −=R R


 выражение (11) модифицируем следую-
щим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 ˆ1 .n n n n E n
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Σ= − −W W R E  (12)

Чтобы обеспечить преемственность формы полученного алгоритма с формой ранее описан-
ных алгоритмов LMS (1) и LMS-Newton (3), перепишем (12) в следующем виде:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
SMI

ˆ1 ,n n n n n E n− ∗
Σ= − −µW W R E  (13)

где µSMI n
n

( ) = 1 .
Отличие алгоритма (13) от алгоритма LMS-Newton (3), для которого коэффициент сходимо-

сти µ является константой, заключается в зависимости коэффициента сходимости µSMI n( ) от 
номера итерации.

Алгоритм RLS. Данный алгоритм подробно рассмотрен в [2] и позволяет учитывать неста-
ционарный характер обрабатываемых сигналов. Начальный алгоритм вычисления весовых ко-
эффициентов по методу RLS [2]:
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Оценка матриц 
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

R E E E E E Eλ λ λn k k k k n nn k

k

n n k

k

n
( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) + ( ) (−

=

−

=

−
∑ ∑* * *T T T

1 1

1

)),

 


R E E E
0 0

1

0

1

1

0λ λ λn k E k k E k n E nn k

k

n n k

k

n
( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) + ( )−

=

−

=

−
∑ ∑* * * (( ),

где 0 < λ m 1 – параметр забывания. 
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Учитывая, что 
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оценку матриц, используемых при формировании весовых коэффициентов, для метода RLS 
можно представить следующим образом:

 
 

R E E E E R E Eλ λλ λn k k n n n n nn k

k

n
( ) = ( ) ( ) + ( ) ( ) = −( ) + ( )−

=

−
∑ * * *T T T

1

1

1 (( ), (15)

 
 

R E E R E
0 0λ λλ λn k E k n E n n n En k

k

n
( ) = ( ) ( ) + ( ) ( ) = −( ) + ( )−

=

−
∑ * * *

0

1

1

0
1

00
n( ). (16)

Матрица вида A B B+ ∗α T обращается с использованием матричного уравнения (6). 
Соответственно, рекуррентное выражение для обратной матрицы запишем так:

 

  

R R E E R E Eλ λ λλ
λ λ

− ∗ − ∗( ) = −( ) + ( ) ( )



 = −( ) + ( ) (1

1

1
1

1
1n n n n n n nT T ))





=

= −( ) − −( ) ( ) ( ) −

−

− −
− − ∗ − −

1

1 1

1 1 1 1

1
1 1

λ
λ λ

λ


 

R
R E E R

n
n n n nT (( )

+ ( ) −( ) ( )− − ∗
1 1

1 1λ E R ET n n n


.

 (17)

Выражение (17) можно представить в следующем виде [2, 4]:

 
  

R R k E Rλ λ λ λλ λ− − − − −( ) −( ) − ( ) ( ) −( )1 1 1 1 1
1 1n n n n n=

T
, (18)

где k
R E
E R Eλ

λ

λ

λ

λ
n

n n
n n n

( ) = −( ) ( )
+ ( ) −( ) ( )

− − ∗

− − ∗

1 1

1 1

1

1 1





T
.

Преобразуем выражение для переменного матричного коэффициента kλ(n) исходя из (18):

 
k R E k E R Eλ λ λ λλ λ

λ

n n n n n n n( ) = −( ) ( ) − ( ) ( ) −( ) ( ) =
=

− − ∗ − − ∗

−

1 1 1 1

1

1 1
 

T

 

R k E R Eλ λ λλ− − − ∗−( ) − ( ) ( ) −( )( ) ( )1 1 1
1 1n n n n nT

.

Однако в соответствии с (17) 
  

R R k E Rλ λ λ λλ λ− − − − −( ) −( ) − ( ) ( ) −( )1 1 1 1 1
1 1n n n n n=

T . Следова-
тельно, можно записать [2, 4]:

 k R Eλ λn n n( ) = ( ) ( )− ∗

1
. (19)

Рекуррентные формулы оценивания непосредственно весового вектора получим аналогично 
выражениям (10) и (11), умножив рекуррентную оценку обратной матрицы на вектор корреля-
ции [2, 4]:
 W W kn n n E n( ) = −( ) − ( ) ( )1 λ Σ , (20)

или
 W W R En n n n E n( ) = −( ) − ( ) ( ) ( )− ∗

1
1



λ Σ , (21)

где E n E n n nΣ ( ) = ( ) + ( ) −( )0
1E WT

; k
R E
E R Eλ

λ

λ

λ

λ
n

n n
n n n

( ) = −( ) ( )
+ ( ) −( ) ( )

− − ∗

− − ∗

1 1

1 1

1

1 1





T
; 
  

R R k E Rλ λ λ λλ λ− − − − −( ) −( ) − ( ) ( ) −( )1 1 1 1 1
1 1n n n n n=

T
. 

  

R R k E Rλ λ λ λλ λ− − − − −( ) −( ) − ( ) ( ) −( )1 1 1 1 1
1 1n n n n n=

T
.

Выражения (20) и (21), как и (10) и (11), удобны для выполнения вычислений с минималь-
ными вычислительными затратами, при этом усложняется анализ характеристик алгоритмов. 
Модифицируем выражение (21) следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ1 .n n n n n n E n− − ∗
λ Σ= − −W W R R R E


 (22)
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Чтобы обеспечить преемственность формы полученного алгоритма с формой ранее описан-
ных алгоритмов LMS (1) и LMS-Newton (3), перепишем (22):

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1ˆ1 ,n n n n n E n− ∗
λ Σ= − −W W R Eµ  (23)

где ( ) ( ) ( )1 ˆ .n n n−
λ λ= R R



µ

Таким образом, алгоритм RLS, так же как и алгоритмы LMS-Newton и SMI, можно пред-
ставить отличающимся от алгоритма LMS матричным множителем ( )1ˆ n−R  при ограничении на 
дополнительный множитель µ. При этом отличие от алгоритмов LMS-Newton и SMI заключа-
ется в индивидуальной зависимости от номера итерации множителя µ, которая в общем случае 
принимает матричный характер
 ( ) ( ) ( )1 ˆ .n n n−

λ λ= R R


µ  (24)

Проследим, каким образом зависимость (24) для алгоритма RLS отличается от ранее полу-
ченной зависимости (13) для алгоритма SMI. Полагая составляющие вектора E(n) отсчетами эр-
годических стационарных случайных процессов и нестационарным только случайный процесс 
E0(n), усреднение по ансамблю реализаций процессов вектора E(n) можно заменить усреднением 
по времени. В этом случае при n → ∞ можно записать [2, с. 202; 4, p. 311]:

 


R E E E Eλ λ λ λn k k E k k
n

n k

k

n

n

n k

k

n n( ) = ( ) ( ) ≈ ( ) ( ){ } =→∞
−
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−

=
∑ ∑* *T T

1 1

−− −

==
= ∑∑ k n k

k

n

k

n
R R λ

11

, (25)

где E{•} – операция усреднения по ансамблю реализаций; R E E= ( ) ( ){ }E k k*
.

T

Используем формулу суммы n членов геометрической прогрессии для определения значения 
λn k

k

n
−

=
∑

1

:

 λ λ λ λ λ
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1 2 2 1 1
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1
 ,

где a
1

0
1= =λ  – первый член; ak

k= −λ 1 – последний член; q a
a
k

k

k

k= = =
−

−

−
1

1

2

λ
λ

λ – знаменатель геоме-
трической прогрессии.

Таким образом, можно записать [2, с. 203; 4, p. 311]:

 


R R Rλ λ
λ
λ

n n k

k

n n
( ) ≈ =

−
−

−

=
∑

1

1

1
. (26)

Соответственно, для обратной матрицы 


Rλ
− ( )1 n  приближенное выражение (26) примет вид

 


R R Rλ
λ

λ
λ

−

−

=

− −( ) ≈ =
−
−∑

1

1

1 11 1

1

n
n k

k

n n . (27)

Аналогично приближенное выражение для матрицы ( )ˆ nR  запишется следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* T * T

1

1ˆ .
n

n k n
n k k E k k

n→∞ = →∞

= ≈ =∑R E E E E R  (28) 

Следовательно, справедлива приближенная запись для формирования весового коэффициен-
та методом RLS

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1

ˆ ˆ1
1 1ˆ ˆ1 1 .

1 1n n

n n n n n n E n

n n n E n n n n E n

− − ∗
λ Σ

− − ∗ − ∗
Σ Σ

= − − ≈

− λ − λ
≈ − − = − −

− λ − λ

W W R R R E

W R RR E W R E



 (29)

Чтобы обеспечить преемственность формы полученных алгоритмов с формой ранее пред-
ставленных алгоритмов LMS и LMS-Newton, перепишем (29) таким образом:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 ˆ ˆ1 1 ,
1 nn n n n E n n n n n E n− ∗ − ∗

Σ λ Σ
− λ

≈ − − = − −µ
− λ

W W R E W R E  (30)

где µ λ
λ

λ n n( ) = −
−

1

1

.
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В соответствии с выражением (30) значение коэффициента сходимости для первого дискрета 
времени равно единице:

 µ
λ
λ

λ 1
1

1

1
1

( ) = −
−

= . (31)

Значение коэффициента сходимости после окончания переходного процесса, в отличие от 
метода SMI, не равно нулю и определяется выражением

 µ
λ
λ

λλ ∞( ) = −
−

= −∞
1

1

1 . (32)

Эквивалентная форма записи алгоритмов. Данная форма записи алгоритмов работы 
адаптивных антенных решеток имеет следующий вид:

 W W U W E En n n n n f k n E n( ) = −( ) − ( ) = −( ) − ( ) ( )( ) ( ) ( )∗
1 1

co
µ Σ . (33)

Эквивалентная структурная схема обобщенной адаптивной антенной решетки, соответствую-
щая выражению (33), приведена на рис. 1.

Рис. 1. Эквивалентная структурная схема обобщенной адаптивной антенной решетки 
Fig. 1. Equivalent block diagram of a generalized adaptive antenna array 

Эквивалентная форма записи алгоритмов работы адаптивных антенных решеток не предна-
значена для реализации, так как может оказаться в вычислительном отношении более сложной 
и в ряде случаев носит приблизительный характер. Однако она облегчает сравнительный анализ 
алгоритмов. Эквивалентные формы записи алгоритмов работы адаптивных антенных решеток 
и их параметры, представлены в таблице.

Эквивалентные формы алгоритмов работы адаптивных антенных решеток
Equivalent forms of algorithms for the operation of adaptive antenna arrays

Алгоритм µ(n) f(E(k)) Uco (n)

LMS µ Kп ( ) ( ) ( )*n K n E nΣµ Eп

NLMS µ
1

E EH n n( ) ( )
µ n

n n
n E n( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

E E
E

H

*

Σ

LMS-Newton µ ( )1ˆ n−R ( ) ( ) ( ) ( )1ˆn n n E n− ∗
Σµ R E

SMI
1
n

( )1ˆ n−R ( ) ( ) ( ) ( )1ˆn n n E n− ∗
Σµ R E

RLS
1
1
−
−
λ
λn ( )1ˆ n−R ( ) ( ) ( ) ( )1ˆn n n E n− ∗

Σµ R E
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Из выражения (33) и таблицы видно, что все алгоритмы работы имеют единую форму запи-
си, а отличаются коэффициентом сходимости µ(n) и нормирующей функцией f(E(k)), зависящей 
от сигналов в компенсационных каналах. Графики зависимостей коэффициента сходимости µ(n) 
от номера итерации n приведены на рис. 2.

Заключение. Получена эквивалентная форма записи алгоритмов работы адаптивных антен-
ных решеток, позволяющая рассматривать указанные алгоритмы как разновидности некоторого 
обобщенного LMS-алгоритма. В этом случае алгоритмы отличаются между собой только ска-
лярным коэффициентом сходимости и матричным нормирующим множителем.

Алгоритм LMS является наиболее простым в вычислительном смысле и приспособлен к рабо-
те в нестационарных условиях. Однако его быстродействие и устойчивость сильно зависят от кор-
реляционной матрицы входных сигналов, что значительно снижает его потребительские качества.

Алгоритм NLMS устраняет недостаток алгоритма LMS, связанный с зависимостью характе-
ристик последнего от мощности входных сигналов за счет использования нормирующего мно-
жителя 1

E EH n n( ) ( )
. При этом сохраняется зависимость быстродействия и устойчивости алго-

ритма от распределения собственных значений корреляционной матрицы сигналов.
Есть основания полагать, что алгоритм LMS-Newton обеспечивает ослабление зависимости 

быстродействия и устойчивости от корреляционной матрицы входных сигналов за счет наличия 
нормирующего множителя ( )1ˆ n−R . Коэффициент сходимости µ постоянен и обеспечивает мини-
мальные ошибки самонастройки только после окончания переходного процесса.

Алгоритм SMI и его модификация (рекуррентный алгоритм обращения матрицы) строго оп-
тимальны только в условиях стационарной обстановки. Снижение зависимости свойств алго-
ритма от корреляционной матрицы входных сигналов обеспечивается наличием нормирующего 
множителя ( )1ˆ n−R . Коэффициент сходимости меняется по закону µ n

n
( ) = 1  и обеспечивает опти-

мальность алгоритма на этапе переходного процесса, однако приводит к размыканию обратной 
связи после некоторого количества шагов итерации.

Алгоритмы RLS оптимальны в условиях нестационарной обстановки. Предположительное 
снижение зависимости свойств алгоритма от корреляционной матрицы входных сигналов обе-
спечивается наличием нормирующего множителя ( )1ˆ n−R . Коэффициент сходимости меняется 
по закону µ λ

λ
n n( ) = −

−
1

1
 и обеспечивает оптимальность алгоритма и на этапе переходного процес-

са, и в установившемся режиме. Значение коэффициента сходимости в установившемся режиме 
µ λ∞( ) = −1  не равно нулю.

Рис. 2. Графики зависимостей коэффициента сходимости µ(n) от номера итера-
ции n для различных алгоритмов

Fig. 2. Graphs of dependences of the coefficient of convergence µ(n) on the number 
of iterations n for various algorithms
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