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РАСЧЕТНАЯ МОДЕЛЬ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ЗОНЫ КОНТАКТА ЗУБЬЕВ 
ПОВЕРХНОСТНО УПРОЧНЕННЫХ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС

Аннотация. Рассмотрено напряженное состояние поверхностного слоя в зоне контакта сопряженных зубьев 
цилиндрических зубчатых колес, которое характеризуется не только поверхностными, но и глубинными эквива-
лентными напряжениями. Показано, что при контактном нагружении напряженное состояние поверхностного слоя 
неоднородное и зависит от расстояния от поверхности. Выполнены анализ и обоснование расчетной модели напря-
женного состояния диффузионного слоя в зоне контакта сопряженных зубьев поверхностно упрочненных зубчатых 
колес. Уточнено значение коэффициента, учитывающего влияние нормальных напряжений на эффективность каса-
тельных. Достоверность и обоснованность модели расчета напряженного состояния поверхностного слоя в зоне кон-
такта сопряженных зубьев поверхностно упрочненных зубчатых колес оценивали по результатам натурных стендо-
вых испытаний зубчатых передач, изготовленных из цементуемой стали 20ХГНР. Значения контактных напряжений 
в полюсе зацепления зубьев корректировали с учетом концентрации нагрузки по ширине зубчатого венца. Глубину 
выкрашивания поврежденных зубьев определяли путем замеров слепков, снятых с зубьев каждой исследованной 
шестерни с использованием метакриловой смолы. Установлено, что зона зарождения глубинного контактного вы-
крашивания для шестерен с модулем 6,5 мм находится на глубине залегания расчетных максимальных эквивалент-
ных касательных напряжений. Согласованность результатов расчета с экспериментальными данными показывает 
обоснованность применения расчетной модели напряженного состояния для эвольвентных зубчатых колес.

Ключевые слова: зубчатые колеса, поверхностное упрочнение, напряженное состояние поверхностного слоя, 
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CALCULATION MODEL OF THE STRESSED STATE OF THE TOOTH CONTACT ZONE OF SURFACE-
HARDENED GEARS

Abstract. Stress state of the surface layer in the contact zone of mating teeth of cylindrical gears has been studied. It 
is established that stressed state of contact surfaces in the meshing pole of mating teeth is characterized not only by surface 
contact stresses, but also by deep equivalent stresses. It is shown that under contact loading the stressed state of surface layer 
is heterogeneous and changes with distance from the surface. Analysis and substantiation of calculation model for stressed 
state of diffusion layer in contact zone of mating teeth of surface-hardened gears are performed. Value of coefficient, which 
takes into account influence of normal stresses on efficiency of tangential ones, is specified. Reliability and validity of model 
of calculation of stressed condition of surface layer in contact zone of mating teeth of surface-hardened gears were estimated 
according to results of full-scale bench tests of the gears made of cemented steel 20ХГНР. The values of contact stresses in 
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tooth meshing pole were corrected considering the load concentration across the width of cogged ring gear. Spalling depth of 
damaged teeth was determined by measuring impressions taken from the teeth of each examined gear with methacrylic resin. 
It is established that the nucleation zone of deep contact pitting for gears with 6.5 mm module is on the depth of occurrence 
of calculated maximum equivalent shear stresses. The consistency of the calculation results with the experimental data shows 
the validity of the calculated stress-strain model for involute gears.

Keywords: gears, surface hardening, surface layer stress state, heterogeneity, analytical model
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Введение. Исследования и расчеты сопротивления контактной усталости (контактной проч-
ности) зубчатых передач направлены на изучение факторов, обуславливающих усталостные про-
цессы при контактном нагружении и влияющих на контактную прочность деталей машин [1–9]. 
Установлено, что напряженное состояние контактирующих поверхностей в полюсе зацепления 
сопряженных зубьев характеризуется не только поверхностными контактными напряжениями, 
но и глубинными эквивалентными напряжениями [6, 7, 9]. Наши исследования подтверждают 
данные результаты [10–13]. Получено, что при определенных условиях глубинные эквивалентные 
напряжения вызывают прогрессирующее выкрашивание поверхностей зубьев – отслаивание, то 
есть большое по глубине и площади выкрашивание, которое, зародившись в зоне полюса зацепле-
ния, имеет тенденцию распространяться в однопарной зоне активных поверхностей зубьев. 

Большое научное и практическое значение имеют теоретические и экспериментальные ис-
следования Р. Р. Гальпера [6] и Е. И. Тескера [9], которые посвящены решению контактной задачи 
по всей толщине поверхностно упрочненного слоя материала зубчатых колес. Они позволяют 
установить зависимость между расположением опасной зоны, в которой могут возникать очаги 
контактных разрушений, и механическими свойствами материала, действующими контактными 
нагрузками с оценкой запаса прочности в этой зоне. Но расчетная оценка сопротивления кон-
тактной усталости поверхностно упрочненных зубчатых колес требует дальнейшего развития. 
В частности, расчет на предотвращение глубинного контактного разрушения азотированных 
зубчатых колес ограничен сравнением допускаемых и расчетных напряжений, действующих 
на границе диффузионного слоя и сердцевины [7]. При этом допускаемые напряжения ставятся 
в зависимость только от прочности сердцевины. Методика расчета поверхностно упрочненных 
зубчатых колес, приведенная в [9], основана не на диаграммах контактной усталости, а на ли-
нейной зависимости предельных касательных напряжений от твердости. Но базовые числа ци-
клов кривых усталости при поверхностных и глубинных разрушениях значительно отличают-
ся. Поэтому использование одного и того же значения расчетного контактного напряжения для 
поверхности и в глубине материала не оправданно [13]. Кроме того, недостаточный объем экс-
периментальных данных приводит к противоречивости информации о напряженном состоянии 
поверхностных слоев зубьев [14]. 

На практике часто ставится задача не только оценки ресурса зубчатых передач, обеспечивае-
мого сопротивлением глубинной контактной усталости поверхностно упрочненных зубчатых ко-
лес, но и определения качественных параметров упрочненных слоев, обеспечивающих бездефект-
ную работу зубчатой передачи в течение заданного срока. При решении этой задачи существен-
ное значение имеет характер напряженного состояния и распределение напряжений в детали, 
допустимость того или иного напряженного состояния для обеспечения прочности изделия [15]. 

Цель работы – анализ и обоснование расчетной модели напряженного состояния диффузи-
онного слоя в зоне контакта сопряженных зубьев поверхностно упрочненных зубчатых колес.

Теоретический анализ. В настоящее время в методиках расчета эвольвентных цилиндри-
ческих передач используют основные положения теории контактных деформаций, полученные 
Г. Герцем [16]. При этом принимают ряд допущений, связанных с отличием условий работы со-
пряженных зубьев зубчатых колес от классических положений теории Г. Герца. При расчете 
эвольвентных цилиндрических передач допускают, что в каждой точке зацепления зубья можно 
заменить прямыми круговыми цилиндрами с параллельными осями, радиусы кривизны которых 
равны радиусам кривизны эвольвенты в точке контакта [15, 16]. Под действием сжимающих нагру-
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зок зубья соприкасаются по узкой полосе (площадке), ограниченной двумя прямыми. Нормальные 
давления поперек площадки, величина которых является необходимой частью расчета на вынос-
ливость рабочей поверхности зубьев, определяются известным выражением [15–17]

 σ σ= − ( )H 1
2y b/ , (1)

где σН – наибольшее давление на контактной площадке, которое связано с нагрузкой wt на еди-
ницу длины цилиндра и величиной b малой полуоси контурного эллипса площадки контакта 
зависимостью [16]

 σ
πH =
2w
b
t . (2)

При работе зубчатых передач нагрузка на боковых поверхностях зубьев меняется по величи-
не, оставаясь постоянной по знаку. Многократное периодическое изменение во времени напря-
женного состояния рабочей поверхности зубьев вызывает образование и дальнейшее развитие 
трещин усталости (рис. 1, а).

Рис. 1. Вид подповерхностной трещины зуба шестерни с модулем 6,5 мм (а) и напряженное состояние при контак-
те цилиндров (b)

Fig. 1. View of the subsurface crack of the gear tooth with a module of 6.5 mm (a) and stress state at contact of cylinders (b)

Для оценки сопротивления усталости поверхностно упрочненных зубчатых колес в реаль-
ных условиях необходимо знать не только наибольшее давление на площадке контакта, но и ха-
рактеристики напряженного состояния рабочего объема материала по толщине упрочненного 
слоя, особенно в критических зонах, где могут возникнуть усталостные разрушения.

Из прикладной теории упругости известно [15], что контактное нагружение цилиндров 
вызывает в материале объемное напряженное состояние, характеризуемое нормальными сжи-
мающими (σх, σy, σz) и касательными (τxy, τyz, τzx) напряжениями (рис. 1, b). Кроме нормальных 
давлений на поверхности площадки контакта действует касательная нагрузка от сил трения. 
Учитывая [17], что при значениях коэффициента трения в контакте, характерных для зубчатых 
передач, касательная нагрузка не оказывает влияние на напряженное состояние на глубине мате-
риала z/b  0,2, компоненты напряженного состояния в произвольной точке с координатами (y, z) 
имеют следующий вид [15, 16]:
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В [18] показано, что касательные напряжения и величина отношения τyz/HV (HV – твер-
дость по шкале Виккерса) являются основным фактором, который определяет глубину зоны 
зарождения трещины, вызывающей глубинное контактное выкрашивание поверхностного 
слоя шестерен.

В общем случае при циклических контактных нагрузках следует рассматривать напряжен-
ное состояние и характер изменения подповерхностных напряжений во всем объеме напряжен-
ного контакта (см. рис. 1, b). В этом случае касательные τα и нормальные σα напряжения на пло-
щадках, проходящих через точку с координатой z0 и наклоненных под углом α к оси у, определя-
ются следующим образом [16]:

 τ α τ α α τ
σ σ

σ
σ σ σ σ

α α=
−

⋅ ⋅ =
+

+
−

⋅ −z y
xy

z y z y
xy

2 2 2
2sin 2  + cos2 ;   cos ⋅⋅sin .2α  (4)

В процессе перекатывания цилиндров меняется относительная координата точки y0, а сле-
довательно, и напряжения τα и σα. На рис. 2 представлены кривые изменения относительного 
касательного напряжения τα/σН для точек, залегающих на глубине z/b = 0,5. На площадках, рас-
положенных под углами α = 0° и 90°, напряжения τα изменяются по симметричному циклу, а под 
углом α = 45° и на остальных площадках – по асимметричному.

Рис. 2. Изменение касательных напряжений на площадках, расположен-
ных под углом α к оси у при z/b = 0,5

Fig. 2. Change of tangential stresses at the sites located at an angle α to the 
y-axis at z/b = 0.5

Определение допустимости того или иного напряженного состояния с точки зрения прочности 
изделия основано на применении гипотез пластичности и прочности. Для пластичных материа-
лов наиболее распространенными являются гипотеза наибольших касательных напряжений и ги-
потеза потенциальной энергии формоизменения (средних касательных напряжений). При оценке 
контактной прочности пластичных и хрупких материалов многочисленными экспериментальны-
ми данными подтверждена гипотеза эквивалентных касательных напряжений [7, 9, 15], согласно 
которой момент наступления предельного состояния (развитие глубинной контактной усталости 
поверхностных слоев) обусловлен способностью материала сопротивляться как касательным, так 
и нормальным напряжениям. В этом случае имеющиеся данные позволяют при напряженном со-
стоянии с превалирующими касательными напряжениями, когда они ответственны за усталост-
ные разрушения, принять гипотезу Геста–Мора [7], согласно которой сопротивление усталости 
материала определяется эквивалентными касательными напряжениями τe, отражающими влияние 
нормальных напряжений σα на площадке действия касательных напряжений τα в данной точке:

 τ τ σα αe k= − , (5)

где k – коэффициент, определяемый экспериментально. 
Результаты расчета по формуле (5) показывают, что эквивалентные касательные напряжения 

имеют максимальные значения на площадках, параллельных и перпендикулярных площадке кон-
такта (α = 0° и 90°), расположенных на глубине z/b = 0,4–0,8 при y/b = ± 0,85, что согласуется с резуль-
татами исследований [16]. Причем напряжения на площадках c α = 90° выше, чем c α = 0° (рис. 3).
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Так как расчет зубчатых передач на проч-
ность производится по наибольшей величине 
эквивалентного напряжения, то анализ напря-
женного состояния площадки контакта с при-
менением формул (3) и (5) показывает, что на 
площадках, перпендикулярных площадке кон-
такта (α = 90°), главные напряжения τα совпа-
дают по абсолютной величине, но противопо-
ложны по знаку с напряжениями τyz, а главные 
напряжения σα совпадают по величине и зна-
ку с напряжениями σy. Учитывая эти данные, 
применим теорию прочности Геста–Мора для 
напряженного состояния, описываемого урав-
нениями (3) для компонентов τyz и σy:

 τ τ σe yz yk= − . (6)

Расчет эквивалентных касательных напря-
жений τe по формулам (5) и (6) показал, что 
они равны по абсолютной величине на пло-
щадках, перпендикулярных площадке контакта (α = 90°). Следовательно, с целью упрощения 
расчетов для определения напряжений τe целесообразно применять формулу (6).

Экспериментальные исследования и результаты. Достоверность и обоснованность моде-
ли расчета напряженного состояния поверхностного слоя в зоне контакта сопряженных зубьев 
поверхностно упрочненных зубчатых колес оценивали по результатам экспериментальных ис-
следований в рамках натурных стендовых испытаний зубчатых передач с модулем 6,5 мм, из-
готовленных из цементуемой стали 20ХГНР (ГОСТ 4543–2016). Зубчатые колеса, подвергнутые 
химико-термической обработке (цементация, закалка и низкий отпуск), испытывали при кон-
тактных напряжениях в полюсе зацепления 2000–2200 МПа. Для установления причин контакт-
ных повреждений и разрушений зубчатых колес после стендовых испытаний были проведены 
металлографические и дюрометрические исследования упрочненных слоев образцов испытан-
ных шестерен. За критерий достоверности модели расчета принималось соответствие глубины 
контактного выкрашивания испытанных шестерен с глубиной залегания максимальных эквива-
лентных касательных напряжений. 

Особое внимание при анализе результатов 
испытаний уделяли определению твердости 
и качества структуры диффузионных слоев 
на определенном расстоянии от поверхности 
зубьев в зоне с максимальными величинами 
эквивалентных касательных напряжений, 
рассчитываемых согласно уравнению (6) по 
всей толщине диффузионного слоя. При рас-
чете учитывали неоднородность упрочнен-
ных диффузионных слоев, обусловленную 
градиентом твердости после химико-терми-
ческого упрочнения, путем варьирования зна-
чениями коэффициента k, который учитывает 
влияние нормальных напряжений на эффек-
тивность касательных. Для зон диффузион-
ного слоя с твердостью 550 HV 0,2 и менее 
принимали k = 0,25 [7], для зон с твердостью 
выше 550 HV 0,2 для определения величи-
ны k предложена зависимость k = 0,0013 HV – 
0,5331 (рис. 4).

Рис. 3. Изменение относительных эквивалентных напря-
жений τe/σН в зависимости от глубины z/b упрочненного 
слоя: 1 – для площадок с α = 90°; 2 – для площадок с α = 0°
Fig. 3. Change of the relative equivalent stress τe/σН 
depending on the depth z/b of the hardened layer: 1 – for 

areas with = 90°; 2 – for areas with = 0°

Рис. 4. Зависимость коэффициента k от твердости HV 0,2 
диффузионного слоя

Fig. 4. Dependence of the coefficient k on the hardness 
HV 0.2 of the diffusion layer
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Финишной обработкой испытуемых шестерен являлась химико-термическая, поэтому сте-
пень точности изготовления зубчатых колес была невысокой и составляла 10–11 по нормам 
кинематической точности по ГОСТ 1643–81. Это обусловило нестабильность пятна контакта 
в зацеплении и неоднородность концентрации нагрузки по длине зуба при испытании разных 
пар. Для уточнения концентрации нагрузки в зубчатом зацеплении была определена величина 
коэффициента KНβ, учитывающего неравномерность распределения нагрузки по ширине венца 
для всех испытанных зубчатых пар: 

 K K KH H HWβ β= + −( ) ⋅1 10 , (7)

где KHβ
0  – коэффициент, учитывающий неравномерность распределения нагрузки по ширине вен-

ца в начальный период работы передачи; KHW – коэффициент, учитывающий приработку зубьев.
Для цементуемых зубчатых колес первоначальная неравномерность распределения на-

грузки по ширине венца с течением времени практически не изменяется, поскольку колеса 
с твердыми поверхностями зубьев практически не прирабатываются [19]. Поэтому коэффициент 
KHW = 1, а формула (7) принимает вид: K KH Hβ β= 0 . 

Коэффициент KHβ
0  определяли в соответствии с рекомендациями ГОСТ 21354–75:
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где Gt – суммарная жесткость сопряженных зубьев, Gt = 14 ГПа; wHm – удельная расчетная окруж-
ная сила, Н/мм; bw – рабочая ширина зубчатого венца, мм; dw – диаметр начальной окружности, мм; 
γΣ – суммарный угол между проекциями осей зубчатых колес на плоскость зацепления, рад:
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δ

∑ =
−

=
∆ ∆ ∆1 2

b bw w
, (9)

где ∆1 и ∆2 – величины износа по краям рабочей ширины шестерни bw, мм.
Подставив выражение (9) в (8) и выразив удельную расчетную окружную силу wHm через 

крутящий момент на шестерне TH [Нм], получим окончательно выражение для KНβ:
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Величины износа ∆1 и ∆2, входящие в выражение (9), определяли путем замеров слеп-
ков, снятых с зубьев каждой исследованной шестерни с использованием метакриловой смолы 
Degaroute 465, которая применялась также для определения глубины выкрашивания поврежден-
ных зубьев. По результатам замеров слепков установлено, что глубина выкрашивания по боковой 
поверхности в зоне однопарного зацепления зубьев испытанных шестерен составила 0,4–0,7 мм.

Результаты исследования показали, что величина коэффициента KHβ, учитывающего нерав-
номерность распределения нагрузки по ширине венца, колебалась от 1,04 до 1,50 для всех испы-
танных зубчатых пар. Полученные результаты позволили уточнить величину контактных напря-
жений σН, действующих на контактирующих поверхностях каждой пары испытанных шестерен. 

Расчет эквивалентных касательных напряжений по формуле (6) с учетом уточненных значе-
ний контактных напряжений, действующих при режимах стендовых испытаний, показал, что 
глубина залегания максимальных величин эквивалентных напряжений составляет 0,5–0,6 мм, 
что хорошо согласуется с экспериментальными данными (см. рис. 1, а). Следовательно, мож-
но сделать вывод, что зона зарождения глубинного контактного выкрашивания для шестерен 
с модулем 6,5 мм находится на глубине залегания максимальных эквивалентных касательных 
напряжений. Полученный результат показывает обоснованность применения расчетной модели 
напряженного состояния для эвольвентных зубчатых колес.

Заключение. При контактном нагружении поверхностно упрочненного материала напря-
женное состояние подповерхностного слоя неоднородное и изменяется с расстоянием от поверх-
ности. Неоднородность напряженного состояния подповерхностного слоя является предпосыл-
кой появления в нем критических зон, в которых могут зарождаться и развиваться усталостные 
процессы контактного разрушения. 
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Результаты натурных стендовых испытаний зубчатых передач, изготовленных из цементуе-
мой стали 20ХГНР показали, что зона зарождения глубинного контактного выкрашивания для 
шестерен с модулем 6,5 мм находится на глубине залегания максимальных эквивалентных ка-
сательных напряжений. Полученный результат показывает обоснованность применения расчет-
ной модели напряженного состояния для эвольвентных зубчатых колес.
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