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Аннотация. Установлена связь между решением проблемы Шеметкова о Z-насыщенных формациях и изучени-
ем классов групп, определяемых системами формационно субнормальных подгрупп. Найден критерий разрешимой 
насыщенности сверхрадикальной формации. Доказана сверхрадикальность наследственных S



-формаций. Описаны 
все наследственные формации разрешимых групп F, содержащие всякую группу, представленную в произведение 
своих подгрупп, все H-подгруппы которых F-субнормальны (K-F-субнормальны), где H – насыщенный гомоморф.
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Введение и основные результаты. Рассматриваются только конечные группы. Один из 
классических подходов к исследованию строения группы заключается в анализе ее действия на 
своих главных факторах. Данный метод тесно связан с такими важными классами групп, как 
классы всех нильпотентных, разрешимых, сверхразрешимых и квазинильпотентных групп. 
Первые три класса являются примерами локальных формаций, а четвертый – композиционной 
(бэр-локальной) формацией. Описанию данных семейств формаций и их свойств посвящены, на-
пример, монографии [1–5]. Отметим, что класс разрешимых групп, ранги главных факторов ко-
торых не превосходят натуральное число n ≥ 2, хотя и определяется с помощью действия группы 
на главных факторах, но не принадлежит указанным семействам формаций [6, теорема 6].
© Балычев С. В., Мурашко В. И., 2026
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Пусть F – класс групп. Напомним [1, с. 127–128], что главный фактор H/K группы G назы-
вается F-центральным, если ( / ) ( / ( / ))GH K G C H K ∈ F.  Согласно теореме Барнса  – Кегеля 
[2, гл. IV, предложение 1.5], если F  – формация и G ∈ F, то все главные факторы G являют-
ся F-центральными, однако обратное утверждение не всегда верно. В связи с вышеизложенным 
Л. А. Шеметковым была поставлена следующая проблема. 

П р о б л е м а  1 [7, вопрос 4.1]. Описать семейство формаций F, содержащих всякую группу, 
у которой все главные факторы F-центральны.

Решению данной проблемы посвящены работы [6; 8]. В частности, такие формации называ-
ются Z-насыщенными [6]. Важным шагом в решении данной проблемы является описание от-
дельных семейств Z-насыщенных формаций и их приложений при изучении строения групп.

В ряде исследований (см., напр., [9–15]) изучались классы групп, определяемые системами 
формационно субнормальных подгрупп. Напомним следующие известные определения форма-
ционной субнормальности (см., напр., [3; 4]).

О п р е д е л е н и е . Пусть F – непустая формация. Подгруппа H группы G называется:
(1) F-субнормальной в G, если либо H  =  G, либо существует максимальная цепь подгрупп 

0 1 nH H H H G= ⊂ … ⊂ =  такая, что 1i iH H −⊆F  для {1, , }.i n∈ …  Обозначается -sn .H GF

(2) K-F-субнормальной в G, если существует цепь подгрупп 0 1 nH H H H G= ⊆ ⊆ … ⊆ =  та-
кая, что либо Hi–1  Hi, либо 1i iH H −⊆F . Обозначается  - -sn .H K GF

Отметим, что важную роль в ряде указанных работ играют классы wF и vF групп, у которых 
всякая силовская [10; 14] и всякая циклическая примарная [11] подгруппа F-субнормальна. При 
определении этих классов мы считаем единичную подгруппу и силовской, и циклической при-
марной. Тот факт, что для наследственной формации F классы wF и vF являются Z-насыщенными 
формациями, использовался для доказательства основных результатов в [16; 17]. Связь классов 
групп, определяемых системами формационно субнормальных подгрупп, с решением пробле-
мы 1 устанавливает следующий результат.

Те о р е м а  1. Пусть H – насыщенный гомоморф и F – наследственная формация. Если F со-
держит всякую группу, все H-подгруппы которой F-субнормальны (K-F-субнормальны), то F – 
Z-насыщенная формация.

Известной задачей, связанной с F-субнормальностью, является задача 14.99 из [18] о сверхра-
дикальных формациях: а) найти все локальные сверхрадикальные формации; b) доказать, что 
всякая наследственная сверхрадикальная формация является разрешимо насыщенной формаци-
ей. Отрицательный ответ на вопрос пункта b) был получен в [12], а полный ответ на вопрос 
пункта а) до сих пор неизвестен (ряд таких формаций описан в [13]). Напомним, что формация 
F называется сверхрадикальной, если она нормально наследственна и содержит каждую группу 
G = AB, где A и B – F-субнормальные F-подгруппы.

Естественным является вопрос: при каких условиях на наследственную сверхрадикальную 
формацию она будет разрешимо насыщенна. Используя методы работы [6], можно доказать сле-
дующую теорему.

Те о р е м а  2. Верны следующие утверждения:
(1) непустая наследственная сверхрадикальная формация разрешимо насыщенна тогда 

и только тогда, когда она Z-насыщенна;
(2) непустая наследственная формация F, замкнутая относительно взятия произведений 

K-F-субнормальных подгрупп, разрешимо насыщенна тогда и только тогда, когда она Z-насы
щенна.

Заметим, что если F  – наследственная формация и G = AB, где A и B  – F-субнормальные 
F-подгруппы, то все подгруппы из A и B также F-субнормальны в G. Данное утверждение при-
водит к естественному условию разрешимой насыщенности сверхрадикальной формации.

С л е д с т в и е  1. Если наследственная сверхрадикальная формация F содержит всякую 
группу, все подгруппы которой F-субнормальны, то она разрешимо насыщенна.

Дальнейшая часть работы посвящена изучению следующего подсемейства разрешимо насы-
щенных формаций.
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С л е д с т в и е  2. Пусть H  – насыщенный гомоморф и F  – наследственная формация, со-
держащая всякую группу G, являющуюся произведением попарно перестановочных под-
групп A1, A2, ... An, все H-подгруппы которых являются F-субнормальными (K-F-субнормальными) 
в G. Тогда F – разрешимо насыщенная формация.

Напомним [19] (см. также [1; 3; 4]), что формацией Шеметкова (кратко S


-формацией) назы-
вается формация F, у которой все минимальные не F-группы являются или группами Шмидта, 
или группами простого порядка.

Те о р е м а  3. Пусть H – насыщенный гомоморф, содержащий все циклические примарные 
группы, и F – наследственная S



-формация. 
(1) Если группа G является произведением попарно перестановочных подгрупп A1, A2, ... An 

и все H-подгруппы из Ai являются F-субнормальными в G для любого i, то G ∈ F.
(2) Если группа G является произведением попарно перестановочных подгрупп A1, A2, ... An, все 

H-подгруппы из Ai являются K-F-субнормальными в G для любого i и ( ) ( ),Gπ ⊆ π F  то G ∈ F.
Известны примеры [20; 21] ненасыщенных (нелокальных) S



-формаций. Из предыдущей тео-
ремы следует сверхрадикальность наследственных S



-формаций.
С л е д с т в и е  3. Наследственная S



-формация является сверхрадикальной.
С л е д с т в и е  4. Пусть F  – наследственная S



-формация. Если G  =  AB, где A, B – K-F-
субнормальные F-подгруппы, то G ∈ F.

Известно [22], что в классе всех разрешимых групп наследственные сверхрадикальные фор-
мации совпадают с наследственными S



-формациями. Нами получены новые характеризации 
таких формаций.

Те о р е м а  4. Пусть F – наследственная формация разрешимых групп и H – насыщенный 
гомоморф, содержащий все циклические примарные группы. Верны следующие утверждения:

(1) тогда и только тогда F содержит всякую группу G, представленную в произведе-
ние попарно перестановочных подгрупп A1, ... An таких, что все H-подгруппы Ai являются 
F-субнормальными в G для любого {1, , },i n∈ …  когда F является S



-формацией в S;
(2) тогда и только тогда F содержит всякую ( )π F -группу G, представленную в произведе-

ние попарно перестановочных подгрупп A1, ... An таких, что все H-подгруппы Ai являются K-F-
субнормальными в G для любого {1, , },i n∈ …  когда F является S



-формацией в S.
Из данной теоремы при n = 2 вытекает один из основных результатов [11]. 
С л е д с т в и е  5 ([11, теорема F). Для разрешимой наследственной насыщенной формации F 

следующие условия эквивалентны:
(1) F содержит всякую группу G = AB, где все циклические примарные подгруппы подгрупп A 

и B F-субнормальны в G;
(2) F – S



-формация в S.
Предварительные сведения. Используются стандартные обозначения и терминология, ко-

торые, если необходимо, могут быть найдены в [1; 2; 5]. Напомним некоторые из них. Через Zn 
обозначается циклическая группа порядка n, π(G)  – множество простых делителей порядка 
группы G, ( ) ( ).G G∈π = ∪ πFF

Напомним, что классом групп [5, определение 1.1] называется всякое множество групп, со-
держащее вместе с каждой своей группой G и все группы, изоморфные G; класс групп F назы-
вается гомоморфом, если /G N ∈ F  для любых ;N G ∈ F  гомоморф F называется формацией, 
если из / ,   /H A H B∈ ∈F F  всегда следует, что / ( ) .H A B∩ ∈ F  Класс групп F называется: наслед-
ственным, если F вместе с каждой группой содержит всякую ее подгруппу; насыщенным, если 
из /G N ∈ F  и ( )N G≤ Φ  всегда следует, что G ∈ F. F-корадикалом группы G для формации F 
называется наименьшая нормальная подгруппа GF группы G, факторгруппа по которой принад-
лежит F. Через S обозначается класс разрешимых групп.

Следующие известные леммы играют важную роль в доказательстве основных результатов 
работы.

Л е м м а  1 ([3; 4]). Пусть F – формация, H и R – подгруппы группы G и N  G.
(1) Если -sn  (  - -sn  ),H G H K GF F  то / -sn /  ( / - -sn  / ).HN N G N HN N K G NF F
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(2) Если / -sn /   ( / - -sn / ),  H N G N H N GK NF F  то .  -sn   ( - -sn )H KG H GF F

(3) Если -sn   (   - -sn  ),H G H K GF F  то -sn   (   - -sn ).HN G HN K GF F

(4) Если -sn H RF  и   -sn  ( - sn  -R RKG HF F  и  - -sn ),R K GF  то -sn  (  - -sn ).H G H K GF F

Л е м м а  2 ([3; 4]). Пусть F – наследственная формация, H и R – подгруппы группы G.
(1) Если -sn  (  - -sn  ),H G H K GF F -sn H GF  то  -sn  ( - -sn ).H KR R H R R∩ ∩F F

(2) Если -sn H GF  и -sn  (  - -sn R G H K GF F  и  - -sn ),R K GF  то  -sn  ( - -sn ).H KR G H R G F F
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Предположим, что формация F не является Z-на

сыщенной. Тогда класс ZF является наследственной формацией по [6, теорема 1] и [9, лемма 2.4]. 
Выберем группу G наименьшего порядка из ZF \ F.  Тогда всякая подгруппа и факторгруппа 
группы G принадлежат F. В силу того, что F является формацией, в G имеется единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа N. Если N неабелева, то / ( ) .GG C N G  Из ( )/ ( )GN G C N ∈ F  
следует, что G ∈ F, противоречие. Итак, N  – абелева группа. Если G примитивна, то 

/ ( ) ,GG N G C N ∈ F   противоречие. Значит, G не является примитивной группой. Тогда 
N ≤ Φ(G). Заметим, что если G ∈ H, то G F-sn G. Пусть H – собственная H-подгруппа группы G. 
Тогда NH < G. Значит, ,HN ∈ F  т. е. H F-sn HN. Из / / ( )HN N H H N∩ ∈ H  и /G N ∈ F  следует, 
что / -sn  / .HN N G NF  Следовательно, -sn  HN GF  и, значит, -sn  H GF  по лемме 1. Итак, G ∈ F, 
заключительное противоречие.

Случай, когда F содержит всякую группу, все H-подгруппы которой K-F-субнормальны, рас-
сматривается абсолютно аналогично. Теорема доказана. 

Доказательство теоремы 2 и ее следствий. Заметим, если группа G = AB, где A и B – нор-
мальные F-подгруппы G, то все композиционные факторы группы G принадлежат F. В силу 
наследственности F A и B являются F-субнормальными подгруппами G. Заметим также, что вся-
кая нормальная подгруппа является также и K-F-субнормальной. Итак, формации, подпадающие 
под случаи (1) и (2) теоремы, являются наследственными формациями Фиттинга. Как вытекает 
из [6, следствие 2], наследственная формация Фиттинга композиционна тогда и только тогда, 
когда она Z-насыщенна. Доказательство теоремы завершает тот факт, что непустая формация 
композиционна тогда и только тогда, когда она разрешимо насыщенна [2, гл. IV, теорема 4.17]. 

Докажем следствие 1. Предположим, что наследственная сверхрадикальная формация F со-
держит всякую группу, все подгруппы которой F-субнормальны. То есть F содержит всякую 
группу, все H-подгруппы которой F-субнормальны, где H – класс всех групп. Тогда 1 ∈ F и F – 
Z-насыщенная формация по теореме 1. Итак, следствие 1 напрямую вытекает из теоремы 2. 

Докажем следствие 2. Заметим, что из условия при n = 1 следует, что F содержит всякую груп-
пу, все H-подгруппы которой являются F-субнормальными (K-F-субнормальными) в G. Тогда 
F – Z-насыщенная формация по теореме 1. Пусть группа G = AB, где A и B – F-субнормальные 
(соответственно K-F-субнормальные) F-подгруппы G. Тогда все H-подгруппы групп A и B 
F-субнормальны (соответственно K-F-субнормальны) в G. То есть G ∈ F по условию при n = 2. 
Итак, следствие 2 напрямую вытекает из теоремы 2. 

Доказательство теоремы 3 и ее следствий. Для доказательства нам потребуется
У т в е р ж д е н и е . Пусть F – Z-насыщенная наследственная формация и группа G = AB, где 

A – F-подгруппа группы G, а B – элементарная нормальная подгруппа группы G. Тогда G ∈ F, 
если выполняется одно из следующих условий:

(1) A – F-субнормальная подгруппа G;
(2) A – K-F-субнормальная подгруппа G и B ∈ F.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть группа G – контрпример наименьшего порядка. Если N – нор-

мальная подгруппа группы G и N ≠ 1, то условие утверждения верно для группы G/N по лемме 1. 
В силу нашего предположения G / N ∈ F. Тогда, если G имеет две различные минимальные 
нормальные подгруппы, то G ∈ F, противоречие. Итак, в G имеется единственная минимальная 
нормальная подгруппа N. Тогда N ≤ B. Из G / N ∈ F следует, что N является F-корадикалом груп-
пы G. 

Тогда в силу F-субнормальности A найдется собственная подгруппа M группы G, содержа-
щая N и A, для (1). В случае (2), в силу K-F-субнормальности A, найдется или собственная нор-
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мальная подгруппа группы G, содержащая A, или собственная подгруппа группы G, содержащая 
и A, и F-корадикал группы G. То есть NA < G во всех указанных случаях.

Итак, NA < G. Заметим, что A F-sn AN для (1) и A K-F-sn AN для (2) по лемме 2. Заметим так-
же, что N – элементарная нормальная подгруппа в AN и для (2) она принадлежит F. Тогда AN ∈ F 
по нашему предположению.

В силу того, что N ⊂ B и обе подгруппы элементарны, следует, что ( ).BB NC N=  Тогда 
( ) ( ).GG AN C N=  Значит, всякий главный фактор AN, лежащий ниже N, является и главным фак-

тором в G. То есть N – главный фактор в AN. Значит,    / ( ) / ( ) .T AN AN C N N G C NAN G  
В силу Z-насыщенности F и AN ∈ F имеем T ∈ F. То есть N – F-центральный фактор G. Из 

G / N ∈ F и Z-насыщенности F следует, что G ∈ F, заключительное противоречие. Утверждение 
доказано. 

Л е м м а  3. Пусть F – наследственная S


-формация. Тогда F содержит всякую ( )π F -группу, 
у которой каждая циклическая примарная подгруппа K-F-субнормальна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть все циклические примарные подгруппы ( )π F -группы G являют-
ся K-F-субнормальными. Тогда все простые секции группы G принадлежат F по [11, леммы 3.1 
и 3.2]. То есть всякая K-F-субнормальная подгруппа G является F-субнормальной. Итак, G ∈ F 
по [15, следствие 3.9]. Лемма доказана.

Л е м м а  4. Пусть F – наследственная формация, G = CN, где C – циклическая примарная 
K-F-субнормальная подгруппа G, а N  – произведение изоморфных простых неабелевых групп. 
Если N ∉ F, то ( ).GC C N≤

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [2, гл. А, теорема 11.6], N – прямое произведение минималь-
ных нормальных подгрупп Ni группы G. Тогда C K-F-snCNi для любого i по лемме 2. В силу 
определения K-F-субнормальности имеем два возможных случая. 

1) C содержится в Mi < CNi, где / ( ) ii i CNCN M ∈F.  Тогда и Ni < M. Итак, CNi < M < CNi, проти-
воречие. Значит, данный случай невозможен. 

2) C содержится в Mi < CNi, где .i iM CN  Заметим, что i iN M≤/  и Ni является минимальной нор-
мальной подгруппой группы CNi. Значит, 1.iN M∩ =  То есть .i iCN N M= ×  Тогда ( ).i G iC M C N≤ ≤

Значит, ( )G iC C N≤  для любого i. Итак, ( ).GC C N≤  Лемма доказана.
Теорему 3 достаточно доказать для случая, когда H совпадает с классом всех циклических 

примарных групп. Так как F – S


-формация, то .≠ ∅F  Пусть группа G – контрпример наимень-
шего порядка к теореме 3. Тогда G – произведение попарно перестановочных подгрупп A1, A2, ... An  
таких, что все их циклические примарные подгруппы F-субнормальны в G для случая (1) и K-F-
субнормальны в G для случая (2). Заметим также, что G – ( )π F -группа в обоих случаях. Из [15, 
следствие 3.9] вытекает, что n > 1 для случая (1), а из леммы 3 следует, что n > 1 для случая (2).

Пусть N – минимальная нормальная подгруппа G. Заметим, что для любой циклической при-
марной подгруппы B/N группы AiN/N найдется циклическая примарная подгруппа C группы Ai 
такая, что B/N = CN/N. Тогда / -sn /B N G NF  по лемме 1. Значит, G/N удовлетворяет условию тео
ремы. Так как 1 ,∈F  то | / | | | .G N G<  Значит, /G N ∈F  в силу нашего предположения. Из нашего 
предположения и того, что F является формацией, следует, что N – единственная минимальная 
нормальная подгруппа G. В силу леммы 2 все циклические примарные подгруппы Ai являются 
F-субнормальными в Ai для случая (1) и K-F-субнормальными в Ai для случая (2). Значит, Ai ∈ F 
по вышеизложенному.

В случае (1), так как 1 -sn GF  и F – наследственная формация, то N ∈ F. Докажем, что N ∈ F 
и в случае (2). Заметим, что если N абелева, то N ∈ F в силу наследственности F и ( ) ( ).Gπ ⊆ π F  
Пусть N неабелева. Предположим, что N ∉ F. Заметим, что C - -snK F  CN для любой циклической 
примарной подгруппы C группы Aj для любого j. Тогда ( )GC C N≤  по лемме 4. Следовательно,  
N ≤ G ≤ GG(N), противоречие. Итак, N ∈ F. 

Пусть Bi = AiN. Предположим, что iB ∉F.  Тогда в ней найдется минимальная не 
F-группа  S. Из ( ) ( )Gπ ⊆ π F  следует, что S  – группа Шмидта. Заметим, что S  =  PQ, где P  – 
нормальная силовская подгруппа, а Q  – циклическая группа [5, теорема 26.1]. Заметим, что 
/ ( ) / / / ( )i i iS N S SN N A N N A A N     F. Следовательно, SN/N  – циклическая примар-



188	  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2026, vol. 62, no. 3, рр. 183–192

ная группа. То есть найдется циклическая примарная подгруппа M из Ai такая, что SN = MN. 
Заметим, что M F-субнормальна в SN для случая (1) и M K-F-субнормальна в SN для случая (2) 
по лемме 2, а N ∈ F – элементарная нормальная подгруппа SN. Тогда SN ∈ F по утверждению. 
В силу наследственности F получаем S ∈ F, противоречие. Итак, Bi ∈ F для любого i.

Так как G ∉ F и ( ) ( ),Gπ ⊆ π F  то в G найдется группа Шмидта S ∉ F. Заметим, что S = PQ, 
где P – нормальная силовская подгруппа S, а Q – циклическая q-группа [5, теорема 26.1]. В си-
лу разрешимой насыщенности F (см., напр., [3, следствие 2.4.3]) все (p,q)-группы Шмидта (т. е. 
{p,q}-группы Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой) не принадлежат F. Из /G N ∈ F  
следует, что / / ( )SN N S S N∩ ∈ F.

 То есть .P S N N≤ ∩ ≤  Пусть P0 – силовская p-подгруппа N, 
содержащая P.

Пусть 
1

.
i

i j
j

D B
=

= ∏  В силу N  G и условия теоремы Di является подгруппой G. Предположим, 

что Di не содержит (p,q)-групп Шмидта для некоторого i (это верно для i = 1 в силу D1 = B1 ∈ F). 
Докажем, что Di+1 также не содержит (p,q)-групп Шмидта. Не теряя общности рассуждения, 
предположим, что S ≤ Di+1. 

Пусть Q1 – силовская q-подгруппа Di+1, содержащая Q. Тогда по [5, лемма 11.6] найдутся 1ix D +∈  
и силовские подгруппы Q2 и Q3 групп x

iD  и 1
x
iB +  такие, что Q1  =  Q2Q3. По лемме Фраттини 

0( ),jj NQNQ NN P=  где j ∈ {2, 3}. Тогда 2j jNQ NQ +=  для некоторой силовской q-подгруппы Q j+2 
группы 0( ),jNQN P  где j ∈ {2,3}. Заметим, что P0Q4 и P0Q5 – p-замкнутые группы, не содержащие 
(p,q)-групп Шмидта. Тогда P0Q4 и P0Q5 нильпотентны. То есть 4 5 0, ( ).GQ Q C P≤  Итак, 

1 2 3 4 5 ( ).GNQ NQ Q NQ Q NC P≤= =

Тогда S ≤ NQ не содержит (p,q)-групп Шмидта по [23, лемма 5], противоречие.
Итак, Di не содержит (p,q)-групп Шмидта для любого i, и, следовательно, G не содержит та-

ких подгрупп, заключительное противоречие. Теорема доказана.
Следствия 3 и 4 вытекают из теоремы 3, когда H – класс всех групп и n = 2.
Доказательство теоремы 4. Предположим, что F содержит всякую группу G, представлен-

ную в произведение попарно перестановочных подгрупп A1, ... An таких, что все H-подгруппы Ai 
являются F-субнормальными в G для любого {1, , }i n∈ …  для случая (1) и F содержит всякую 

( )π F -группу G, представленную в произведение попарно перестановочных подгрупп A1, ... An та-
ких, что все H-подгруппы Ai являются K-F-субнормальными в G для любого {1, , }i n∈ …  для слу-
чая (2). Докажем, что F является S



-формацией в S.
(a) F – насыщенная формация.
По следствию 2 F – разрешимо насыщенная формация. Из F ⊆ S следует, что F – насыщен-

ная формация.
(b) Пусть ( )G ∈ F  и | ( ) | 1.Gπ =  Тогда qG Z  для некоторого ( ).p ∉ π F

В силу насыщенности F если ,pZ ∈ F  то и все p-группы принадлежат F. Значит, из ( )G ∈ F  
и | ( ) | 1Gπ =  следует, что pG Z  для некоторого ( ).p ∉ π F

(c) Пусть ( ) ,   | ( ) | 1G G∈ ∩ π >F S  и Φ(G) = 1. Тогда G – группа Шмидта.
Из Φ(G) = 1 и разрешимости G следует, что всякая минимальная нормальная подгруппа N 

группы G дополняема. В частности, /G N ∈ F.  Следовательно, в G имеется единственная мини-
мальная нормальная подгруппа N. Пусть M – ее дополнение в G. Заметим, что N – p-группа для 
некоторого p ∈ π(G) и N = GG(N). 

Предположим, что M не является циклической примарной группой. Тогда в силу разреши-
мости M и теоремы Оре найдутся подгруппы M1 и M2 группы M такие что, M = M1M2. Пусть 
Ai = NMi. Тогда Ai < G. Значит, Ai ∈ F и все подгруппы из Ai F-субнормальны (K-F-субнормальны) 
в Ai по лемме 2. Из /G N ∈ F  и N ≤ Ai следует, что все подгруппы из Ai F-субнормальны (K-F-
субнормальны) в G. Итак, G ∈ F по нашему предположению при n = 2, противоречие.

Значит, mq
M Z  для некоторого ( ).q G∈ π  Предположим, что m > 1. Докажем, что ( | )kE q p ∈ F  

для {0,1, , 1}.k m∈ … −  Пусть Mk < M и .kk q
M Z  Тогда kNM ∈ F.  По [2, гл. А, теорема 11.6] 

1 tN N N= ×…×  – произведение минимальных нормальных подгрупп группы NMk. Заметим, что 
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( ) 1ki M iC N∩ =  и Mk имеет единственную минимальную нормальную подгруппу. Поэтому най-
дется i такое, что ( ) 1.kM iC N =  Значит, ( | )k

i kN M E q p ∈ F.

Пусть L – регулярное сплетение 1mq
Z −  c Zq. Тогда mq

Z L≤  по [2, гл. А, теорема 18.9]. Пусть B – 
база L. Пусть D – регулярное сплетение N c L. Тогда G изоморфна подгруппе D по [2, гл. А, тео
рема 18.9]. То есть D ∉ F. Пусть R – база D, 1 2,  .qA RB A RZ= =  Тогда ( / ) / ( / )ii AM K A C M K  изо-
морфна или ( | )kE q p  для {0,1, , 1},k m∈ … −  или Zq для любого главного фактора H/K группы Ai. 
Значит, , {1,2}iA i∈ ∈F  по [24, гл. 1, теорема 2.6(m)]. Тогда, все подгруппы Ai F-субнормальны (K-F-
субнормальны) в Ai. Из R ≤ Ai и /D R ∈ F  следует, что указанные подгруппы и F-субнормальны 
(K-F-субнормальны) в D. Тогда D ∈ F по нашему предположению при n = 2, противоречие. Итак, 
m = 1 и ( | )G E q p  – группа Шмидта.

(d) Пусть ( )G ∈ ∩F S  и | ( ) | 1.Gπ >  Тогда G – группа Шмидта.
Следует из (с) и [25, лемма 3.1 (4)]. 
(e) F – S



-формация в S.
Следует из (b) и (d).
Предположим, что F – S



-формация в S. Пусть группа G представлена в произведение попарно 
перестановочных подгрупп A1 ... An таких, что все H-подгруппы Ai являются F-субнормальными 
в G для любого {1, , }i n∈ …  для случая (1) и являются K-F-субнормальными в G для любого 

{1, , }i n∈ …  для случая (2). Также предполагаем, что ( ) ( )Gπ ⊆ π F  для случая (2).
Из 1 -snF  G и ⊆F S  следует разрешимость группы G в случае (1). Докажем разрешимость 

группы G и для случая (2). Предположим противное. Пусть H/K – неразрешимый главный фактор 
группы G и Ci – циклическая примарная подгруппа группы Ai. Тогда CiK/K – циклическая примар-
ная K-F-субнормальная подгруппа группы CiH / K по леммам 1 и 2. Тогда CiK / K ≤ GG / K(H / K) по 
лемме 4. Из того, что Ai порождается своими циклическими примарными подгруппами и G = A1 ... An 
следует, что GG / K(H / K) = G / K. Значит, H/K – абелева группа, противоречие. Итак, группа G раз-
решима и для случая (2).

N-критическим графом ( )Nc GΓ  [26, определение 1.3] группы G называется ориентированный 
граф на множестве вершин π(G) такой, что (p,q) является его ребром только если в G найдется 
(p,q)-подгруппа Шмидта. N-критическим графом ( )NcΓ X  [26, определение 3.1] класса X называ-
ется ( ) ( ).Nc Nc

G
G

∈
Γ = Γ

X

X


По [27, лемма 2] ,Γ= ∩F F S  где  ( ) ( ) .    Nc NcG GF F∣  Согласно [26, теорема 3.5(2)], 
ΓF   – наследственная S



-формация. Тогда из Γ⊆F F  и теоремы 3 следует, что .G Γ∈ F  Значит, 
,G Γ∈ ∩ =F S F  что и требовалось доказать. 

Заключение. В данном исследовании были разработаны новые методы изучения строения 
произведений формационно субнормальных подгрупп, с помощью которых были установле-
ны новые свойства наследственных сверхрадикальных формаций. В частности, установлена 
сверхрадикальность наследственной S



-формации. Эти методы также могут найти применение 
в активно развивающемся направлении современной теории групп – теории σ-свойств [28; 29].

Пусть { }i i Iσ = σ ∈  – разбиение .� Напомним [28], что группа G называется σ-нильпотент-
ной, если она имеет нормальную холлову σi-подгруппу для любого ;i I∈  подгруппа H группы 
G называется σ-субнормальной в G, если существует цепь подгрупп 0 1 nH H H H G= ⊆ ⊆ … ⊆ =  
такая, что либо 1 ,i iH H−   либо 1/ ( ) ii i HH H −  является σi-группой для некоторого .iσ ∈ σ

Заметим, что понятия σ-субнормальности и K-F-субнормальности, где F – класс всех σ-ниль-
потентных групп, совпадают. Известно (см., напр., [26, теорема 5.4] или [4, теорема 6.4.14]), что 
класс всех σ-нильпотентных групп является S



-формацией. Из теоремы 3 вытекает
Те о р е м а  5. Пусть группа 1 ,nG A A= …  где Ai – попарно перестановочные подгруппы груп-

пы G. Следующие утверждения эквивалентны:
(1) G σ-нильпотентна;
(2) Ai – σ-субнормальная σ-нильпотентная подгруппа группы G для любого {1, , };i n∈ …
(3) все силовские подгруппы Ai σ-субнормальны в G для любого {1, , };i n∈ …
(4) все циклические примарные подгруппы Ai σ-субнормальны в G для любого {1, , }.i n∈ …
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В завершение отметим, что ввиду теорем 3 и 4 интерес представляют следующие проблемы.
П р о б л е м а  2. Описать все наследственные формации F, содержащие всякую группу 

G = A1 ... An, где Ai – попарно перестановочные подгруппы группы G, все силовские подгруппы ко-
торых F-субнормальны (K-F-субнормальны) в G.

П р о б л е м а  3. Описать все наследственные формации F, содержащие всякую группу 
G = A1 ... An, где Ai – попарно перестановочные подгруппы группы G, все циклические примарные 
подгруппы которых F-субнормальны (K-F-субнормальны) в G.

П р о б л е м а  4. Совпадают ли семейства формаций из проблем 2 и 3?
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