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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДВОИЧНОЙ ЦЕПИ МАРКОВА С РАЗЛАДКОЙ

Аннотация. Рассматривается задача статистического анализа двоичной неоднородной цепи Маркова с од-
ной разладкой (моментом времени «скачкообразного» изменения матрицы вероятностей одношаговых переходов). 
Исследованы два случая: при известных матрицах переходных вероятностей и при априорно неизвестных матрицах 
переходных вероятностей. Построены состоятельные статистические оценки параметров, доказаны их асимптоти-
ческие свойства при увеличении длительности наблюдения. Разработан алгоритм статистического оценивания мо-
мента разладки. Представлены результаты компьютерных экспериментов.
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Abstract. This paper is devoted to statistical analysis of a binary heterogeneous Markov chain with a single change point 
(time point of the change in the one-step transition probability matrix). To address this problem, two cases are studied: one 
where the transition probability matrices are known, and another where they are unknown a priori. Consistent statistical esti-
mators for the parameters are constructed, their asymptotic properties are proved, and an algorithm for estimating the change 
point is developed. The results of computer experiments are presented.
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Введение. Процесс цифровизации экономики и других сфер жизни приводит к увеличению 
объема данных, представленных в дискретном пространстве состояний с дискретным временем. 
Такие данные возникают в самых разных областях – от финансового мониторинга и телекомму-
никационного трафика до кибербезопасности [1]. Для статистического анализа таких данных 
применяются модели дискретных, в том числе двоичных, однородных временных рядов. Обзор 
современного состояния в области статистического анализа однородных дискретных временных 
рядов представлен в [2; 3].

Однако на практике многие прикладные процессы порождают дискретные последовательно-
сти, свойства которых со временем меняются. Подобные изменения могут быть вызваны внеш-
ними воздействиями, сменой технологических режимов, изменением поведения пользователей 
или структурными сдвигами в экономике. Игнорирование моментов «скачкообразной» смены 
режимов (разладок) приводит к ошибкам прогнозирования и управления. Таким образом, стати-
стический анализ неоднородных дискретных временных рядов является важной задачей мате-
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матической статистики и анализа данных. Теория статистического анализа неоднородных вре-
менных рядов хорошо развита для случая непрерывных временных рядов [4; 5]. Однако в конце 
ХХ в. возникает интерес к исследованию неоднородных дискретных временных рядов. Обзор 
современного состояния в области статистического анализа неоднородных дискретных времен-
ных рядов представлен в [6–8].

Математическая модель. Введем следующие обозначения: ℤ – множество целых чисел; ℝk – 
k-мерное евклидово пространство; V = {0,1} – двоичный алфавит; ℕ – множество натуральных 
чисел; штрих у матрицы – символ транспонирования; Ok – вектор-столбец с k нулевыми элемен-
тами; Ok×k – матрица k×k с нулевыми элементами; Nk(m,S) – k-мерное нормальное распределение 
с вектором средних m и матрицей ковариаций S; nk(m,S) – плотность распределения вероятностей 
этого k-мерного нормального распределения; 1{C} – индикатор события C.

Определим на вероятностном пространстве (W, ℱ, Ρ) двоичный временной ряд 
1{ ,..., } ,t

t tX Vx x ′∈=  порождаемый семейством условных распределений вероятностей:

	    1 1 1P | P | ,     ,t t t t t t tj j x tx x j       	 (1)

где xt ∈ V – двоичная (бинарная) случайная величина, задающая значение временного ряда в мо-
мент времени t ∈ ℤ; 1 { : 1}t tx− t= σ t ≤ −  – σ-алгебра случайных событий, порожденных указан-
ными в скобках случайными величинами; jt ∈ V  – значение двоичной случайной величины xt 
в момент времени t ∈ ℤ. Двоичный временной ряд, порождаемый семейством условных распре-
делений вероятностей вида (1), является однородной цепью Маркова первого порядка (ОЦМ) 
с матрицей переходных вероятностей:
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где pij=P{xt=j | xt-1=i} – вероятность перехода из состояния i в состояние j; i,j ∈ V.
Назовем разладкой наблюдаемого процесса xt такой момент времени  t0, когда матрица пе-

реходных вероятностей P изменяется скачкообразно. Пусть на временном отрезке [1,T], где T – 
длительность наблюдения, существует единственная неизвестная точка t0 ∈ (1,T), в которой 
происходит разладка: матрица переходных вероятностей P1 заменяется матрицей P2 ≠ P1, где

	

(1) (1) (2) (2)
00 00 00 00 (1) (1) (2) (2)

2 00 11 00 11(1) (1) (2) (2)
11 11 11 11

1
1 1

,      , .     , , ,
1 1

[0,1]
p p p p

P P p p p p
p p p p

   − −
   


∈= =

   − −   	
(2)

Случай априорно известных матриц переходных вероятностей. Определим квадрат нор-
мы разности между матрицами переходных вероятностей (2):
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(3)

Для статистического оценивания t0 по {xt} введем в рассмотрение функцию переменной t ∈ (1,T):

	
( ) ( )00 00 1

2
1 11

2 2
(1: ) ( : ) || 2 (1: ) ( : ) (1: ) ( : ) ,( ) || 1 1 1T p pP T p p TPr t = t t + t t + t t − = − + − 

 
+

	
(4)

определяющую квадрат нормы разности между матрицами P(1:t) и P(t+1:T), где
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Рис 1. График функции r(t) при t0 = T/2

Fig 1. Plot of the function r(t) for t0 = T/2

Те о р е м а  1. Функция r(t) имеет следующий явный вид:
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Максимум функции r(t) при известных матрицах переходных вероятностей 0
1P  и 0

2P  достига-
ется при t = t0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два случая.
Случай 1: t < t0; подставляя (4) в (2), получим:
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что с учетом (3) совпадает с первой строкой в (6). Следовательно, максимум функции r(t) в пер-
вом случае достигается при t = t0.

Случай 2: t > t0; подставляя (3) в (2), получим:
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что с учетом (3) совпадает со второй строкой в (6). Следовательно, максимум функции r(t) и во 
втором случае достигается при t = t0. Теорема 1 доказана.

На рис. 1 для иллюстрации приведен график функции r(t) для t0 = T/2, T = 103, r0 = 0,9055.
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Согласно теореме 1 построим оценку для t0 при известных матрицах переходных вероятно-
стей P1, P2:

	 (1, )
arg max .( )

Tt∈
t = r t

	
(7)

С л е д с т в и е  1. При известных матрицах переходных вероятностей 0 0
1 2,   P P  оценка (7) 

совпадает с истинным значением: 0.t = t

Случай априорно неизвестных матриц переходных вероятностей. Рассмотрим теперь си-
туацию, когда матрицы переходных вероятностей 0

1P  и 0
2P  априорно неизвестны. Для статисти-

ческого оценивания t0 при неизвестных матрицах переходных вероятностей 0
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лим следующую статистику по 1( ,..., )T TX x x= :
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(9)

где τ– – заданная величина, достаточная для обеспечения заданной точности оценок (9); (1, ).T−t ∈
Для исследования свойств статистических оценок (8)–(9) введем асимптотику:
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(10)

где (0,1),−α α∈   – некоторые заданные параметры, определяющие скорость асимптотики. 
Асимптотика (10) означает, что стремление t–, t

0, T к бесконечности происходит синхронно с од-
ной и той же скоростью: 0

0,  [ ],  [ ],T T T− −→ ∞ = ⋅t α ⋅α t =  где [z] – целая часть числа z.
Определим двумерные случайные векторы, компонентами которых являются диагональные 

элементы матриц ˆ(1: )P t  и ˆ( 1: )P Tt +  соответственно:
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Те о р е м а  2. В асимптотике (10) статистические оценки (9) являются состоятельными 
(в смысле сходимости по вероятности) и асимптотически несмещенными оценками матриц (5):
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или, что эквивалентно,
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Статистические оценки (9) в асимптотике (10) имеют асимптотически нормальное рас-
пределение:
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Статистические оценки (9) являются оценками максимального правдо-
подобия. По теореме 4.1 из [9] они являются состоятельными и асимптотически несмещенными 
оценками матриц переходных вероятностей.

Согласно теореме 3.1 и разделу 4 из [9] статистические оценки (8) имеют следующее асим-
птотически нормальное распределение:
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2 12(1: ) (1: ) ( , ),Q̂ Qτ τ−  → Ο Στ Ν

	
(13)

   

       

(1) (1) (1) (1)
00 00 11 11

(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2
0

0
(1) (

0 )
00

1)
0 1

1
0 0 0

0
(1) (2) (1) (

00 0 00 11 11 11 11
2)

0 0 1 1

1 1
diag , ,   

1 1 1 1
diag 1 , ,   

;

;

p p p p

p p p p p p p p

   
  
  
    

              

  
 

     
  

     





	 ( )0
2 2 2ˆ 1: 1( ) ( ) (: , ),T T QQ Tτ τ + τ +− − →Ν Ο Σ

	
(14)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1) (1) (2) (2) (1) (1) (20 0 0 0
0

(1) (2) (1) (2)
0 0 1 1

2

0
)

(2) (2)
0 1

) (2)
00 00 00 00 11 11 11 11

(2) (2) (2 (2)
00 00 11 11

1 1 1 11 1diag , ,   
1 1 1 1

1 1

,

.diag , ,   

p p p p p p p p

p p p p

  − − − −− − − −  + +  − − − −
  Σ = 

  − −
 
 

α α α α α α
α < α

α α α απ π π π

α ≥ α
π

 
π

Умножив (13) на 
1
α

 и (14) на 1
1

,
−α

 получим асимптотическое распределение (12). Теорема 2 
доказана.

(12)
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Примем следующие обозначения: 1 2diag( ),S = S S  – блочно-диагональная матрица; ∇ – опе-
ратор, определяющий градиент функции.

Те о р е м а  3. В асимптотике (10) статистическая оценка ˆ ( ),r t  определяемая (8), является 
состоятельной, асимптотически несмещенной оценкой для r(t) и имеет асимптотически нор-
мальное распределение:

	

( )

( ) ( )

2
1

2

(0,

.

)ˆ ( ) ( )

( ) ( )

,T r t r t σ

σ r t

− →Ν

′= ∇ S r t∇ 	
(15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим составной случайный вектор

( )00 11 00 11ˆ .ˆ ˆ ˆ ˆ(1: ), (1: ), ( ) 1 ):(1: ,p Tp pQ Tpt t += t t ′+  
На основании теоремы 2 случайный вектор Q̂  имеет следующее асимптотическое нормаль-

ное распределение:

4 4
0ˆ( ) ( , ).T QQ −  O→Ν S

Вычислим асимптотическое распределение функции r(t), применив теорему о гладком преобра-
зовании асимптотически нормальной последовательности [10]:

	

( )

( ) ( )

2

2

ˆ ( ) ( )

( ) ( ) .

(0, ),T − →Ν

′= ∇σ ∇

r t r t σ

r t S r t 	

(16)

Вычислим ∇ρ:

( ) ( )

( ) ( )

(1) (2) (1) (2)
00 00 11 11(1) (1)

00 11

(1) (2) (1) (2)
00 00 11 11(2) (2)

00 11

4 (1: ) ( ) ,     4 (1: ) ( ) ,
(1: ) (1: )

4 (1: ) ( ) ,     4 (1: ) ( ) .

( ) ( )1: 1:

( ) ( )1
1( )

: 1:
( : ): 1

T T

T T
T T

p p p p
p p

p p p p
p p

r t r t
t t + t t +

t t

r t

∂ ∂
= − = −

∂ ∂

∂ ∂
= − − = − −

r t
t t + t t +

t +∂ ∂ t +

Подставляя эти выражения в (16), получим (15). Теорема 3 доказана.
С л е д с т в и е  2. В асимптотике (10) при τ → τ0 оценка ˆ ( )r t  сходится по вероятности к r0:

0
P 0ˆ ( ) .

t→t
r t →r

С л е д с т в и е  3. В условиях теоремы 3 асимптотическая дисперсия σ2 имеет следующий 
явный вид:

	

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 02 0
(1) (1) (2)

2

0 02

(1

((1) (1) (1) (1) 2) (2)
1 (1) (2)

0

(1) (1) (2

) (2)

) (2)
(1) (2)

1 1 11 1 116 ,   ;
1 1 1

1 1116 (1 )

ii ii ii ii ii ii
ii ii

i

i

i

i ii ii ii
ii

i
ii

i i i

p p p p p p
p p

p p p p
p p

=

  − −



−− −  − + +  − − − 
σ

α α α
α < α

α α α απ π π

 α α
α α

 =
−

−
απ π

−
+



−

∑

( ) 0
(2) (2)

0
(2)

1 11 ,   .
1i i

ii iip p

=







  −  + −



 


 α ≥ α
 α π

 
∑

(17)
На основании алгоритма (6) и теорем 2, 3 построим алгоритм статистического оценивания t0 

при неизвестных матрицах переходных вероятностей 0 0
1 2,P P .

Шаг 1. Скользящим двухфрагментным окном [ , ]; [ ]1,T− −t t t + − t  вычисляем 

( ) ( )( )0
2 2

0 00 11 11ˆ :( ) 1ˆ ˆ ˆ ˆ2 (1: ) ( : ) (1 ( : )1)p p T p p Tr t = t t + t +− + −t

последовательно для , 1,..., .T− − −t = t −t t+
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Шаг 2. Вычисляем ˆ :t

	 [ , ]
ˆˆ ( ).arg max

T− −t∈ t −t
=t r t

	
(18)

Те о р е м а  4. В асимптотике (10) статистическая оценка t̂  (18) является состоятельной 
оценкой момента разладки t0:

P 0ˆ .t →t

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как статистическая оценка ˆ ( )r t  является состоятельной оценкой 
r(t), и r(t) имеет единственный максимум, который достигается в точке t0, то по теореме 3.2.2 
из [11] статистическая оценка t̂  является состоятельной оценкой момента разладки t0. Теорема 4 
доказана.

Асимптотический анализ точности оценивания момента разладки (18). Введем обозначе-
ние: 0ˆ ˆ( ) ( ).t r t − r tη =

Те о р е м а  5. В асимптотике (10) вероятность того, что статистическая оценка t̂  (18) 
равна моменту разладки t0, допускает приближение

	
1

0
ˆ ˆ1 1 2

0 0
1 1 2 1P .ˆ{ }=P{ , ,..., , ,..., <0}= ... ( ), .. .T T Tn dy dy− − − − −t t t− t+ −t − t

−
− − t −+

−∞ ∞
η η η ηt = t m Sη ∫ ∫

	
(19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Событие 0{ˆ }t = t  наступает только тогда, когда 
[ , ]

ˆ ˆˆ( ) ( ).max
T− −t∈ t −t

r t = r t  

Все слагаемые ητ в асимптотике (10) имеют в совокупности асимптотически нормальное распре-
деление. Следовательно, ητ также распределено по асимптотически нормальному закону. Тео
рема 5 доказана.

Так как вычисление вероятности (19) затруднительно (интеграл растущей кратности), рас-
смотрим подход на основе анализа различимости распределений вероятностей статистик 0ˆ ( )r t  
и ˆ ( )r t  в ε-окрестности t0: |t – t0| ≤ e. Для этого нам понадобится решить вспомогательную за-
дачу статистической проверки двух гипотез относительно гауссовской случайной величины ξ: 

2
0 1 0 0( , ): NH m σξ   и 2

1 1 1 1( , ).:H N m σξ 
Обозначим квадратное уравнение:

	

0
2

2
1 1 0 1

01 1

2
2

0 0 1 0
2 2 2 2 2

1 10,     ,     2 ,      2ln ,Ax Bx C A B C
 m m m m σ

+ + = = − = − = − +  σσ σ σ σ σ σ  	
(20)

и его корни:

	

2

1,2 1 2.4 ,
2

Br r r
A

B AC−−
= ≤



	
(21)

Л е м м а. Вероятности ошибок первого и второго рода для проверки H0, H1 по методу макси-
мального правдоподобия равны

2 0 1 0

0 0
1 0

2 0 1 0

0 0

2 1 1 1

1 1

2 1 1 1

1 1

0 1

, 0;
( )

1 , 0,

, 0,
( ) 1

[1 , 0.

|

|

r r A
P H

r r A

r r A
P H

r r A

H

H

 − m − m   Φ − Φ >    σ σ   α = = 
 − m − m    − Φ − Φ <     σ σ    

 − m − m   Φ − Φ <    σ σ   β = = − 
 − m − m    − Φ − Φ >     σ σ    
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для рассматриваемой задачи проверки H0, H1 отношение правдоподобия

	

0 1 0

1 0 1

2 2

2 2
0

{ } ( ) ( )( ) exp 1
{ } 2 2

x x xx
x

e σ − m − m
L = = − +  σ σ σ 

>


	
(22)

определяет решающее правило: принимаем гипотезу H0, если L(x) > 1, иначе принимаем гипоте-
зу H1. Логарифмируем неравенство (22):

0

2 2
0 1
2 2

00 1

1 0 12
2 2 2 2 2 2

01 0 0 1

1

1

1

0

( ) ( ) ln 0,
2 2

1 1 2 2ln 0,

x x

x x

− m − m
−

σ
σσ σ

m m m m


σ

+ + >

     
− + − + − + >    

    

σ
σσ σ σ σ σ

и находим область { | ( ) 1},x x= L >  при которой принимается гипотеза H0:

1 2

1 2

( , ), 0;
( , ) ( ), 0.,
r r A

r r A


     


Лемма доказана.
Для оценки различимости распределений вероятностей 0ˆ ( )r t  и ˆ ( )r t  в e-окрестности t0 при-

меним лемму для различения двух вспомогательных гипотез:

( )0 0 2
0 1 0} ˆ{ : ( ) ( ),H Nt = t r t r t σ= 

и 

( )( )0 0 2
1 1 1ˆ(1 ) ,{ ( ) (1 ): ,}H Nt = − e t r t r − e t σ= 

где e ∈ (0, 1). 
Те о р е м а  6. Безусловная вероятность ошибки различения гипотез H0  =  {t  =  t0} 

и H1 = {t = (1–ε)t0} в асимптотике (10) выражается следующей формулой:

2 0 1 0 2 1 1 1

0 0 1 1

2 0 1 0 2 1 1 1

0 0 1 1

1 , 0,
1
2

1
2

, 0,
r

r r r r A

r r r r A

  − m − m − m − m       Φ − Φ + − Φ − Φ >         σ σ σ σ      α + β  


 − m − m − m − m        − Φ − Φ + Φ − Φ <         σ σ σ σ       

= =

где ( )0 1
00 ,   1 – ,( ) ( )r t rm = e t= m  A определено в (20), r1, r2  – в (21), 2 2

0 1,σ σ  в  – (17) при α  =  α0 
и α = α0(1 – e) соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В асимптотике (10) статистическая оценка ˆ ( )r t  имеет асимптотически 
нормальное распределение. Следовательно, используя формулы из леммы, получим формулу 
безусловной вероятности ошибки различения гипотез H0 и H1. Теорема 6 доказана.

На рис. 2 приведен график зависимости безусловной вероятности ошибки оценивания r(t) от 
e при r0 = 0,9055, T = 1000, α0 = 0,5, (0) (0) (1) (1)

00 11 00 110,7,   0,6,   0,8,   0,2.p p p p= = = =  На рис. 3 показа-
ны графики плотностей распределений при ε = 0,1. 

Из рис. 3 видно, что 10%-ная ошибка в оценивании истинного момента разладки τ0 возника-
ет с вероятностью не более 0,12. Из рис. 2 и 3 также видно, что при увеличении ε вероятность 
ошибки различения гипотез экспоненциально уменьшается.
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Рис. 2. График зависимости безусловной вероятности ошибки различения гипотез от e

Fig. 2. Dependence of the unconditional error probability of hypothesis testing on e

Рис. 3. Графики плотностей распределений при e = 0,1

Fig. 3. Plots of the probability density functions for e = 0.1

Компьютерные эксперименты на модельных данных. Для компьютерных экспериментов 
на модельных данных использовались матрицы переходных вероятностей 0

1P  и 0
2P  с фиксиро-

ванным значением r0:
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20 0
1 2

2 1

1 1 1 1
2 2 2,      ,    .6 [0;0,  ,    
1 1 1 1
2 2

5]

2 2

P P

   + − − + θ θ θ θ
r =



θ



θ∈
θ θ θ

 
= =   

   − + + − 


θ 


Методом Монте-Карло оценивалось выборочное среднее абсолютное отклонение оценки t̂  
от t0:

0
1

0 |ˆ1 | ,in

in T=
t

t − t
∆ = ∑

где ˆ it  – оценка момента разладки для i-й реализации; n – число реализаций цепи Маркова с за-
данными 0 0

1 2,   P P  и t0.
В таблице приведены значения оценок 0t∆  в компьютерных экспериментах для различных 

значений r0 и t0; число реализаций цепи Маркова n = 1000, T = 10000, иллюстрирующие состоя-
тельность оценки t̂ , определяемой (18).

Результаты компьютерных экспериментов на модельных данных

Results of computational experiments on simulated data

r0 t0/T

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0,2 0,01676 0,01762 0,00373 0,00093 0,00003 0,00073 0,00404 0,02109 0,01951
0,4 0,01498 0,00578 0,00099 0,00055 0,00013 0,00019 0,00081 0,00574 0,01408
0,6 0,01072 0,00197 0,00070 0,00033 0,00010 0,00011 0,00058 0,00215 0,01149
0,8 0,00839 0,00130 0,00046 0,00024 0,00012 0,00005 0,00030 0,00105 0,00854
1,0 0,00683 0,00088 0,00042 0,00022 0,00012 0,00002 0,00018 0,00080 0,00645
1,2 0,00505 0,00071 0,00033 0,00016 0,00008 0,00004 0,00009 0,00059 0,00492
1,4 0,00353 0,00056 0,00022 0,00015 0,00011 0,00006 0,00004 0,00037 0,00343
1,6 0,00232 0,00046 0,00020 0,00012 0,00011 0,00009 0,00000 0,00031 0,00280
1,8 0,00209 0,00036 0,00017 0,00009 0,00010 0,00010 0,00001 0,00022 0,00196
2,0 0,00159 0,00032 0,00014 0,00009 0,00010 0,00011 0,00008 0,00014 0,00154
2,2 0,00115 0,00026 0,00013 0,00007 0,00009 0,00013 0,00008 0,00008 0,00109
2,4 0,00094 0,00024 0,00008 0,00006 0,00010 0,00014 0,00011 0,00002 0,00078
2,6 0,00069 0,00019 0,00007 0,00005 0,00009 0,00015 0,00012 0,00004 0,00057
2,8 0,00052 0,00013 0,00007 0,00004 0,00010 0,00016 0,00015 0,00005 0,00034
3,0 0,00047 0,00012 0,00006 0,00004 0,00010 0,00016 0,00015 0,00007 0,00032
3,2 0,00036 0,00010 0,00004 0,00003 0,00010 0,00017 0,00015 0,00010 0,00017
3,4 0,00022 0,00007 0,00004 0,00002 0,00010 0,00017 0,00016 0,00014 0,00005
3,6 0,00019 0,00004 0,00003 0,00002 0,00010 0,00018 0,00018 0,00016 0,00004
3,8 0,00009 0,00003 0,00001 0,00003 0,00010 0,00018 0,00019 0,00018 0,00012

Заключение. В работе получены следующие основные результаты: 1) построена математи-
ческая модель двоичной цепи Маркова с разладкой; 2) разработан алгоритм статистического 
оценивания момента разладки в случае априорно известных матриц переходных вероятностей 
P1 и P2; 3) построены статистические оценки параметров для случая неизвестных матриц пе-
реходных вероятностей P1 и P2, доказаны их асимптотические свойства; разработан алгоритм 
статистического оценивания момента разладки в случае неизвестных матриц переходных веро-
ятностей; 4) проведен анализ точности оценивания момента разладки на основе анализа разли-
чимости распределений вероятностей статистик 0ˆ ( )r t  и ˆ ( )r t  в e-окрестности t0; 5) проведены 
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компьютерные эксперименты, иллюстрирующие работоспособность алгоритма оценивания мо-
мента разладки.

Перспективные задачи: 1) расширение множества состояний цепи Маркова; 2) повышение 
порядка цепи Маркова; 3) увеличение числа моментов разладки.
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