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ОТ РЕДАКЦИИ

Уважаемые авторы и читатели журнала!
Спасибо, что вы с нами и что высокий научный уровень ваших публикаций делает наше из-

дание интересным и востребованным.
Со своей стороны редакция также стремится не останавливаться на достигнутом и предпри-

нимает все возможное, чтобы журнал, который в этом году отмечает свое 60-летие, развивался  
и был современным. 

Вы уже знаете, что «Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-тэхнічных 
навук������������������������������������������������������������������������������������»����������������������������������������������������������������������������������� входят в�������������������������������������������������������������������������� «Перечень научных изданий Республики Беларусь для опубликования результа-
тов диссертационных исследований».

В 2015 г. журнал был включен в базу данных Российского индекса научного цитирования 
(РИНЦ). Теперь вы имеете возможность с помощью инструментов и сервисов, доступных для 
вас на платформе eLIBRARY. RU (раздел «Личный кабинет»), самостоятельно корректировать 
список своих публикаций и цитирований в РИНЦ, следить за анализом своей публикационной 
активности и т. д.

В этом году нами предприняты шаги по включению журнала в глобальный индекс цити
рования Scopus, что расширит возможности представления исследований белорусских ученых 
для мировой научной общественности и повысит показатели цитируемости наших авторов.  
В связи с этим изменяются требования к оформлению статей, которые направляются для 
опубликования. С новыми «Правилами для авторов» вы можете ознакомиться либо в конце 
журнала, либо на сайте belnauka. by.

Надеемся на плодотворное сотрудничество!
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ВЕСЦІ  НАЦЫЯНАЛЬНАЙ АКАДЭМІІ НАВУК БЕЛАРУСІ № 2 2016
СЕРЫЯ ФІЗІКА-ТЭХНІЧНЫХ НАВУК

МАТЕРИАЛОВЕДЕНИЕ, МЕТАЛЛУРГИЯ

УДК 669.017+536.4

С. М. КАБИШОВ, И. А. ТРУСОВА, П. Э. РАТНИКОВ1 

ФОРМИРОВАНИЕ НАРУЖНОГО СЛОЯ МЕЛКИХ РАЗОРИЕНТИРОВАННЫХ  
ДЕНДРИТОВ ПРИ НЕПРЕРЫВНОЙ РАЗЛИВКЕ ЗАГОТОВОК 

Белорусский национальный технический университет, Минск, Беларусь, 
e-mail: boxsmk@gmail. com

Представлена расчетная методика, которая позволяет оценить влияние внешнего охлаждения и интенсивности 
циркуляции расплава в жидком ядре заготовки на формирование наружной корочки мелких разориентированных 
кристаллов. С использованием методики можно установить момент времени, когда плоский фронт теряет устойчи-
вость и начинается рост столбчатых дендритов. Решение обратной задачи дает возможность определить толщину 
шлакового гарнисажа в верхней части кристаллизатора.

Ключевые слова: фронт кристаллизации, расплав, двухфазная зона, кластер, дендрит, структура, интенсивность 
теплообмена.

S. M. KABISHOV, I. A. TRUSOVA, P. Je. RATNIKOV 

FORMATION OF THE OUTER LAYER OF SMALL UNDIRECTED DENDRITES  
AT CONTINUOUS CASTING OF STEEL

Belarusian National Technical University, Minsk, Belarus, 
e-mail: boxsmk@gmail. com

A calculation method that allows assessing the impact of external cooling and circulation intensity of melt in the liquid 
core of the workpiece formation of outer crust of fine disoriented crystals is presented. One can also obtain the time when the 
plane front will lose stability and growth of columnar dendrites begins. When solving the inverse problem it is possible to set 
the parameters of an existing layer of slag-forming mixture on top of the mold.

Keywords: crystallization front, melt two-phase zone, cluster, dendrite structure, intensity of cooling.

В настоящее время не существует общепринятой теории, где были бы сформулированы при-
чины возникновения того или иного типа структуры в затвердевающем слитке. В качестве при-
чин перехода от гладкого фронта к ячеистому и далее к росту столбчатых дендритов рассматри-
ваются факторы, такие как наличие в расплаве большого количества нерастворимых включений, 
являющихся центрами кристаллизации, неравномерность теплообмена на поверхности слитка, 
химическая неоднородность расплава и пр. [1–10 и др.]. Достоинством многих работ, представ-
ленных в технической литературе, является сопоставление расчетных результатов с эксперимен-
тальными данными. Однако возможность применения указанных методик на практике, как пра-
вило, ограничена, так как они не всегда позволяют достоверно описать процесс формирования 
кристаллической структуры слитка. Не претендуя на обобщение и критику различных гипотез, 
в данной работе приведен анализ начального этапа формирования кристаллической структуры 
непрерывно-литой заготовки, в частности, возникновение и рост наружного слоя мелких разо-
риентированных кристаллов и условия его перехода к ячеистому фронту.

Практически во всех теоретических работах по рассматриваемой тематике отмечается, что 
наружный слой мелких разориентированных дендритов формируется в условиях интенсивного 

© Кабишов С. М., Трусова И. А., Ратников П. Э., 2016
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охлаждения расплава. Применительно к технологии непрерывной разливки стали такие условия 
наблюдаются в момент первоначального контакта расплава с водоохлаждаемыми стенками  
в верхней части кристаллизатора. Вместе с тем результаты металлографических исследований 
показывают, что толщина этого слоя даже у сталей одинакового химического состава, разлитых 
на одной и той же машине непрерывного литья заготовок (МНЛЗ) (данные центральной завод-
ской лаборатории ОАО «Белорусский металлургический завод»), не имеет постоянного значения 
(таблица, п. 4, п. 6). Видимо, в данном случае различались технологические параметры разливки 
(температура перегрева расплава, скорость разливки, состав и толщина шлакообразующего слоя 
(ШОС) и др.). Прослеживалась тенденция увеличения толщины мелкозернистой корочки у ста-
лей с более высоким содержанием углерода и легирующих компонентов. Несмотря на ограни-
ченность объема данных, можно предположить, что основную роль в формировании слоя мел-
ких разориентированных дендритов играют условия охлаждения в кристаллизаторе МНЛЗ  
и химический состав разливаемой стали. 

Данные, представленные в таблице, позволяют выдвинуть еще одну гипотезу: по мере уве-
личения массивности заготовки (размеров сечения) толщина наружной мелкозернистой корочки 
уменьшается. Вероятнее всего, это объясняется снижением скорости разливки и, как следствие, 
изменением условий кристаллизации металла в верхней зоне кристаллизатора. 

Размеры кристаллизационных зон при разливке заготовок сечением 250×300  
и 300×400 мм в условиях МНЛЗ-3 ОАО «Белорусский металлургический завод» [11]

№ п.п. Марка стали Профиль, мм
Наружная мелкозернистая корочка, мм Ширина зоны столбчатых кристаллов  

(до большой грани × до малой грани), мм
min max middle min max middle

1 60С2ХФА 250×300 4 5 4 60×66 65×67 62×67
2 70Б 250×300 4 6 5 60×63 64×69 62×67
3 460 300×400 0 1 0,5 86×89 95×102 92×92
4 S355J2G3 300×400 3 2 2 70×93 74×94 72×93
5 20 300×400 0 1 0,5 82×88 96×94 91×91
6 S355J2G3 300×400 0 1 0,5 90×97 103×121 99×101
7 10 300×400 0 1 0,5 86×89 92×92 89×90

Чтобы оценить влияние различных факторов на процесс формирования наружной корочки 
непрерывно-литой заготовки, в данной работе предлагается анализ балансового уравнения ра-
стущего на фронте кристаллизации дендрита (кристаллита) при условии его сохранения без под-
плавления и разрушения. Рассматривается один акт кристаллизации продолжительностью tcr,  
в течение которого объем твердой фазы возрастает на величину V:

	

0 0 0 0

0 0 0 0
0

1 1 1cr cr c cr cr c
ds l l s s s s s

cr cr cr
L Vd q F d c T V Vd q F d

+t t +t +t t +t t +t +t

-
t t t t

t  
r t + t = r D + t + t 

t t t  
∫ ∫ ∫ ∫ , 	 (1)

где sr , sс  – плотность и теплоемкость твердой фазы; V0 – начальный объем твердой фазы; L – 
скрытая теплота кристаллизации; qs – плотность теплового потока, отводимого от охлаждаемой 
поверхности заготовки; ql – плотность теплового потока, отводимого от жидкой фазы к поверх-
ности дендрита и фронта кристаллизации в пределах выделенного объема; dTD  – изменение 
средней температуры твердой фазы (корочки) за время кристаллизации и последующего охлаж-
дения tcr+ tс.

Рассмотрим процесс кристаллизации, когда образуется слой мелких разориентированных 
кристаллов. При этом фронт кристаллизации можно считать плоским. Если формируется слой 
толщиной d, то 0l sF -D = , l s sF F- = , sV FD = d  (рис. 1).

Будем считать, что толщина слоя d, который формируется в течение одиночного акта кри-
сталлизации за время tcr, имеет порядок, близкий к размерам кластера, т. е. 1 нм [12]. Выполним 
оценку условий теплообмена на границах выделенного участка, которые обеспечат формирова-
ние такого слоя. Температуру переохлаждения ограничим значением DT = 10 °С [1], т. е. макси-
мальной величиной, которая установлена в процессе экспериментов при кристаллизации многоком-
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понентных сплавов в условиях, близких к ус-
ловиям промышленных технологий. Дополни- 
тельным ограничением будет неподплавление 
формирующегося плоского слоя, т. е. вся те-
плота, подводимая за время tcr со стороны пе-
регретой жидкой фазы и выделившаяся в про-
цессе кристаллизации, отводится в твердую 
корочку и частично поглощается самим фор-
мирующимся слоем при разогреве. Это вполне 
соответствует реальным условиям кристалли-
зации стали в верхней части кристаллизатора. Максимальная величина разогрева образующего-
ся слоя твердой фазы при данном условии не будет превышать значение температуры переох-
лаждения, т. е. DT. В противном случае температура слоя (или его поверхности) превысит темпе-
ратуру ликвидуса Tliq и он расплавится. Будем считать, что средняя температура разогрева 
образовавшегося слоя твердой фазы будет равна 0,5DT. Выразим из балансового уравнения d для 
начального момента формирования корочки (V0 = 0), когда с охлаждаемой поверхностью (про-
слойкой шлакообразующей смеси) контактирует металлическая жидкость:

	

0 0
grad grad

.
( 0,5 )

cr c cr c

l l s s

s s

T d T d

L c T

t +t t +t

l t - l t
d =

r - D

∫ ∫
	 (2)

Принимая во внимание реальные значения теплоты кристаллизации и теплоемкости стали 
вблизи температуры фазового перехода, знаменатель всегда будет положительным и при реаль-
ных значениях температуры переохлаждения приблизительно равным 2⋅109. Тогда формирова-
ние плоского слоя толщиной 1 нм возможно при условии, что разность теплового потока со сто-
роны жидкого ядра и потока, отводимого в твердую корочку, будет приблизительно составлять 
2 Дж за время tcr ≈ 10–6 с (ориентировочная продолжительность существования кластера в ме-
таллической жидкости вблизи температуры фазового перехода [1]). Фактически количество те-
плоты, подведенное к фронту кристаллизации со стороны жидкого ядра и выделившееся в про-
цессе затвердевания плоского слоя, почти равно количеству теплоты, отведенному через твер-
дую фазу и поглощенному слоем при разогреве. Однако необходимым условием формирования 
слоя мелких разориентированных дендритов является превышение интенсивности охлаждения 
над суммарным количеством теплоты, которая выделяется в процессе их кристаллизации и под-
водится к фронту со стороны жидкой фазы за промежуток времени tcr+ tс.

Очевидно, что изменение интенсивности циркуляции расплава вблизи фронта кристаллиза-
ции либо снижение интенсивности охлаждения приведет к нарушению равновесия и торможе-
нию роста корочки из мелких разориентированных кристаллов. В кристаллизаторе МНЛЗ могут 
быть созданы такие условия, когда данный слой вообще не образуется. Увеличение толщины 
слоя на бóльшую величину за время tcr+ tс возможно лишь в том случае, когда температура на 
его поверхности, контактирующей с жидкостью, при выделении скрытой теплоты кристаллиза-
ции не будет повышаться, так как при достижении температуры ликвидуса Tliq присоединение 
еще одного кластера (группы кластеров) будет невозможно..

Принимая во внимание, что процесс кристаллизации протекает не монотонно, а циклически 
[9], когда этапы формирования твердой фазы чередуются с периодами, в течение которых жид-
кость у фронта кристаллизации переохлаждается до температуры Tliq – DT, разобьем процесс 
формирования корочки из мелких разориентированных кристаллов на N шагов ( i N∈ ). Будем 
считать, что продолжительность каждого i-го шага одинакова и равна tcr+ tс.

На (i+1)-м шаге после появления твердой корочки выражение (2) будет иметь следующий вид:

	

0
1

grad grad

.
( 0,5 )

i cr c i cr c

i i

i
l l s s s s i

i
s s

T d T d i

L c T

t +t +t t +t +t

t t
+

l t - l t + r D d

d =
r - D

∑∫ ∫
	 (3)

Рис. 1. Схема роста плоского слоя мелких разориентиро-
ванных дендритов
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Перейдем к более детальному рассмотрению условий возникновения и роста слоя мелких 
разориентированных дендритов при кристаллизации в условиях МНЛЗ. Для этого необходимо 
проанализировать процесс отвода теплоты от поверхности затвердевающего слитка в кристал-
лизаторе. 

Согласно рекомендациям [13], плотность теплового потока от слитка к стенке кристаллиза-
тора равна

	

пов ст

0 1 2 3
,T Tq

R R R R
-

=
+ + +

	 (4)

где 0 1 2 3, , ,R R R R  – соответственно термическое сопротивление области контакта жидкой про-
слойки ШОС с поверхностью заготовки; термические сопротивления собственно жидкой и твер-
дой прослоек ШОС; термическое сопротивление области контакта твердого слоя ШОС с кри-
сталлизатором (R3 = 10–4м2·К/Вт).

Термическое сопротивление области контакта жидкой прослойки ШОС с поверхностью за-
готовки R0 = 0. Коэффициенты теплопроводности жидкой и твердой прослоек шлакового гарни-
сажа соответственно равны l1 = 1,5 Вт/(м·К), l2 = 2,0 Вт/(м·К) [13]. Общая толщина слоя ШОС при 
разливке блюмов со скоростью 0,4–1,1 м/мин составляет по разным оценкам [13, 14] от 0,08 до 
0,4 мм. Поскольку формирование твердой корочки начинается в верхней части кристаллизатора, 
гарнисаж будет иметь максимальную толщину. Примем толщину шлакообразующего слоя 
dШОС = 0,4 мм. Доля жидкой прослойки не превышает 20–25% (в рассматриваемом случае при-
мем 0,1 мм) [13]. Температура поверхности заготовки в начале формирования корочки близка  
к температуре ликвидуса (расплав в момент контакта находится в жидком состоянии). Напри-
мер, для стали ШХ15СГ данная температура составляет около 1450 °С, температура стенки кри-
сталлизатора – 200  °С [9]. При таких параметрах плотность теплового потока, отводимого от 
поверхности заготовки в верхней части кристаллизатора, будет равна

	

6 2

4

1450 200 4 10 Вт/м .0,0001 0,0003 10
1,5 2,0

q
-

-
= ≈ ⋅

+ +

При снижении температуры поверхности затвердевающей корочки до уровня температуры 
солидуса расплава (для стали ШХ15СГ Tsol ≈ 1320  °C) значение плотности теплового потока 
уменьшается. Однако по мере передвижения заготовки к нижней части кристаллизатора толщи-
на прослойки ШОС также уменьшается. При этом в конце участка плотного контакта заготовки 
со стенками кристаллизатора она снижается в 2–3 раза из-за ферростатического давления рас-
плава и конусности стенок. Если принять, что данный процесс происходит по линейной зависи-

мости, и учесть, что на участке кристаллиза-
тора, где отсутствует газовый зазор, темпера-
тура поверхности слитка, как показывают 
численные расчеты [8], снижается до 1150–
1100 °С, то величина плотности теплового по-
тока будет монотонно возрастать (рис. 2, 
сплошная линия). Если же предположить, что 
толщина шлакового гарнисажа на выбранном 
участке уменьшается по квадратичной пара-
боле, то данная зависимость будет иметь яв-
ный экстремум в точке, где температура по-
верхности заготовки уменьшится до 1250 °С.

Учитывая результаты экспериментальных 
измерений интенсивности теплообмена по вы-
соте кристаллизатора МНЛЗ [9], следует от-
метить, что задание квадратичной зависимо-
сти толщины ШОС в зоне плотного контакта 

Рис. 2. Расчетная зависимость плотности теплового пото-
ка к стенке кристаллизатора от температуры поверхности 
заготовки: сплошная линия – толщина ШОС уменьшает-
ся по линейной зависимости при перемещении вниз вдоль 
вертикальной оси кристаллизатора; штриховая линия – 

то же, но по квадратичной параболе
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ближе к реальным условиям. Данная зависимость не позволяет точно определить изменение 
плотности теплового потока по мере снижения температуры поверхности заготовки. Однако по-
лученные результаты показывают, что интенсивность теплообмена по высоте кристаллизатора  
в зоне плотного контакта будет в течение какого-то периода времени возрастать, что обусловле-
но, прежде всего, уменьшением толщины шлаковой прослойки. Следует отметить, что в реаль-
ных условиях разливки изменение толщины слоя ШОС имеет более сложный характер и зависит 
не от температуры поверхности, а от силы ферростатического давления жидкого металла, 
свойств ШОС, прочности формирующейся корочки слитка, режима качания кристаллизатора  
и других факторов. Поэтому реальные величины коэффициентов теплоотдачи могут отличаться 
от значений, полученных расчетным путем.

Разность среднеинтегральных плотностей тепловых потоков в формуле (2) можно оценить 
при учете продолжительности одиночного акта кристаллизации Dtcr. При tcr ~ 10–6 с для форми-
рования слоя толщиной 1 нм (порядок размера кластера) необходимо, чтобы данная разность со-
ставляла около 2⋅106 Вт/м2. 

Предположим, что распределение температур в твердой корочке по характеру близко к пара-
боле [9]. Согласно экспериментальным исследованиям и результатам численных расчетов, диа-
пазон температур на поверхности заготовки в верхней части кристаллизатора составляет около 
1250–1350 °С (в расчетах примем Tпов = 1300 °С), соответственно температура на фронте кристал-
лизации равна Tsol. Температура перегрева расплава над линией ликвидуса перед разливкой со-
ставляет около 30–50 °С, температура на границе жидкой и двухфазной зоны равна Tliq – DT. Для 
стали ШХ15СГ Tsol = 1320 °С, Tliq = 1450 °С, тогда распределение температур в твердой корочке 
можно представить в виде зависимости 

	 .n
s solT T Ax= -

Будем считать, что в рассматриваемый момент времени толщина сформировавшейся короч-
ки b = 1 мм. С учетом значений температур, приведенных выше, определим величину постоян-
ной A. При x = b получим пов 1300 1320 0,001n

sT T A= = = - , отсюда А = 2 ⋅103n+ 1.
Градиент температуры в твердой фазе будет равен 1 3 1 1grad 2 10 .n n n

sT nAx n x- + -= - = - ⋅  При 
начальной толщине твердой корочки 1 мм 3 1 1 4grad 2 10 2 10 К/м.n n

sT n x n+ -= - ⋅ = - ⋅  При температу-
ре, близкой к температуре кристаллизации, коэффициент теплопроводности стали равен около 
23–25 Вт/(м⋅К). Среднеинтегральная плотность теплового потока 5 2grad 5 10 Вт/м .s ssq T n= -l ≈ ⋅  
Согласно результатам расчетов, выполненных выше, 6 24 10 Вт/м .sq ≈ ⋅  Следовательно, в началь-
ный период разливки стали на МНЛЗ распределение температур в твердой корочке близко к па-
раболе со степенью 8. 

Будем считать, что к моменту возникновения слоя толщиной 1 мм и далее за время tcr+ tс 
плотность теплового потока sq  существенно не изменится (рис. 2) и также практически посто-
янным будет значение gradl llq T= -l . Тогда 6 6 22 10 2 10 Вт/м .l sq q= - ⋅ = ⋅  

Рост плоского слоя прекратится, когда величина числителя в выражении (3) станет равной нулю:

	
( )

0
( ) .

i
cr c s s il sq q it + t - = r D d∑ 	 (5)

Очевидно, что при численном решении уравнения теплопроводности достаточно легко опре-
делить момент, когда гладкий фронт потеряет устойчивость и перейдет в ячеистый фронт  
и дальше – к росту столбчатых дендритов.

Необходимо отметить, что даже ориентировочная оценка значения температурного градиен-
та в жидкой фазе в начальный период кристаллизации возможна только численным путем. За-
дание параболического распределения температур по аналогии с твердой корочкой в данном 
случае приведет к ошибочным результатам по некоторым причинам. Прежде всего, эффектив-
ный коэффициент теплопроводности жидкой фазы существенно зависит от интенсивности цир-
куляции расплава вблизи границы двухфазной зоны. Согласно [15], в турбулентном погранич-
ном слое коэффициент температуропроводности пропорционален градиенту скорости. Посколь-



ку в кристаллизаторе характер течения расплава может быть турбулентным, то градиент скорости 
вблизи двухфазной зоны будет достигать больших значений и эффективный коэффициент те-
плопроводности расплава будет существенно превышать табличные величины. 

Оценим влияние интенсивности циркуляции расплава в жидком ядре заготовки на толщину 
пограничного слоя. В [15] показано, что его толщина обратно пропорциональна корню квадрат-
ному из критерия Рейнольдса, т. е.

	 d  ~  1 .
Re uD

υ
=

Кинематическая вязкость расплавленной стали вблизи температуры кристаллизации состав-
ляет 8,7⋅10–7 м2/с. Скорость циркуляции расплава вблизи фронта кристаллизации по разным 
оценкам равна 0,05-0,1 м/с [8]. Порядок толщины пограничного слоя будет составлять тогда око-
ло 10–2 м. Повышение скорости циркуляции в 10 раз позволит уменьшить толщину погранично-
го слоя в три раза. 

Согласно уравнению (3), увеличение плотности теплового потока со стороны жидкой фазы 
будет подавлять рост слоя мелких разориентированных кристаллов. Однако данный слой фор-
мируется в непосредственной близости к зеркалу расплава, возмущение которого (например, 
при помощи электромагнитного перемешивания) может привести к затягиванию в расплав шла-
ковых частиц, что недопустимо. По этой причине катушку электромагнитного перемешивания 
устанавливают на некотором расстоянии от верха кристаллизатора либо используют две катуш-
ки, и та, которая располагается выше, подавляет возмущения на зеркале расплава. Такой вариант 
при снижении интенсивности циркуляции расплава в верхней части кристаллизатора позволит 
увеличить толщину слоя мелких разориентированных дендритов. Следовательно, наиболее важ-
ным условием для его возникновения будет поддержание на требуемом уровне разности между 
интенсивностью внешнего охлаждения и плотностью теплового потока к затвердевающей ко-
рочке со стороны жидкой фазы. 

При численном решении задач тепловодности и движения расплава в жидком ядре заготовки 
с учетом методики, представленной выше, можно установить, обеспечивают ли существующие 
условия возникновение и рост слоя мелких разориентированных кристаллов на поверхности за-
готовки, а также определить момент времени, когда плоский фронт потеряет устойчивость  
и начнется рост столбчатых дендритов. При необходимости также можно решить обратную за-
дачу и оценить параметры прослойки ШОС в верхней части кристаллизатора. 
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ВЛИЯНИЕ РЕЖИМОВ НЕСТАЦИОНАРНОГО ЭЛЕКТРОЛИЗА НА КИНЕТИЧЕСКИЕ 
ЗАКОНОМЕРНОСТИ ОСАЖДЕНИЯ СПЛАВА ОЛОВО–ВИСМУТ

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск, Беларусь, 
 e-mail: kushner@bsuir.by

Приведены результаты исследования кинетики процесса электроосаждения сплава олово–висмут при различ-
ных условиях электролиза (импульсный ток, воздействие ультразвуковых колебаний, перемешивание электролита). 
Показано влияние частоты и скважности импульсного тока, интенсивности ультразвуковых колебаний, перемеши-
вания на ход катодных поляризационных кривых.

Ключевые слова: нестационарный электролиз, ультразвуковые колебания, покрытие сплавом олово–висмут, бес-
свинцовые технологии.

V. K. VASILETS, A. A. KHMYL, L. K. KUSHNER, I. I. KUZMAR

EFFECT OF NON-STATIONARY ELECTROLYSIS MODES ON KINETICS  
OF THE FORMING PROCESS OF tin–BISMUTH ALLOY

Belarussian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk, Belarus,  
e-mail: kushner@bsuir.by

The results of kinetics research of Sn–Bi coatings deposition under different plating conditions (plating pulse and ultra-
sonic, stirring with a magnetic agitator), were demonstrated. It has been shown influence of frequency, pulse period-to-pulse 
duration ratio, ultrasonic strength, stirring on limiting diffusion current, range of cathodic potential.

Keywords: non-stationary electrolysis, ultrasonic, tin–bismuth alloy, lead-free technology.

Введение. В настоящее время одной из актуальных проблем радиоэлектроники остается раз-
работка материалов под пайку, не содержащих свинец. Оловянно-свинцовые припои и покрытия 
являются особо вредными и экологически опасными для человека, их утилизация требует боль-
ших финансовых затрат. В соответствии с международной директивой RoHS с 2006 г. в Евросо-
юзе запрещено в законодательном порядке применение ряда опасных материалов, в том числе 
свинца в изделиях, используемых в производстве радиоэлектронной аппаратуры [1]. Переход на 
бессвинцовые технологии – достаточно сложная научная и техническая задача. Изменение в связи  
с этим температурной нагрузки при сборке требует смены не только припоев, но и флюсов, базо-
вых материалов, обновления технологического оборудования. Необходимо проведение испыта-
ний бессвинцовых паяных соединений на прочность, коррозионную стойкость, совместимость  
с другими материалами. В настоящий момент в данной области не предложено полноценной за-
мены оловянно-свинцовым припоям и покрытиям под пайку. Что касается чистого олова, то 
многие полупроводниковые компании не приняли его в качестве электрохимического покрытия 
под пайку из-за склонности к образованию «усов». Данную проблему можно частично решить 
созданием гальванического сплава на основе олова. Согласно литературным данным, одним из 
наиболее перспективных легирующих компонентов при электроосаждении покрытий под пайку 
на основе олова является висмут при его содержании в сплаве до 2% [2–4]. В этой сфере большое 
внимание уделяется проблемам сохранения способности к пайке таких покрытий при длитель-
ном хранении, их коррозионной стойкости и стабильности электрофизических свойств.

Как показал анализ отечественных и зарубежных литературных источников, одним из мето-
дов получения высококачественных гальванических покрытий является способ, основанный на 
изменении электрического режима питания ванны во время электролиза (нестационарный элек-
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тролиз) [5–7]. Появляется возможность в широких пределах регулировать качество получаемых 
систем металлизации, изменяя ток по определенным программам. В этом случае по сравнению  
с электролизом на постоянном токе нарушается обычный процесс образования и роста кристал-
лов, происходит периодическое перераспределение центров кристаллизации и растущих граней 
кристалла, что приводит к изменению структуры катодного осадка и его свойств. Помимо неста-
ционарного электролиза широко применяются методы механической активации процессов элек-
троосаждения металлов, а также формирования тонких пленок при воздействии на процесс уль-
тразвуковых колебаний (УЗК).

Для обоснования использования нестационарного электролиза и УЗК при нанесении покры-
тий сплавом олово–висмут с требуемыми эксплуатационными свойствами необходимо всесто-
ронне исследовать кинетику электродных процессов, выяснить механизм и основные закономер-
ности их протекания, установить взаимосвязь между условиями электролиза и свойствами полу-
чаемых покрытий [8]. 

Цель настоящей работы – изучение быстропротекающих электрохимических процессов на 
границе электрод–электролит методом вольтамперометрии при нестационарном электролизе  
и воздействии УЗК.

Методика эксперимента. Осаждение металла при импульсном электролизе протекает при 
непрерывном варьировании во времени электродного потенциала E(t). Суммарное изменение по-
ляризации катода во времени можно представить как некоторый средний уровень, относительно 
которого происходят колебания от Emin до Emax. В данной работе исследование кинетических за-
кономерностей проводилось путем регистрации электродных потенциалов при различных пара-
метрах поляризующего тока и условиях осаждения. Для снятия катодных поляризационных 
кривых (КПК) в нестационарных условиях одновременно регистрировались минимальное Emin  
и максимальное Emax значения катодного потенциала с помощью оборудования и методики, раз-
работанных в Белорусском государственном университете информатики и радиоэлектроники 
[9–11]. Значения потенциалов измерялись относительно хлорсеребряного электрода сравнения  
и пересчитывались в соответствии с нормальной водородной шкалой, а полученные значения 
силы тока пересчитывались на плотность тока (анод нерастворимый платиновый).

Исследования проводили в электролите следующего состава: олово серно-кислое SnSO4 (50 г/л); 
висмут азотнокислый Bi(NO3)3 (1,4 г/л); кислота серная H2SO4 (125  г/л); антиоксидантная до- 
бавка ЦКН-32 (2 г/л). В качестве поверхностно-активного вещества (ПАВ) использовали неонол 
АФ-9-10 (2–8 г/л); температура электролита 18–25 °С. Для приготовления раствора применяли 
реактивы марки «ч. д. а.» и дистиллированную воду. Для изучения кинетики в нестационарных 
условиях использовали высокочастотный источник питания гальванической ванны импульсно-
реверсным током ИП  15-5 в комплекте с управляющей ЭВМ; цифровой осциллограф RIGOL 
DS1052E; ванну c генератором УЗК; магнитную мешалку RH basic 2 IKAMAG.

Результаты и их обсуждение. Заметное влияние импульсного тока на структуру и физико-
механические свойства покрытий обусловлено процессами, происходящими в паузе, а также вы-
сокими мгновенными значениями амплитуды тока во время действия прямого импульса. При 
варьировании длительности импульса и паузы становится возможным воздействие на расстоя-
ние от электрода фронта диффузии разряжающихся ионов. Крутой передний фронт импульсов 
обусловливает возрастание электродного потенциала до максимального значения, вследствие 
чего обедняется слой электролита возле стремительно растущего кристалла и процесс осажде-
ния начинается на тех участках поверхности катода, где концентрация ионов выше. Такое пере-
распределение линий тока способствует получению мелкокристаллических и плотных осадков. 
Крутой спад импульсов приводит к росту размаха колебаний потенциала, что сопровождается 
уменьшением величины выхода металла по току [12]. Необходимо отметить, что при импульс-
ном электролизе помимо фарадеевской составляющей тока в каждом импульсе появляется со-
ставляющая тока, обусловленная перезарядом емкости двойного электрического слоя вокруг 
электрода. Емкостный характер нагрузки может вызывать искажения формы кривой катодного 
потенциала по сравнению с формой поляризующего тока (рис. 1).

Колебания потенциала катода при импульсном электролизе позволяют управлять входом ве-
личины E(t) в область значений потенциала нулевого заряда. Это дает возможность контролиро-
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вать адсорбцию/десорбцию ПАВ, а также катодную поляризацию и количество олова и висмута 
в покрытии. В данном случае стационарный потенциал сплава олово–висмут более электрополо-
жительный, чем потенциал нулевого заряда. Поэтому плотный адсорбционный слой существует 
на поверхности электрода только при мощных и длительных импульсах, когда величина катод-
ного потенциала равна или превышает значение потенциала нулевого заряда. В паузах импульса 
тока, когда потенциал катода снижается вплоть до стационарного значения, происходит полная 
десорбция ПАВ. Если за дальнейший ход импульса тока адсорбционная пленка не успевает 
сформироваться полностью, то разряд ионов металла происходит через неполный адсорбцион-
ный слой. Это приводит к деполяризации катода и образованию некачественного осадка [6].

С увеличением скважности поляризующего тока происходят уменьшение длительности им-
пульса и рост длительности паузы тока. При более высоких скважностях при одном и том же 
значении амплитудной плотности тока концентрация ионов металлов в диффузионном слое из-
менится на меньшую величину, следовательно, значение Еmax снизится (рис. 2). Величина второго 
предельного тока значительно возрастает. На частоте f = 1 Гц при скважностях q, равных 5 и 10, 
наблюдается появление площадки третьего предельного тока (риc. 2, а, кривые 4′, 5′).

Установленный характер изменения значений потенциала можно объяснить тем, что с ро-
стом частоты поляризующего тока происходят уменьшения длительности импульса и паузы  
(от миллисекунд до микросекунд). При сокращении времени действия импульса при одном и 
том же значении амплитудной плотности тока концентрация ионов металлов в диффузионном 
слое изменится на меньшую величину. К тому же короткая пауза и инерционность процесса не 
позволяют компенсировать убыль ионов в прикатодном диффузионном слое так же быстро, как 
при низких частотах. В результате это приводит к замедлению роста катодного потенциала при 
высоких частотах в сравнении с низкими при одних и тех же значениях амплитудной плотности 
тока. Таким образом, при частоте f = 1000 Гц наблюдается деполяризация процесса. Площадка 

Рис. 1. Временные изменения поляризации катодов при электролизе импульсным током прямоугольной формы (1 – 
поляризующий ток; 2 – катодный потенциал); а – f = 1 Гц, iср= 7 А/дм2, q = 2, механическое перемешивание; б – f = 

1000 Гц, iср = 7 А/дм2, q = 2 механическое перемешивание

Рис. 2. Влияние скважности и частоты тока на ход поляризационных характеристик при электроосаждении сплава 
олово–висмут (а – f = 1 Гц; б – f = 1000 Гц); 1 – постоянный ток; 2 – импульсный ток, q = 2, i(Emin); 2′ – i(Emax); 3 – им-
пульсный ток, q = 3, i(Emin); 3′– i(Emax); 4 – импульсный ток, q = 5 i(Emin); 4′ – i(Emax); 5 – импульсный ток, q = 10, i(Emin);  

5′ – i(Emax)
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второго предельного тока становится уже, а площадка третьего предельного тока, наблюдаемого 
при высоких скважностях тока на низкой частоте, исчезает.

На рис. 3 в качестве иллюстрации влияния длительностей импульса и паузы представлена 
структура покрытия, полученного при электролизе с использованием импульсного тока высокой 
частоты (1000 Гц). При высокой скважности импульсов наблюдается тангенциальный рост слоев 
с сохранением устойчивости плоских граней и ребер (рис. 3, а, б). С сокращением паузы и увели-
чением длительности импульса наблюдаются потеря устойчивости планарного роста граней 
кристаллов и формирование иглообразных кристаллов (рис. 3, в, г).

Всему вышесказанному не противоречат данные, представленные на рис. 4, а, б, отражаю-
щие влияние частоты импульсного тока на КПК при электроосаждении сплава олово–висмут. 
Как следует из рисунка, при повышении частоты от 1 до 1000 Гц наблюдается снижение катод-
ной поляризации, величина второго предельного тока повышается. Снижение частоты приводит 
к уменьшению реактивной проводимости электрода и емкостного тока, при этом фарадеевская 
составляющая возрастает. В результате растут Еmax и размах (Еmax- Еmin) колебаний. При частоте 
1000 Гц во время паузы, длительность которой составляет микросекунды, значение потенциала 
не возвращается к равновесному, за счет чего кривая минимума Emin существенно смещается  
в более электроотрицательную сторону (кривая 4). 

Как видно из приведенных результатов, на поляризационных кривых выделяются два, а при 
более высоких скважностях тока при работе на высоких амплитудных плотностях тока – три 
участка предельных токов. Для исследования природы предельных токов проведены экспери-
менты с перемешиванием электролита. Полученные результаты показали, что величина пло-
щадки первого предельного тока не меняется с перемешиванием электролита (рис.����������������� ����������������5), т. е. ее по-
явление обусловливается активационной поляризацией, связанной с разрядом ионов, а возник-
новение площадок второго и третьего предельных токов – ограничениями транспортировки 
частиц к поверхности катода (диффузионным перенапряжением), так как их величина изменяет-
ся при перемешивании.

Использование механического перемешивания 
электролита с помощью магнитной мешалки снимает 
диффузионные ограничения, уменьшает поляризацию 
катода. В результате возможно осаждение сплава оло-
во–висмут при больших плотностях тока, но получен-
ное покрытие имеет более крупнокристаллическую 
структуру. Необходимо отметить, что отсутствие вто-
рого предельного тока приводит также к снижению со-
держания висмута по сравнению с обычными условиями 
осаждения сплава, что влияет на свойства покрытий.

Анализ поляризационных кривых, приведенных на 
рис. 5, показывает, что при меньших скважностях  
величина предельного тока ниже, чем при высоких 
скважностях (процесс без перемешивания). При интен-
сивном перемешивании электролита кривые, сформи-
рованные на частоте 1  Гц на разных скважностях, 
практически совпадают. Та же картина наблюдается  

Рис.  3.  Структура покрытий сплавом олово–висмут, полученных на импульсном токе ( f = 1000 Гц, iср = 2 А/дм2);  
a – q = 10; б – q = 5; в – q = 3; г – q = 2

Рис. 4. Влияние частоты на КПК при электро- 
осаждении сплава олово–висмут (q = 5); 1 – им-
пульсный ток, f = 1 Гц, i(Emin); 1′ – i(Emax); 2 – им-
пульсный ток, f = 10 Гц, i(Emin); 2′ – i(Emax); 3 – 
импульсный ток, f = 100 Гц, i(Emin); 3′ – i(Emax);  
4 – импульсный ток, f = 1000 Гц, i(Emin); 4′ – i(Emax)
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и на более высокой частоте (1000 Гц). Таким образом, механическое перемешивание имеет пре-
имущественное влияние на кинетику электродного процесса по сравнению с варьированием па-
раметров импульсного электролиза. Вместе с тем это воздействие приводит к существенному 
повышению скорости окисления ионов Sn2+ в объеме сернокислого электролита, что негативно 
отражается на его сроке эксплуатации. Кроме того, при металлизации отверстий с высоким 
аспектным отношением перемешивание может играть отрицательную роль, способствуя закры-
тию устья отверстия в самом начале процесса осаждения.

Для исследования кинетических закономерностей электроосаждения при совместном ис-
пользовании импульсного электролиза и УЗК проведены эксперименты с применением ультра-
звуковой ванны (частота УЗК 38 кГц, мощность акустическая 15 Вт, мощность потребляемая  
40 Вт, интенсивность до 2,1 Вт/см2). КПК были сняты при следующих параметрах импульсного 
тока: частота 1 и 1000 Гц; скважность 2; интенсивность УЗК 0,58, 0,90, 2,10 Вт/см2. Полученные 
результаты показали, что с применением УЗК при формировании покрытий сплавом олово–вис-
мут импульсным током повышается величина второго предельного тока во всем исследуемом 
диапазоне интенсивностей ультразвука, что позволяет проводить электролиз при более высоких 
плотностях тока и тем самым интенсифицировать процесс (рис.  6). Стационарный потенциал 
смещается в сторону более электроположительных значений.

УЗК при электроосаждении импульсным током высокой частоты (рис. 6, б) заметно влияют 
на кривые i(Emin). Во всем диапазоне исследуемых амплитудных плотностей тока отмечается 
значительное смещение кривых i(Emin) в более электроположительную сторону (при 3 А/дм2 на 

Рис. 5. Влияние механического перемешивания электролита на катодную поляризацию при электроосаждении спла-
ва олово–висмут импульсным током (а – 1 Гц; б – 1000 Гц); 1 – q = 2, i(Emin), с перемешиванием; 1′ – i(Emax);  
2 – q = 2, i(Emin), без перемешивания; 2′ – i(Emax); 3 – q = 5, i(Emin), с перемешиванием; 3′ – i(Emax); 4 – q = 5, i(Emin),  

без перемешивания; 4′ – i(Emax)

Рис. 6. Влияние ультразвуковых колебаний на КПК при электроосаждении сплава олово–висмут импульсным током 
(а – f = 1 Гц, q = 2; б – f = 1000 Гц, q = 2); 1 – без УЗК, i(Emin); 1′ – i(Emax); 2 – УЗК, I = 0,58, Вт/см2, i(Emin); 2′ – i(Emax);  

3 – УЗК, I = 0,90 Вт/см2, i(Emin); 3′ – i(Emax); 4 – УЗК, I = 2,10 Вт/см2, i(Emin); 4′ – i(Emax)



80 мВ, при 6 А/дм2 на 339 мВ). До значения плотности тока 6 А/дм2 поляризационные кривые, 
полученные при воздействии УЗК различной интенсивности, практически совпадают. Кроме 
того, до 4 А/дм2 КПК i(Emax), полученные при воздействии ультразвука различной интенсивно-
сти, совпадают и с поляризационными кривыми, сформированными без воздействия УЗК. На 
низкой частоте (1 Гц) импульсного тока поляризационные характеристики i(Emax) также совпада-
ют при амплитудной плотности тока до 5 А/дм2, а характеристики i(Emin) – при всех значениях 
плотности тока (рис. 6, а). С ростом интенсивности УЗК площадка предельного тока уменьшает-
ся, форма КПК постепенно сглаживается.

Приведенной закономерности не соответствует КПК, полученная при воздействии УЗК ин-
тенсивностью 0,58 Вт/см2. Аналогичное поведение катодных поляризационных кривых при той 
же интенсивности ультразвука отмечено в [12] при исследовании кинетики электроосаждения 
покрытий сплавом олово–висмут на постоянном токе при воздействии УЗК.

Заключение. Установлена взаимосвязь между условиями процесса электроосаждения спла-
ва олово-висмут и характером его катодной поляризации. Показано, что импульсный электролиз 
не изменяет механизм разряда ионов олова и висмута в сернокислом электролите. Лимитирую-
щая стадия в катодном процессе, как и при электролизе на постоянном токе, обусловлена скоро-
стью электрохимической реакции. Однако абсолютные значение скоростей электродных реак-
ций при импульсном электролизе выше, чем при стационарном режиме. Анализ КПК демон-
стрирует, что область катодных плотностей тока в импульсе, при которых покрытия сплавом 
олово–висмут получаются хорошего качества, при скважности q = 2 составляет 1–5 А/дм2 (при 
более высокой скважности до 10 А/дм2), с применением УЗК – 1–8 А/дм2.

Использование полученных экспериментальных результатов позволяет обоснованно выбрать 
оптимальный режим получения покрытий сплавом олово–висмут, а также многослойных по-
крытий с заданными эксплуатационными свойствами.
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Методами растровой электронной микроскопии, энергодисперсионного и рентгеноструктурного анализа иссле-
дованы геометрия и фазовый состав полученных методом шаблонного синтеза медных нанотрубок. На основании 
изучения результатов взаимодействия быстрых тяжелых ионов с Cu-нанотрубками показано влияние ионизационно-
го излучения на изменение параметров кристаллической решетки, размеров кристаллитов и фазового состава. 
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Geometry and phase composition of copper nanotubes obtained by template synthesis were studied using scanning elec-
tron microscopy, energy dispersive and structural X-ray analysis. Based on the results of studies of interaction of fast heavy 
ions with Cu-nanotubes, the influence of ionized radiation on the change in crystal lattice, crystallite size and phase composi-
tion was shown.
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Введение. В космических технологиях широко применяются наноматериалы и приборы на 
их основе, что обусловлено наличием таких уникальных свойств, как высокая химическая и тер-
мическая стойкость, большая удельная площадь поверхности, электрофизические свойства и др. 
[1, 2]. За счет дешевизны, простоты синтеза и высоких эксплуатационных качеств среди нано-
объектов выделяют структуры, созданные на основе меди и пригодные для использования в ка-
честве элементов микро- и наноэлектронных устройств. С точки зрения получения наноматери-
алов перспективным является метод шаблонного синтеза за счет своей простоты и низкой стои-
мости при изготовлении больших массивов наноструктур с монодисперсными диаметрами  
и длиной. Он также обеспечивает возможность адаптации под требуемые параметры размера, 
длины и формы наноструктур путем управления морфологией шаблона и параметрами синтеза.

Важным требованием к материалам, используемым при создании элементов целевой аппара-
туры космических аппаратов, в том числе на базе микросистемотехники, наноматериалов и на-
нодатчиков, является их стойкость к различного рода воздействиям внешней среды, главную 
роль среди которых играет ионизирующее излучение с энергиями 103–1020 эВ. Необходимо отме-
тить, что теория взаимодействия ионизирующего излучения с веществом проработана довольно 
хорошо, однако область, связанная с влиянием радиационных эффектов на свойства наноматери-
алов, изучена недостаточно. В настоящее время существует лишь ряд работ, в которых анализи-
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руется влияние ионизирующего излучения на структуру [например, 3–5] и проводящие свойств 
[например, 6–11] наноматериалов, при этом результаты работ достаточно противоречивы. 

Для развития метода шаблонного синтеза и адаптации получаемых с его помощью нано-
структур, пригодных к использованию в элементах целевой аппаратуры космических аппа-
ратов, в данной работе приводится методика получения медных нанотрубок посредством 
шаблонного синтеза, изучаются их структурные и морфологические особенности, а также 
анализируется влияние ионизирующего излучения на характеристики ��������������������Cu������������������-нанотрубок на ос-
новании теоретических расчетов и экспериментальных данных по облучению быстрыми тя-
желыми ионами Xe+22. 

Методика эксперимента. Для получения ��������������������������������������������Cu������������������������������������������-нанотрубок методом шаблонного синтеза ис-
пользовались трековые мембраны на основе пленки полиэтилентерефталата (ПЭТФ) марки ���Ho-
staphan® производства фирмы Mitsubishi Polyester Film (Германия) толщиной 12 мкм. Облучение 
ПЭТФ-пленки производилось на ускорителе DC-60 ионами криптона с энергией 1,75 МэВ/нуклон. 
УФ-сенсибилизация облученных трековых мембран проводилась при помощи лампы UV-C  
с длиной волны 253,7 нм с каждой стороны в течение 30 мин. После УФ-сенсибилизации пленка 
подвергалась двухстороннему химическому травлению в 2,2 М растворе NaOH при температуре 
(85±0,1) °C в течение 4,5 мин и последующей обработке в растворах нейтрализации: 1,0%-ный 
раствор уксусной кислоты и деионизированной воды. Качество полученных ПЭТФ-шаблонов 
контролировалось методами растровой электронной микроскопии и газопроницаемости, что по-
зволило с высокой точностью определить средний диаметр пор (380±10) нм.

Синтез Cu-нанотрубок в порах ПЭТФ-шаблона проводился электрохимическим методом. 
Металл осоаждался в потенциостатическом режиме при напряжении 1,0 В из электролита, со-
держащего CuSO4·5H2O (238г/л), H2SO4 (21г/л). Процесс осаждения контролировался методом 
хроноамперометрии с использованием мультиметра Agilent 34410A.

Структура и размеры полученных нанотрубок исследовались при помощи растрового элек-
тронного микроскопа (РЭМ) Hitachi TM3030 с системой энергодисперсионного микроанализа 
(ЭДА) Bruker XFlash MIN SVE при ускоряющем напряжении 15 кВ. Для изучения особенностей 
отдельных нанотрубок ПЭТФ-шаблонны удалялись посредством погружения в горячий раствор 
гидроокиси натрия (9,0 M) с последующей обработкой в ультразвуковой ванне в течение 10 с для 
отделения остатков полимера. Кристаллическая структура нанотрубок исследовалась методом 
рентгеноструктурного анализа (РСА) на дифрактометре D8 ADVANCE с использованием CuKa-
излучения рентгеновской трубки и графитового монохроматора на дифрагированном пучке. 
Дифрактограммы записывались в угловом диапазоне 2q = 20–80 град с шагом 0,03 град при на-
боре спектров в течении 9 с в каждой точке.

Выявление влияния ионизирующего излучения на структурные свойства Cu-нанотрубок 
осуществлялось при облучении содержащих медные наноструктуры ПЭТФ-шаблонов ионами 
Xe+22 с энергией 1,75 Мэв/нуклон с дозой от 109 до 5⋅1011 см-2 в экспериментальной камере 3-го 
канала ускорителя ДЦ-60 под вакуумом (1·10–6Торр). 

Результаты и их обсуждение. Важной особенностью электрохимического осаждения явля-
ется возможность управления свойствами синтезируемых наноструктур, благодаря использова-
нию пор с заданной геометрией, подбору состава электролита и параметров осаждения (время, 
температура, потенциал и т. д.). Использование в данном исследовании пор цилиндрической 
формы вместе со специальной методикой нанесения электрода, позволяющей создавать не пол-
ностью закрывающий отверстие поры катод для электрохимического осаждения, обеспечивало 
формирование полых нанотрубок. На рис. 1 представлено характерное РЭМ-изображение  
и ЭДА-спектр наноструктур после удаления ПЭТФ-шаблона.

Из рис. 1, а видно, что нанотрубки после растворения полимерной матрицы имеют различ-
ную ориентацию, что является следствием действия механических сил при удалении пленки 
ПЭТФ и сушки. Очевидно, что внутри полимерной матрицы нанотрубки располагаются парал-
лельно, что является следствием соответствующего расположения пор в ПЭТФ-шаблонах. Ана-
лиз латеральных размеров нанотрубок позволил установить, что их длина составляет 
(11,8±0,2) мкм, а внешние диаметры, соответствуют среднему диаметру пор (380±10) нм. 
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Учитывая, что из-за недостаточного разрешения РЭМ-анализ внутренних диаметров Cu-
наноструктур данным методом не проводился. Их изучение осуществлялось методом газопро-
ницаемости, который позволил установить, что внутренние диаметры нанотрубок составляют 
примерно 180  нм. Толщина стенок, определенная как половина разницы между величинами 
внешних и внутренних диаметров, составила примерно 100 нм.

Для определения элементного состава Сu-нанотрубок применен метод ЭДА (рис. 1, б). Ана-
лиз данных ЭДА свидетельствует, что содержание меди в нанотрубках состаляет 97%. Также на 
спектре регистрируется присутствие кислорода (примерно 3%), появление которого обусловлено 
окислением образца в процессе растворения ПЭТФ-шаблона в гидроксиде натрия. 

Перед облучением Cu-нанотрубок проводилось моделирование взаимодействия быстрых  
тяжелых ионов с медной мишенью толщиной 12 мкм с помощью программы SRIM 2013Prо.  
В качестве облучающих частиц рассматривались ионы Xe+22 с энергией в интервале от 1,0 до  
1,75 МэВ/нуклон (шаг 0,25 МэВ/нуклон). На основании расчетов показано, что при энергиях до 
1,25  МэВ/нуклон происходит полное торможение иона в наноструктурах. При энергиях выше 
данного значения ионы насквозь пронизывают исследуемые наноструктуры в направлении, пер-
пендикулярном их диаметрам. Соответственно для гарантированного преодоления налетающи-
ми частицами мишеней выбрана энергия облучения 1,75 МэВ/нуклон.

Изучение влияния ионизирующего излучения на кристаллическую структуру нанотрубок 
проводилось методом РСА при исследовании исходных образцов (рис. 2, а) и образцов, облучен-
ных с дозой от 109 до 5⋅1011 см–2 (рис. 2, б–е). Поскольку исследуемые образцы при проведении 
анализа находились в полимерной матрице, на рентгенораммах присутствует широкий пик  
с угловым положением 2q = 20–32 град.

Согласно данным РСА, все образцы Cu-нанотрубок являются поликристаллами с ГЦК-
структурой и параметром элементарной ячейки a, отличающимся от эталонного параметра 
(3,6130  Å) для объемного образца 
меди. Анализ результатов РСА по-
казывает, что при увеличении дозы 
облучения наблюдаются рост значе-
ния параметра элементарной ячей-
ки, а также среднего размера кри-
сталлитов (рассчитанного согласно 
уравнению Шерера), из которых со
стоят стенки нанотрубок, от 42,5 нм 
для исходного образца до 47,1 и 51,8 нм 
для образцов, облученных с дозами 
1011 см-2 и 5⋅1011 см-2

,
 соответственно. 

Большое соотношение пиков (111) 
по отношению к (200) и (220) на 
спектрах РСА позволяет сделать 
вывод, что материал нанотрубок 

Рис. 1. Характеризация Сu-нанотрубок: а – РЭМ-изображение; б – ЭДА-спектр

Рис. 2. Спектры РСА Cu-нанотрубок до и после облучения ионами 
Хе+22: а – исходный образец; б – 109 см-2; в – 1010 см-2; г – 5⋅1010 см-2;  

д – 1011 см-2; е – 5⋅1011 см-2
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имеет выделенное направление [111] вдоль их оси. Увеличение дозы облучения вызывает рост 
соотношения интенсивностей пиков, что с учетом изменения размеров кристаллитов может сви-
детельствовать о вытягивании их вдоль оси нанотрубок в результате локального разогрева при 
взаимодействии быстрых тяжелых ионов с металлом.

Для подтверждения данного предположения изучались текстуры поликристаллических на-
нотрубок путем оценки текстурных коэффициентов TC(hkl), которые рассчитывались по форму-
ле Харриса: 
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где I (hkl) – экспериментально полученная относительная интенсивность, I0(hkl) – относительная 
интенсивность, соответствующая данной плоскости согласно базе JCPDS, n – количество пло-
скостей. Результаты расчетов приведены в таблице.

 Параметры Cu-нанотрубок, облученных ионами Хе+22 с энергией 1,75 МэВ/нуклон  
при различной дозе облучения

2q, град (hkl)
Текстурный коэффициент TC(hkl)

Исходный 109 см-2 1010 см-2 5⋅1010 см-2 1011 см-2 5⋅1011 см-2

43,349 111 0,654759 0,976301 1,180722 1,246563 1,57298 2,020379
50,485 200 0,944188 0,838477 0,798708 0,8081 0,774298 0,607772
74,148 220 1,401053 1,185222 1,020571 0,945337 0,652722 0,371849

Значения текстурных коэффициентов больше единицы означают преимущественную ориен-
тацию вдоль массива нанотрубок в соответствующих плоскостях, что предполагает увеличение 
размера зерен вдоль плоскости. Полученные в нашем исследовании значения, находящиеся в об-
ласти 1, подтверждают предположение о том, что ���������������������������������������Cu�������������������������������������-нанотрубки обладают поликристалличе-
ской структурой с выделенным направлением [111]. Повышение дозы облучения приводит к вы-
тягиванию кристаллитов меди вдоль оси нанотрубки с увеличением их размеров, что выражает-
ся в значительном увеличении текстурных коэфициентов для плоскости [111]. 

На спектрах РСА. соответствующих дозам облучения 1011 см-2 и 5⋅1011 см-2 (рис. 2, г–е), появ-
ляется пик с угловым положением 2q = 37 град, который обусловлен зарождением оксидной 
фазы Cu2O. Характерно, что интенсивность пиков оксида меди (I) растет с увеличением дозы об-
лучения. Наличие оксидной фазы также подтверждают результаты ЭДА: при увеличении дозы 
от 1011 до 5⋅1011 см-2 содержание кислорода растет от 16 до 29%. Повышение содержания кислоро-
да является следствием окисления областей с высокой температурой за счет взаимодействия  
с кислородом воздуха, появляющихся в результате локального разогрева металла при взаимо-
действии с ионизирующим излучением.

Заключение. Методом шаблонного синтеза получены полые медные нанотрубки. Результа-
ты исследования их морфологии и структуры методами растровой электронной микроскопии, 
энергодисперсионной спектроскопии, рентгенодифрактометрического анализа и манометриче-
ского метода определения газопроницаемости показали, что �������������������������������Cu�����������������������������-нанотрубки являются поликри-
сталлическими и имеют латеральные размеры, соответствующие параметрам пор (длина около 
12 мкм и внешний диаметр примерно 380 нм), при толщине стенок 100 нм. В результате изучения 
влияния ионизирующего излучения на кристаллическую структуру нанотрубок показано, что при 
дозах облучения до 5⋅1011 см-2 разрушения их структуры не происходит. Увеличение дозы облучения 
приводит к росту величин параметра элементарной ячейки и среднего размера кристаллитов за счет 
вытягивания кристаллитов вдоль оси нанотрубки. Изменение морфологии нанотрубок является 
следствием локального разогрева при взаимодействии быстрых тяжелых ионов с металлом. Ло-
кальный разогрев также инициирует образование фазы оксида меди (I) за счет реакции меди с кис-
лородом воздуха, причем количество Cu2O возрастает с ростом дозы облучения. 

Полученные результаты свидетельствуют о возможности применения ���������������������Cu�������������������-нанотрубок в каче-
стве элементов устройств целевой аппаратуры космических аппаратов, функционирующих в ус-
ловиях безвоздушного пространства, при которых не будет происходить окисления меди. 
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В работе представлены результаты электроискрового диспергирования (ЭИД) стружки из сплава ВК6 в воде. 
Приведены величины удельной поверхности, морфологии, структуры и распределения частиц в порошках по разме-
рам. Для исследования свойств использовали дисковый центробежный седиментационный анализатор размера ча-
стиц, методы растровой электронной микроскопии и рентгенофазового анализа. Показана принципиальная возмож-
ность применения ЭИД для изготовления тонкодисперсных порошков из отходов твердого сплава, пригодных для 
повторного использования в качестве высокоактивных добавок при создании инструмента и получении износостой-
ких упрочняющих покрытий.

Ключевые слова: твердый сплав, электроимпульсное диспергирование, тонкодисперсные частицы.
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PROPERTIES OF WC–6Cо HARD ALLOY POWDERS OBTAINED BY THE METHOD  
OF SPARK PLASMA DISPERSION
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Properties of WC–6Co hard alloy powders obtained by the method of spark plasma dispersion (SPD) are presemed. Pow-
ders of WC–6Co hard alloy were produced using spark erosion in distilled water. The properties of powders, such as specific 
surface area, morphology, structure and size distribution, were studied. Investigation of the powder properties was made us-
ing the methods of scanning electron microscopy, X-ray phase analysis and disk centrifugal sedimentation particle size analy-
sis. The principal possibility of SPD method to produce highly active additives, suitable to use during creation of tools and 
hardening of wear-resistant coatings from hard alloy waste is shown.

Keywords: hard alloy, spark plasma dispersion, fine-grained particles.

Введение. Вольфрамсодержащие отходы инструментальных производств представляют высо-
кую практическую ценность. Проблема их переработки решается двумя концептуальными подхода-
ми: проведением технологических операций с целью получения условно чистого вольфрама (напри-
мер, для использования в качестве легирующего материала) и переработкой с последующей модифи-
кацией для повторного использования твердосплавного материала по его прямому назначению 
(инструмент и упрочняющие покрытия). Выбор технологической схемы переработки вольфрамсо-
держащих отходов твердых сплавов определяется степенью комплексного использования входящих 
в них ценных компонентов, требованиями экологии и рыночным спросом на ту или иную конечную 
вольфрамсодержащую продукцию [1]. В свою очередь методы переработки по применяемым источ-
никам энергии можно условно разделить на химико-металлургические, электрохимические, механи-
ческие и электрофизические, электроимпульсные [2-8]. 

Результаты механической переработки отходов сплава WC-Со в барабанных мельницах  
и аттриторах приведены в [4]. Установлено, что использование этого процесса для измельчения 
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металлических отходов имеет ограничения, связанные с дисперсностью получаемых порошков, 
так как после определенной степени помола, как правило, до -30÷-10 мкм, дальнейшее разруше-
ние практически прекращается и сопровождается самоплакированием и образованием конгло-
мератов из продуктов помола. В то же время известно, что частицы с меньшими размерами (в 
частности, нанодисперсные) становятся более активными за счет накопления свободной поверх-
ностной энергии, а изделия, получаемые из этих смесей тонкодисперсных частиц, обладают бо-
лее высокими прочностными свойствами.

Эффективными вариантами получения нанодисперсных металлических порошков являются 
электроимпульсные способы: электрический взрыв проводника в газовой атмосфере и электро-
искровое диспергирование металлических гранул в воде иди другой жидкости [9]. Оба способа 
являются энергоэффективными и энергосберегающими, однако только электроискровое диспер-
гирование позволяет перерабатывать металлические отходы в тонкодисперсные порошки в жид-
кой среде при напряжениях до 1000 В, что существенно упрощает технологический процесс [10]. 

Цель работы – изучение физико-химических процессов, протекающих при электроискровом 
диспергировании (ЭИД) дробленой стружки из сплава ВК6 в воде, получение исходных данных 
для разработки электроискровой технологии производства тонкодисперсных порошков с задан-
ными свойствами. Работа выполнена при поддержке БРФФИ в соответствии с договором 
№Ф14Р-216 от 23.05.2014 г.

Методика эксперимента. Исходный материал для исследования процессов электроискрово-
го диспергирования – стружка из сплава ВК6 (WC – 94 мас.%, Со – 6 мас.%) с размерами частиц 
примерно от 10 мкм до 2–5 мм. Стружка представляет собой отходы токарной обработки загото-
вок, полученных вакуумным спеканием, при изготовлении и восстановлении инструмента  
и технологической оснастки, используемых при производстве металлургической продукции. 

Тонкодисперсные порошки твердого сплава ВК6 получали в экспериментальной установке 
по электроимпульсному диспергированию металлов [9] в дистиллированной воде. Она включает 
в себя импульсный источник питания ИП-1–3 и реактор, изготовленный из диэлектрического 
материала, объемом 0,5 дм3, в котором размещены электроды из металлического вольфрама  
в виде прутка диаметром 3 мм. Межэлектродный промежуток заполнен дробленой стружкой из 
сплава ВК6. Толщина слоя загрузки составляла 15 мм, расстояние между электродами 58 мм. Ис-
точник питания формирует импульсы напряжения длительностью 15 мкс с амплитудой 1000 В  
и частотой следования до 1000 имп/с. Максимальный ток разряда составлял 250 А. Источник 
питания построен по принципу разряда емкостного накопителя на нагрузку через быстродей-
ствующий тиристор и импульсный трансформатор. 

Продолжительность одной стадии диспергирования 10 мин. После завершения каждой ста-
дии диспергирования установку выключали. Слой образовавшейся суспензии над дисперсной 
металлической загрузкой декантировали, твердые продукты разделяли на фракции седимента-
цией или отстаивали для сгущения. Затем в реактор заливали следующую порцию рабочей жид-
кости для проведения процесса диспергирования, включали установку и повторяли процесс дис-
пергирования. Влажные осадки сушили в вакуумном сушильном шкафу вначале при температу-
ре не более 40 °С, а затем доводили до постоянного веса при 100 °С. Полученные порошки 
исследовали путем измерения удельной поверхности, распределения частиц по размерам, 
изучения фазового состава и морфологии. Величину удельной поверхности полученных из 
сплава ВК6 порошков определяли по тепловой десорбции азота с помощью анализатора 
удельной поверхности и пористости «Сорбтометр М» (ЗАО «Катакон», РФ), программное 
обеспечение которого на основании полученных экспериментальных данных автоматически 
рассчитывало величину удельной поверхности исследуемого образца по методу БЭТ (Бруна-
уэра, Эммета, Тейлора).

Распределение частиц по размерам исследовали с помощью дисковой центрифуги CPS Disk 
Centrifuge DC24000 (CPS Instruments, США) в этиловом спирте. Центрифуга CPS – анализатор 
размера частиц в диапазоне от 5 нм до 75 мкм в коллоидных растворах. Она разделяет частицы 
по размерам при помощи центробежной седиментации в жидкой среде. Возможно измерение ча-
стиц практически любой плотности, используя метод анализа CPS [11]. 
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Фазовый состав и структурные параметры образца исследовали на дифрактометре Shimadzu 
XRD-7000 на CuKa-излучении. Анализ фазового состава проводили с использованием баз дан-
ных PСРРDF�������������������������������������������������������������������������WIN����������������������������������������������������������������������. Исследование морфологии тонкодисперсных порошков сплава ВК6 проводи-
ли методом сканирующей электронной микроскопии (СЭМ) с помощью микроскопов LЕО1455VP 
(«Cаrl Zeiss») и JEOL 6000 («Nikon Metrology Inc.»).

Результаты экспериментов и их обсуждение. Под действием импульсов электрической 
энергии между частицами стружки (рис. 1, а), находящимися в межэлектродном промежутке, 
возникает множество микроразрядов, вызывающих эрозию гранул. Ввиду малых зазоров между 
контактирующими с каналом разряда частицами основная энергия расходуется на нагрев метал-
ла в зонах анодного и катодного пятен на поверхности этих частиц [12], вызывая локальный на-
грев металла до температур плавления и кипения. В результате происходят плавление, испаре-
ние и разбрызгивание (диспергирование) расплавленного металла. На поверхности подвергнув-
шейся эрозии частицы металла образуется лунка.

Фракционный состав дробленой стружки представлен в табл. 1, а морфология исходного ма-
териала - на рис. 1, а. Первые эксперименты по ЭИД стружки из сплава ВК6 показали, что про-
дукты переработки после высушивания, вероятно, из-за наличия тонкодисперсных частиц, об-
ладающих большой свободной энергией, обусловленной высокой площадью удельной поверхно-
сти, образуют конгломераты (рис. 1, б), разрушаемые при истирании. Это обстоятельство  
в дальнейшем учтено авторами в технологическом процессе переработки. Водные суспензии 
продуктов переработки сгущали, затем заливали этиловым спиртом и хранили в виде пасты, так 
как в данном состоянии они способны сохранять свою дисперсность до момента проведения по-
следующей технологической операции.

На рис. 2 приведены микрофотографии образца порошка из сплава ВК6, полученные СЭМ. 
Согласно представленным изображениям, после ЭИД форма частиц преимущественно сфериче-
ская. Присутствуют как крупные (до 20 мкм) частицы, образующиеся в результате плавления  
и разбрызгивания металла, так и мелкие (50–100 нм), происхождение которых, видимо, связано  
с испарением металла в области микроразрядов и последующей конденсацией паров. На поверх-
ности крупных частиц хорошо просматриваются очень мелкие отдельные частицы и их агломе-
раты. Кроме того, вокруг сферических частиц видны бесформенные объемные волокнистые об-
разования, которые, вероятнее всего, состоят из продуктов взаимодействия металлов как между 
собой, так и с рабочей жидкостью (водой). Данные сканирующей электронной микроскопии 

Рис. 1. Морфология исходного материала (а) и продукта ЭИД стружки (б) после высушивания (разрушение произо-
шло при нанесении материала на угольную клейкую ленту)

Т а б л и ц а  1.  Фракционный состав частиц исходного материала (стружки) 
Размер частиц, мм Содержание, мас.%

+1 54
-1+0,5 26,4
-0,5 19,1
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(рис. 2) вполне согласуются с результатами седиментационного анализа тонкодисперсных по-
рошков сплава ВК6, проведенного с помощью дисковой центрифуги. На рис. 3, а приведено рас-
пределение относительного числа частиц к их размерам, а на рис. 3, б – зависимость массовой 
доли частиц от их диаметра. Согласно рис. 3, а, размер частиц порошка находится преимуществен-
но в диапазоне 50–200 нм, максимальное количество частиц, входящих в состав исследуемой су-
спензии, имеют диаметр около 70 нм. Кривая распределения частиц по массам (рис. 3, б) имеет 
два явно выраженных максимума: один для частиц (или агломератов) диаметром в интервале 
270–280 нм, а другой для частиц (или агломератов) диаметром в интервале 820–830 нм. В табл. 2 
приведены данные по величине удельной поверхности продуктов электроэрозионного дис-
пергирования стружки сплава ВК6 по разным частотным режимам обработки (ЭИД 1–ЭИД 4). 
Для сравнения приведено значение удельной поверхности фракции менее 63 мкм, отсеянной из ис-
ходной пробы дробленой стружки сплава ВК6 М (механическое измельчение).

Т а б л и ц а  2.  Сравнение величин удельной поверхности порошков, полученных ЭИД стружки сплава ВК6 
при различных режимах измельчения

Образец Условия измельчения, вид пробы d, м2/г

ВК6 М Помол в шаровой мельнице, отсев фракции менее 63 мкм исходной пробы 0,13
ВК6 ЭИД 1 400 имп/с, легкая фракция седиментационного разделения порошка 36,99
ВК6 ЭИД 2 400 имп/с, тяжелая фракция седиментационного разделения порошка 10,8
ВК6 ЭИД 3 600 имп/с, валовая проба 12,9
ВК6 ЭИД 4 800 имп/с, валовая проба 13,8

Рис. 2. Микрофотографии диспергированного порошка, полученные СЭМ: а – ×10000; б – ×2000

Рис. 3. Результаты седиментационного анализа продуктов диспергирования: а – распределение относительного чис-
ла частиц к их размерам; б - зависимость массовой доли частиц от их диаметра (1 - номинальные значения, 2 - кри-

вая с накоплением)



Таким образом, величина удельной поверхности порошков сплава ВК6, изготовленных элек-
троискровым методом, более чем в сто раз превышает эту величину для фракции менее 63 мкм, 
полученной механическим измельчением. Согласно данным рентгенофазового анализа, (табл. 3), 
продукты диспергирования состоят как минимум из пяти компонентов, что свидетельствует  
о неоднородном распределении элементов и их соединений в сплаве. 

Т а б л и ц а  3.  Данные рентгенофазового анализа порошков, полученных из сплава ВК6

Состав фазы Содержание, мас.% Межплоскостные расстояния

W2C0,84 10,31 a: 5,1579; с: 4,6943
Со 2,5 a: 3,52 
WC 0,62 a: 2,9181; с: 2,8466

Со3W3C 86,06 a: 11,1047
W 0,51 a: 3,1337

Заключение. Таким образом установлено, что методом электроискрового диспергирования 
из отходов твердых сплавов можно получать тонкодисперсные порошки с преимущественным 
размером частиц в диапазоне от 50 до 200 нм. Результаты проведенных исследований показали 
принципиальную возможность применения технологии ЭИД для получения тонкодисперсных 
порошков из отходов твердого сплава, пригодных для повторного использования в качестве вы-
сокоактивных добавок при создании инструмента и покрытий.

Список использованной литературы

1. Современное состояние и перспективы развития электрохимической переработки вольфрамсодержащих от-
ходов твердых сплавов / Э. У. Куркчи [и др.]// Ученые записки Крымского инженерно-педагогического университета. – 
2006. – №. 6. – С. 50–56. 

2. Способ переработки отходов твердого сплава ВК8 электроэрозионным диспергированием: пат. RU 2 443 507 C2 РФ, 
МПК B22F 9/14, C22B 7/00, B23H 1/00 / М. И. Дворник, Т. Б. Ершова; Институт материаловедения хабаровского на-
учного центра дальневосточного отделения Российской академии наук – № 009133493/02; заявл. 07.09.09; опубл. 
20.03.12 // Федеральная служба по интеллектуальной собственности. –2012. № 6.

3. Афанасьев, Л. Н. Технологические основы подготовки твердосплавных порошков из отходов металлургиче-
ского производства / Л. Н. Афанасьев, М. Н. Верещагин, Г. Г. Горанский; Учреждение образования «Белорусский на-
циональной технический университет». Учреждение образования «Гомельский государственный технический универ-
ситет им. П. О. Сухого» // Материалы, оборудование и ресурсосберегающие технологии. – Могилев, 2010. – Ч. 1. – С. 161. 

4. Исследование процессов структуро- и фазообразования порошковых смесей на основе отходов твердых воль-
фрамосодержащих сплавов при их механосинтезе и высокоскоростном механическом диспергировании для получе-
ния порошковых композиций / М. Н. Верещагин [и др.] // Литье и металлургия. – 2012. – № 1. – С. 110–114.

5. Исследование физико-технологических свойств порошков, полученных электроэрозионным диспергировани-
ем твердого сплава / Е. В. Агеев [и др.] // Фундаментальные исследования. – 2011. – № 12, ч. 2. – С. 336–340.

6. Малышев, В. В. Ресурсосберегающие способы переработки отходов твердых сплавов карбид вольфрама–ко-
бальт и экстракции вольфрама из вольфрамовых концентратов / В. В. Малышев, А. И. Габ // Теоретические основы 
химической технологии. – 2007. – Т. 41, №. 4. – С. 461–466.

7. Агеев, Е. В. Выбор метода получения порошковых материалов из отходов спеченных твердых сплавов /  
Е. В. Агеев, Б. А. Семенихин // Изв. Самарск. научн. центра РАН. – Самара: Изд-во Самарского науч. центра РАН. 
2009. – Спец. вып.: Актуальные проблемы машиностроения. – 2009. – С. 12–15.

8. Агеев, Е. В. Особенности технологии получения порошковых наплавочных материалов методом электроэрози-
онного диспергирования отходов твердых сплавов для наплавки шеек коленчатых валов / Е. В. Агеев, М. Е. Сальков // 
Технология металлов. – 2008. – № 5. – С. 34–37.

9. Журавков, С. П. Определяющая роль электроимпульсных способов получения нанопорошков алюминия на 
особенности их взаимодействия с водой и фазовый состав продуктов / С. П. Журавков, Г. Л. Лобанова, А. В. Пустова-
лов // Изв. высш. учеб. заведений. Физика. – 2014. – Т. 57, № 9/3. – С. 38–42.

10. Properties of Silver Nanoparticles Prepared by the Electric Spark Dispersion Method // Advanced Materials Research /  
S. P. Zhuravkov [et al.]. -  2014. - Vol. 872. - Р. 74–78.

11. Fitzpatrick S. T. U. S. Patent 5,786,898, July 28, 1998
12. Головейко, А. Г. Кинетика выброса жидкой фазы вещества электродов при электрическом разряде / А. Г. Го-

ловейко // Изв. вузов. Энергетика. – 1966. - № 6. – С. 83–88.
Поступила в редакцию 06.11.2015



27
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Представлены результаты исследований влияния структурного состояния хрома в композиционном СВС-
порошке FeAl(Cr)/Al2O3 на его стойкость к окислению. Для изучения возможности легирования моноалюминида же-
леза хромом в процессе синтеза использовали реакционные смеси, содержащие в качестве источника хрома порошки 
оксида хрома или сплава ПХ-30. Порошки получали методом механоактивируемого самораспространяющегося вы-
сокотемпературного синтеза (МАСВС). Испытания на циклическое окисление проводили при температуре 700–1000 °С  
в атмосфере воздуха в течении 2 ч. В случае использования для легирования интерметаллида сплава ПХ-30 полу-
ченный порошок проявляет больший прирост массы в отличие от порошка, синтезированного из реакционной сме-
си, содержащей оксид хрома, в котором хром не только легировал алюминид, но и присутствовал в свободном со-
стоянии. 
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ханоактивируемый самораспространяющийся высокотемпературный синтез (МАСВС).
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The results of studies of effect of structural state of chromium in the composite SHS-powder FeAl(Cr)/Al2O3 on its resis-
tance to oxidation are presented. To study the possibility of alloying of mono-aluminide iron with chromium, the synthesis 
reaction mixture containing a source of chromium as chromium oxide powders or alloy PХ-30 were used. Powders were pre-
pared by self-propagating mechanoactivated high-temperature synthesis (MASHS). Cyclic oxidation tests were conducted at 
a temperature of 700–1000 °C in an air atmosphere for 2 hours. In the case of alloying the intermetallic alloy PX-30, the resul-
tant powder exhibits a greater weight gain in contrast to powders prepared from a reaction mixture comprising a chromium 
oxide in which chromium is not only alloyed aluminide but is present in a free state.
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Введение. Интерметаллидные сплавы на основе алюминидов представляют класс материа-
лов, которые характеризуются уникальными свойствами для конструкционных применений при 
повышенной температуре в неблагоприятной окружающей среде. Их основные достоинства – 
прочность при повышенных температурах, стойкость к окислению и коррозии, сравнительно 
низкая плотность и высокая температура плавления. При этом они более легкие и дешевые, чем 
многие жаропрочные сплавы на никелевой основе [1–4]. Некоторые из данных сплавов в настоя-
щее время широко используются для производства ключевых деталей и защитных покрытий, 
работающих при высоких температурах в таких отраслях, как авиа- автомобиле- и энергострое-
ние [5].

Известно, что среди различных алюминидов железа наилучшей стойкостью к высокотемпе-
ратурному окислению при высоких механических свойствах обладает b-FeAl (37–49 ат.% Al), 
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который имеет фазовую структуру b2 (CsCl-тип) [6,7]. Однако основным недостатком сплава 
b-FeAl является его низкая механическая прочность выше 600 °C из-за низкого сопротивления 
ползучести, препятствующего его высокотемпературному применению [8]. Для решения этой 
проблемы материал либо упрочняют добавками дисперсных оксидов (Y2O3, ZrO2, Al2O3), или ис-
пользуют в качестве защитных покрытий на основе, имеющей хорошую механическую проч-
ность при высоких температурах, но относительно низкую коррозионную стойкость [9–11].

Однако даже при относительно высоком содержании Al скорость окисления b-FeA����������l��������� оказыва-
ется слишком высокой [12] по сравнению с другими суперсплавами на основе алюминия, такими 
как FeCrAl (например, Fecralloy и MA956), а уровень сопротивления отслоению оксидной плен-
ки оказывается неудовлетворительным из-за формирования поверхностных пустот [13].

Проведенные исследования [14–17] показали, что добавки 2–10 мас.% Cr имели положитель-
ный эффект на механические свойства и на коррозионную стойкость при высоких температурах 
таких интерметаллидов, как Ni3Al, Fe3Al, NiAl, TiAl. Однако для оценки влияния структурного 
состояния хрома на стойкость к окислению b2-FeAl данных этих работ недостаточно. 

Цель настоящей статьи – исследование влияния структурного состояния хрома на стойкость 
к окислению композиционного порошка на основе алюминида железа, упрочненного включени-
ями Al2O3.

Материалы и методы испытаний. Для исследования выбраны композиции Al0,4Fe0,6(Cr)/
Al2O3, содержащие 92–94 мас.% интерметаллида Fe – 40 ат.% Al и 6–8 мас.% оксида. Для изуче-
ния возможности легирования моноалюминида железа хромом в процессе синтеза использовали 
реакционные смеси, содержащие в качестве источника хрома порошки оксида хрома (Fe2O3+ 
Cr2O3+ Al + Fe) или сплава ПХ-30 (ПХ-30 + Fe2O3 + Al). Содержание хрома в порошках варьировали 
от 6,0 до 18,53 мас.%.

Порошки получали методом МАСВС. Благодаря высоким скоростям химических реакций  
в активированных материалах и пониженным температурам синтеза, методом МАСВС можно 
успешно получать требуемые композиционные материалы [18, 19]. 

Микроструктуру полученных порошков исследовали методами оптической и сканирующей 
электронной микроскопии с микрорентгеноспектральным анализом (оптические микроскопы 
«Polyvar» (Австрия) и «Neophot-20» (Германия); сканирующий электронный микроскоп высокого раз
решения «Mira» фирмы Tescan, (Чехия) с микрорентгеноспектральным анализатором «INCA 350» 
фирмы Оxford Instruments, Англия).

Рентгеноструктурный анализ проводили на дифрактометре общего назначения ДРОН-3.0  
в СuКα-монохроматизированном излучении с использованием системы автоматизации, включа-

ющей в себя все функции управления го-
ниометром и программную часть с пакетом 
программ по сбору, обработке и анализу 
полученных данных. Сбор и обработку 
информации осуществляли с помощью 
программы WinDif. Расшифровку фазово-
го состава полученной рентгенограммы 
проводили в программе Crystallographica 
SearchMatch (Oxford), микродюрометриче-
ские исследования – на микротвердомере 
«Akashi» (Япония) при нагрузках 25 и 200 г. 
Стойкость порошков к окислению оцени-
вали по приросту массы в процессе ци-
клического окисления образцов в воздуш-
ной атмосфере в печи с естественной кон-
векцией. Образцы порошков выдерживали 
при 700 °С, 900 °С, 1000 °С в течение 2 ч. 

Результаты эксперимента и их об-
суждение. Дифрактограммы синтезиро-

Рис. 1. Дифрактограммы композиционных порошков FeAl(Cr)/
Al2O3, полученных методом МАСВС из реакционных смесей:  

а - ПХ-30 +Fe2O3 +Al, б - Fe2O3 +Cr2O3 +Al+Fe



29

ванных порошков представлены на рис. 1. По данным рентгенофазового анализа, в обоих случа-
ях основными идентифицируемыми фазами являются FeAl и a-Al2O3. Отражения от исходных 
фаз в продуктах синтеза не идентифицируются. Кроме того, в порошке, полученном из реакци-
онной смеси, содержащей оксид хрома, идентифицируется незначительное количество металличе-
ского хрома (рис. 1, б).

Отсутствие самостоятельных рефлексов, характерных для металлического хрома и его сое-
динений, на дифрактограмме порошка, полученного из реакционной смеси, содержащей ПХ-30 
(рис. 1, а), может свидетельствовать о растворении хрома в решетке моноалюминида железа  
в процессе синтеза. Это подтверждается данными микрорентгеноспектрального анализа (рис. 2, а).

На дифрактограмме порошка, полученного из реакционной смеси, содержащей ПХ-30, прак-
тически не видно линии сверхструктурного отражения (2q ≈ 31 град), что является показателем 
разупорядоченной структуры интерметаллида. Вероятно, в процессе синтеза растворенный 
хром при относительно быстром нагреве и охлаждении не успел покинуть решетку железа.

а

Спектр
Al Cr Fe O

мас.%

1 14,66 25,96 58,34 1,04 
2 13,06 20,3 65,34 1,3
3 14,15 21,37 61,37 3,11
4 29,38 13,12 37,07 20,43
5 34,88 0,13 0,49 64,5

б

Спектр
Al Cr Fe O

мас.%

1 23,74 3,08 67,22 5,96
2 24,69 3,43 66,32 5,56
3 31,14 10,64 24,26 33,96
4 24,3 25,11 19,9 30,69
5 26,89 6,36 56,61 10,14

Рис. 2. Микроструктуры и таблицы результатов локального микрорентгеноспектрального анализа синтезиро- 
ванных порошков на основе моноалюминида железа, полученных из реакционных смесей ПХ-30 + Fe2O3 +Al (а)  

и Fe2O3 +Cr2O3 +Al+Fe (б)

По результатам полуколичественного рентгенофазового анализа, относительное содержание 
фаз составляет: 94% фазы FeAl и 6% оксида a-Al2O3 для порошка, полученного из реакционной 
смеси, содержащей ПХ-30, и 87,3% FeAl, 6% Al2O3 и 6,6% ������������������������������������Cr���������������������������������� для порошка, полученного из реак-
ционной смеси, содержащей оксид хрома.

Микрорентгеноспектральный анализ показал, 
что в порошке, полученном с использованием по-
рошка сплава ПХ-30 (рис. 2, а), оксидные частицы 
расположены, главным образом, по периферии ин-
терметаллидных частиц, в то время как в порошке, 
полученном из реакционной смеси, содержащей ок-
сид хрома (рис. 2, б), оксидные частицы имеют бо-
лее однородное распределение в объеме материала. 
При этом хром обнаруживается как в составе интер-
металлида (до 3,5 мас.%), так и в виде отдельных 
включений в областях оксидных частиц.

Микротвердость обоих порошков практически 
одинакова и составляет Hv25(N10) = 300 (170–464) кгc/мм2 
для порошка, полученного из реакционной смеси, 
содержащей ПХ-30, и Hv25(N10) = 295 (168–464) кгc/мм2 
для порошка, полученного из реакционной смеси, 
содержащей оксид хрома.

Рис. 3. Сравнительная стойкость СВС-порошков  
в условиях циклического окисления в воздушной 

атмосфере печи при 700–1000 °С в течение 2 ч
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Результаты циклических испытаний синтезированных порошков на стойкость к окислению 
представлены на рис. 3. Из диаграммы можно отметить, что величина прироста массы для обоих 
порошков возрастает с увеличением температуры. Несмотря на высокое содержание растворен-
ного хрома (18,53 мас.%), в интерметаллиде композиционного порошка, полученного из реакци-
онной смеси, содержащей ПХ-30, удельный прирост массы в диапазоне 700–1000 °С при том же 
соотношении железа и алюминия и концентрации оксида алюминия значительно больше по 
сравнению с порошком, полученным из реакционной смеси, содержащей оксид хрома, в котором 
хром не только растворен в интерметаллиде (до 3,5 мас.%), но и присутствует в свободном состо-
янии. Сравнительные дифрактограммы указанных порошков после окисления представлены  
на рис. 4.

Сравнение дифрактограмм порошков после окисления показало, что их фазовый состав поч-
ти полностью соответствует составу исходных синтезированных композиций и включает FeAl  
и a-Al2O3, что свидетельствует в пользу высокой жаростойкости полученных композиций  
(рис. 4). Структура интерметаллида в порошке, полученном из реакционной смеси, содержащей 
ПХ-30 (рис. 4, а), становится более упорядоченной, что особенно заметно по появлению харак-
терного пика на 2q ~ 31 град при 900 и 1000 °С. Достаточно высокая жаростойкость порошка, 
синтезированного из реакционной смеси, содержащей оксид хрома, вероятно, является следстви-
ем наличия в его составе свободного хрома по сравнению с порошком, полученным из реакци-
онной смеси, содержащей ПХ-30, в котором хром был растворен. 

Рис. 4. Дифрактограммы композиционных порошков FeAl(Cr)/Al2O3 после окисления из реакционной смеси, содержа-
щей ПХ-30 (а), и из реакционной смеси, содержащей оксид хрома (б)
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Согласно исследованиям [20–23], окисление b-FeAl-сплавов с высоким содержанием Al со-
провождается образованием переходной зоны из метастабильного q-Al2O3. Этот процесс сопро-
вождается постоянным расходом Al для роста q-Al2O3 (в основном на начальном этапе процесса 
окисления) до образования более жаростойкого a-Al2O3. Кинетика изотермического окисления 
b-FeAlCr [24] показала, что дополнительное легирование Cr ускоряет процесс преобразования 
q-Al2O3 в a-Al2O3. Авторы [24] предположили, что процесс перехода от q-Al2O3 к a-Al2O3 был 
ускорен благодаря образованию в тонком слое q-Al2O3 фазы a-Cr2O3, которая также может фор-
мироваться на начальном этапе окисления. В [25] высказано предположение, что поскольку и a-Cr2O3  
и a-Al2O3 имеют одинаковую пространственную группу R3c и a-корундовую структуру, при-
сутствие a-Cr2O3 способствует кристаллизации a-Al2O3 на свободной поверхности газ/пленка 
q-Al2O3. При этом процесс перехода q → a ускоряется при наличии большого количества центров 
кристаллизации a-фазы на q-слое. Отсутствие на дифрактограммах порошков после окисления 
характерного пика q-Al2O3 на угле 33 град [14] также свидетельствует в пользу достаточно бы-
строго образования и роста пленки из a-Al2O3. 

В [24] показано, что с увеличением содержания хрома в покрытиях b-����������������������FeAlCr����������������, кинетика окис-
ления была быстрее, отсюда можно предположить, что достаточно высокий прирост массы по-
рошка, полученного из реакционной смеси, содержащей ПХ-30, может быть связан с формирова-
нием большего количества Cr2O3 уже на начальной стадии окисления.

Присутствие в составе синтезированных порошков 6 мас.% Al2O3, вероятно, является одним 
из факторов, способствующих росту a-Al2O3.

Заключение. Из реакционных смесей методом механоактивируемого самораспространяю-
щегося высокотемпературного синтеза получены композиционные порошки на основе моноалю-
минида железа, легированного хромом и упрочненного тугоплавкими включениями Al2O3. Уста-
новлено, что легированный хромом моноалюминид железа может быть сформирован как в систе-
мах, полученных с использованием алюминотермической реакции восстановления оксида хрома, 
так и при использовании в качестве исходного порошка сплава ПХ-30.

Более высокая стойкость к окислению порошка, полученного из реакционной смеси, содер-
жащей оксид хрома, по сравнению с порошком, полученным из реакционной смеси, содержащей 
ПХ-30, несмотря на высокое содержание хрома в последнем, может быть связана с формировани-
ем включений свободного хрома и упорядоченной b2-структуры. Однако для уточнения этого 
предположения требуются дополнительные исследования. 
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Решена задача оптимизации процесса магнитно-абразивной обработки радиусных цилиндрических поверхно-
стей на основе стохастических моделей, построенных по результатам статистического анализа экспериментальных 
данных, полученных методами математического планирования экспериментов. Изучены зависимости шероховато-
сти обработанной поверхности и удельного массового съема от технологических факторов, описанные регрессион-
ными моделями в виде полиномов третьего порядка. Выявлено и объяснено сложное взаимодействие и взаимовлия-
ние технологических факторов магнитно-абразивной обработки радиусных цилиндрических поверхностей колец 
шарикоподшипников. По результатам многокритериальной оптимизации определены значения технологических ре-
жимов, обеспечивающих повышение удельного массового съема при ограничениях на допустимую шероховатость 
поверхности.

Ключевые слова: магнитно-абразивная обработка, технологические режимы, удельный массовый съем, шерохо-
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An optimization of magnetic-abrasive finishing process for radial cylindrical surfaces has been performed. The optimization 
relies on stochastic models derived from statistical analysis of experimental data obtained by applying experimental design tech-
niques. Dependencies of surface roughness and specific material removal rate from technological modes described by regression 
models in the form of 3rd-degree polynomial functions have been studied. Complex relationships and interdependencies between 
technological modes of magnetic-abrasive finishing process for radial cylindrical surfaces of ball-bearing races have been discov-
ered and explained. As the result of the multi-criteria optimization, such parameters of technological modes have been identified, 
that ensure greater specific material removal rate within the targeted surface roughness tolerances.

Keywords: magnetic abrasive finishing process, technological modes,, the mass removal, surface roughness, regression 
analysis, optimization.

Надежность и долговечность большинства деталей машин определяются состоянием их по-
верхностных слоев, в которых происходит концентрация остаточных напряжений, наклепа  
и других дефектов, образующихся при механической обработке. Известно также, что разруше-
ние деталей начинается именно с контактирующих поверхностей. Поэтому повышение эксплуа-
тационных свойств деталей машин во многом определяется совершенством технологических 
процессов их обработки [1]. 

Важную роль в формировании физико-механических свойств и геометрических параметров 
поверхностного слоя играют методы финишной обработки, от способа реализации которых за-
висит также ряд технико-экономических показателей (работоспособность, долговечность, себе-
стоимость). В свою очередь степень воздействия того или другого метода обработки на свойства 
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поверхностного слоя зависит от технологических режимов, поскольку их различное сочетание 
может привести к разным результатам как по точности, так и по качеству поверхностного слоя. 

При финишной обработке, как и при других видах механической обработки, выявление вза-
имного влияния технологических режимов приходится проводить опытным путем и устанавли-
вать его количественное значение посредством поиска эмпирических формул. Анализ полученных 
эмпирических зависимостей – один из наиболее широко используемых методов исследования спосо-
бов финишной обработки резанием, в том числе и магнитно-абразивной обработки  (МАО) [2] 
(рис. 1). Исследования по методу многофакторного планирования экспериментов [3] проводятся 
путем изучения функции отклика при изменении ряда варьируемых факторов и фиксировании 
остальных факторов, статистической проверки адекватности аппроксимирующих функций, их 
последующего анализа, построения графиков, таблиц и т. п. Математические методы планиро-
вания экспериментов представляют собой надежное средство рациональной организации науч-
но-исследовательских и опытно-технологических работ [3], так как сокращают сроки экспери-
ментальных исследований и повышают эффективность поиска функциональных зависимостей.

Цель данного исследования – определение способа поиска оптимального сочетания техноло-
гических режимов МАО поверхностей деталей для достижения высоких показателей качества  
и точности.

Для нахождения функции отклика используют метод регрессионного анализа [3, 4], который 
позволяет определить коэффициенты регрессионного уравнения, отражающего искомую зависи-
мость нормально распределенной случайной величины с постоянной дисперсией от независи-
мых переменных факторов. Обычно уравнение регрессии является степенным полиномом, что 
эквивалентно разложению неизвестной функции отклика в ряд Тейлора:

	
2 2 2

0 1 1 2 2 3 3 12 1 2 13 1 3 23 2 3 11 1 22 2 33 3... ... ...y b b x b x b x b x x b x x b x x b x b x b x= + + + + + + + + + + + + , 	 (1)

где y – параметр оптимизации; xi – факторы в виде независимых переменных; bi ���������������–�������������� �������������искомые коэф-
фициенты регрессии.

Известно, что в общем случае исследование процесса, связанного с нахождением прибли-
женной эмпирической зависимости, происходит при недостаточном знании механизма его про-
текания. Поэтому всякая модель является средством и инструментом для изучения и прогнози-
рования процесса, так как позволяет установить статистические связи между выбранными фак-
торами и функцией отклика, отобрав из их большого числа необходимые и наиболее значимые 
факторы. Рассматриваемая техническая система (процесс МАО) по своей физической природе 
относится к классу стохастических (вероятностных) систем, так как основной режущий инстру-
мент представляет собой совокупность абразивных частиц, параметры которых имеют некото-
рое статистическое распределение, а на их взаимодействие с обрабатываемой поверхностью  
влияет множество случайных факторов [5]. Предпринимавшиеся попытки описания процесса  
с помощью аналитических моделей дают лишь приблизительные результаты, не позволяющие  
в конкретных условиях управлять данным процессом с достаточной точностью.

Проведенные исследования [6] при использовании ло-
кально-интегральной модели процесса МАО отверстий  
(в частности, игольчатых подшипников 4074912 ГОСТ 4657–82, 
сталь ШХ15 ГОСТ 801–78, 61–65 HRCэ, D × d × B = 85 ×  
60 × 25 мм) и его описании в виде квадратичного полинома 
позволили выявить наиболее значимые факторы и опреде-
лить интервалы их варьирования. Применение данного 
квадратичного полинома позволило получить функцию 
отклика. Однако исследования МАО, например, цилин-
дрических радиусных поверхностей беговых дорожек ша-
риковых подшипников ����������������������������������1000812 ГОСТ 8338–75�������������� (рис. 2), ге-
ометрические параметры которых имеют более сложную 
зависимость от технологических режимов МАО, выявили 
неадекватность регрессионных моделей второго порядка  

Рис. 1. Схема магнитно-абразивной обра-
ботки цилиндрических поверхностей: 1 – 
полюсные наконечники; 2 – ферроабразив-
ный порошок; 3 - обрабатываемая заготовка; 
d – рабочий зазор; Vр  – скорость резания; 

Vо – скорость осцилляции
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в выбранном диапазоне варьирования факторов. Поэтому 
для описания процесса в качестве регрессионных моделей 
взяты полиномы третьего порядка. В данной работе реше-
ны задачи моделирования и оптимизации технологиче-
ских режимов МАО радиусных цилиндрических поверх-
ностей (канавок под уплотнительные кольца, беговых  
дорожек шариковых подшипников и т. п.) с помощью ре-
грессионного анализа.

В качестве параметров оптимизации выбраны ше- 
роховатость обработанной поверхности Y1  =  Ra,  мкм  
и производительность процесса, оцениваемая парамет
ром Y2 = Dg, мг/(см2·мин) – скорость съема массы металла  
с единицы площади обработанной поверхности детали  
в единицу времени (далее удельный массовый съем).

Исследовано влияние следующих факторов технологии МАО: X1 = Vр, м/с – скорость резания 
(скорость вращения заготовки); X2 = Vo, м/с – скорость осцилляции (скорость возвратно-поступа-
тельного движения полюсных наконечников относительно обрабатываемой поверхности); 
X3 = B, Т – величина магнитной индукции; X4 = A, мм – амплитуда осцилляции полюсных нако-
нечников; X5 = Ra0, мкм – исходная шероховатость поверхности детали; X6 = t, с – время обработки.

Для проведения эксперимента выбран композиционный ротатабельный униформ-план. Для 
оценки воспроизводимости эксперимента в каждой точке плана выполнено трехкратное дубли-
рование опытов. Уровни варьирования факторов в натуральных и нормированных координатах 
представлены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1.  Уровни варьирования факторов

Технологический фактор Vр, м/c Vо, м/c В, Т А, ×10–3 м Ra0, мкм t, с

Нормированное обозначение Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6

Основной уровень (0) 3,50 0,220 0,70 1,40 0,800 60,0
Верхний уровень (+1) 4,33 0,255 0,80 1,70 0,975 75,0
Нижний уровень (–1) 2,67 0,185 0,60 1,10 0,625 45,0
Звездная точка (+a) + 2,828 5,85 0,319 0,98 2,25 1,295 102,4
Звездная точка (–a) –2,828 1,15 0,121 0,42 0,55 0,305 17,6

Анализ функций распределения полученных экспериментальных значений шероховатости  
и производительности показал их существенное отклонение от нормального закона вследствие 
сильной левосторонней асимметрии. Для приближения полученных распределений к нормаль-
ному закону выполнено логарифмическое преобразование экспериментальных значений иссле-
дуемых параметров, т. е. искомые коэффициенты bi рассчитывались для уравнения (1), представ-
ленного в экспоненциальной форме. В результате статистического анализа значимости коэффи-
циентов регрессии и адекватности полученного уравнения установлена зависимость параметра 
Ra от факторов МАО вида

1 2 3 4 5 6

1 6 2 3 2 4 4 5 4 6

1 2 3 1 2 4 2 3 4 2 3 5
2 2
1 2

2,4217 0,0941 0,1337 0,1814 0,2772 0,2788 0,0497
0,0678 0,1431 0,2166 0,0731 0,0617

exp 0,0688 0,0643 0,1218 0,0484

0,1507 0,0884 0,

X X X X X X
X X X X X X X X X X

Ra X X X X X X X X X X X X

X X

- + + - + + + -

- + - - - +

= + + - - +

+ + + 2 2 2 2
3 4 5 6

3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6

1390 0,0426 0,0695 0,0862

0,0425 0,0213 0,0130 0,03086 0,0265 0,0214

X X X X

X X X X X X

 
 
 
 
 
 + + + - 
 - - - - - - 

.

	

(2)

Уравнение (2) представляет собой полином 3-й степени от 6 варьируемых факторов в полу-
логарифмических нормированных координатах. Кроме главных факторов и их степеней ста- 
тистически значимыми оказались некоторые парные и тройные взаимодействия, что говорит  

Рис. 2. Шариковый подшипник 1000812 
ГОСТ 8338–75: а – 3D-модель; б – эскиз 

внутреннего кольца
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о сложном взаимовлиянии технологических режимов МАО на получаемую шероховатость по-
верхности. Поэтому аналитическая интерпретация полученной зависимости затруднительна  
и выполнен поиск минимума функции (2) численным методом. Расчеты показывают, что пара-
метр Ra будет иметь минимальное значение в точке исследованного факторного пространства  
с координатами табл. 2.

Т а б л и ц а  2.  Значения технологических режимов в точке с минимальной величиной Ra

Технологический фактор Vр, м/c Vо, м/c В, Т А, ×10–3 м Ra0, мкм t, с

Нормированное обозначение Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6

Нормированное значение -0,363 -2,828 2,828 -2,828 -2,547 -1,046
Натуральное значение 3,19 0,121 0,98 0,55 0,35 44

Оптимальные значения трех факторов находятся на границе исследованных интервалов. 
Можно получить дальнейшее снижение шероховатости, согласно полученному уравнению ре-
грессии, если уменьшить значения скорости и амплитуды осцилляции и увеличивать величину 
магнитной индукции.

Аналогично выполнен анализ зависимости значения Dg от факторов МАО, описываемой полу-
ченным уравнением регрессии:

	

1 2 3 4 5

6 1 6 2 3 2 4 4 5
2

1 2 3 1 2 4 2 3 4 1
2 2 2
2 3 4

0,9973 0,0571 0,0982 0,1791 0,2862 0,2529
0,2412 0,0735 0,1138 0,1961 0,0641

exp 0,0551 0,0597 0,0774 0,1388

0,0883 0,1201 0,0437 0,0873

X X X X X
X X X X X X X X X

g X X X X X X X X X X

X X X

- + + - + + -

- - + - - +

D = + + - + +

+ + + + 2 2
5 6

3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6

.

0,1438

0,0335 0,0167 0,0193 0,0319 0,0175 0,0152

X X

X X X X X X

 
 
 
 
 
 + -
 
 - - - - - - 

 	 (3)

Численное решение с использованием регрессионной зависимости (3) позволило определить 
технологические режимы, обеспечивающие максимальное значение Dg (табл. 3).

Т а б л и ц а  3.  Значения технологических режимов в точке с максимальным значением Δg

Технологический фактор Vр, м/c Vо, м/c В, Т А,×10–3 м Ra0, мкм t, с

Нормированное обозначение Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6

Нормированное значение min max min max max – 1,376
Натуральное значение 1,15 0,319 0,42 2,25 1,295 40

При сравнении полученных регрессионных уравнений двух исследованных режимов про-
цесса МАО прослеживается подобие в направлении влияния его факторов и их взаимодействий. 
Это связано с взаимозависимостью параметров Y1 и Y2: наиболее интенсивный съем металла про-
исходит при более высокой шероховатости и снижается по мере срезания вершин микрорельефа. 
Поэтому критерии оптимизации (минимум шероховатости и максимум производительности) 
взаимно противоречивы. Поскольку выполнить оптимизацию процесса возможно только по од-
ному критерию, то второе требование необходимо задавать в виде граничного значения, руко-
водствуясь техническими ограничениями.

В качестве требований к поверхности детали обычно задана максимально допустимая величина 
Ra, поэтому задача управления технологическим процессом может быть сформулирована как выбор 
таких режимов обработки, которые обеспечат максимальную производительность обработки при за-
данном максимально допустимом параметре Ra получаемой поверхности. Таким образом, математи-
ческая модель оптимизации процесса МАО будет выглядеть следующим образом:
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Область варьирования факторов в нормированных координатах сужена до ±  2, так как на 
границах исследованного факторного пространства погрешность предсказания по уравнению 
регрессии существенно возрастает.

Полученные в результате экспериментов значения шероховатости лежат в диапазоне 
Ra = ������������������������������������������������������������������������������������0,64–0,032 мкм. Используемые в качестве ограничений (4) предельно допустимые величи-
ны Ra выберем из ряда предпочтительных значений шероховатости 0,63; 0,5; 0,32; 0,25; 0,16; 
0,125; 0,08; 0,063; 0,04; 0,032. 

Поскольку обе функции, описывающие параметры процесса, являются нелинейными регрес-
сионными уравнениями, то данная задача относится к классу задач нелинейной оптимизации. 
Для ее решения использован численный метод, реализованный в программе Mathcad.

Расчетные оптимальные значения факторов режимов приведены в табл. 4, графики зависи-
мости параметров в области оптимальных значений факторов – на рис. 3.

Т а б л и ц а  4.  Расчетные оптимальные значения факторов и режимов

Vр, м/c 5,16 4,94 4,76 4,35 4,03 2,75 1,84 1,84 1,84
Vо, м/c 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15 0,21 0,21

В, Т 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,832 1,018
А,×10-3, м 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ra0, мкм 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15 1,15

t, с 90 90 90 90 90 90 87,8 90 90
Ra 0,452 0,320 0,250 0,160 0,125 0,080 0,063 0,040 0,032
Dg 9,198 6,846 5,537 3,767 3,042 2,104 1,648 0,771 0,669

Установлено, что для достижения высоких показателей Dg при учете таких режимов, как ско-
рость резания и скорость осцилляции, необходимо гарантировать повышение значений второго 
параметра (рис. 4, а). Это связано с тем, что рост величины Vо способствует увеличению угла 
атаки микронеровностей поверхности заготовки режущим контуром ферроабразивной «щетки» 
и соответственно длине стружки, чем обеспечивается рост массы снимаемого материала. Диа-
пазон низких и высоких значений скорости резания при уменьшении скорости осцилляции ха-
рактеризуется в первом случае уменьшением величины мощности резания, что снижает эффек-
тивность процесса съема материала, во втором случае – проскальзыванием ферроабразивных 
частиц относительно микронеровностей обрабатываемой поверхности ввиду их подвижно ско-
ординированного состояния в ферроабразивной «щетке». При учете таких параметров, как  
амплитуда осцилляции A и магнитная индукция B, высокие показатели производительности 
(рис. 4, б) определяются ростом значений обоих режимных факторов, что объясняется большой 
жесткостью закрепления частиц ферроабразивного порошка в ферроабразивной «щетке» с уве-
личением значения магнитной индукции, приводящим к интенсивному отделению стружки от 
основной матрицы заготовки. Амплитуда осцилляции пропорционально связана со скоростью 

Рис. 3. Зависимости удельного массового съема Dg (а) и шероховатости поверхности Ra (б) в области оптимальных 
режимов МАО (табл. 4)
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осцилляции оV Af= , где f  – частота колебаний механизма осцилляции, а ее рост характеризует-
ся увеличением пути резания, что обеспечивает повышение объема снимаемого материала.

Достижение минимальной шероховатости при варьировании скорости резания и времени об-
работки определяется областью минимума, расположенной в центре координатной плоскости 
(рис. 5, а). Уменьшение времени обработки как при увеличении, так и при снижении скорости 
резания не позволяет осуществить снятие требуемого слоя материала (в особенности для слож-
нопрофильной поверхности типа беговой дорожки шарикоподшипника и канавок под уплотни-
тельные кольца). Увеличение времени обработки при уменьшении скорости резания не приводит 
к снижению величины шероховатости из-за падения мощности резания. В случае повышения 

Рис. 4. Зависимости удельного массового съема Dg от скоростей резания и осцилляции (а), амплитуды осцилляции  
и магнитной индукции (б)

Рис. 5. Зависимости шероховатости обработанной поверхности Ra от скорости резания и времени обработки (а), маг-
нитной индукции и начальной шероховатости (б), скорости осцилляции и амплитуды (в)



значения скорости резания достичь минимальной величины шероховатости не представляется 
возможным по причине либо недостаточной мощности резания, либо проявления эффекта про-
скальзывания.

На рис. 5, б представлена область минимума величины шероховатости после МАО в осях 
магнитной индукции и исходной шероховатости поверхности беговой дорожки шарикоподшип-
ника. Наличие низкой исходной шероховатости как при увеличении, так и при уменьшении ве-
личины магнитной индукции приводит к росту шероховатости после обработки, так как режу-
щий контур ферроабразивных частиц имеет бóльший размер, чем шаговый и высотный параме-
тры исходной шероховатости. Важный аспект такого явления заключается в сложном профиле 
обрабатываемой поверхности, вследствие чего давление ферроабразивной «щетки» и его распре-
деление носят стохастический характер. Повышение исходной шероховатости гарантирует соз-
дание присущего процессу МАО микрорельефа, наиболее приближенного к приработанному со-
стоянию поверхности (при малых значениях параметра шероховатости Ra).

На рис. 5, в представлены две области минимума при разных сочетаниях факторов скорости 
и амплитуды осцилляции, которые расположены противоположно друг другу и определяются 
тем, что первая область характеризуется снижением значений обоих факторов, вторая – их ро-
стом. Причина данной зависимости заключается в том, что определяющим фактором является 
частота возвратно-поступательного движения механизма осцилляции, т. е. интенсивность про-
цесса резания. Противоположная область минимума, связанная с ухудшением шероховатости 
обрабатываемой поверхности и определяемая ростом амплитуды при падении скорости осцил-
ляции, объясняется увеличением контактной площадки между инструментальным и обрабаты-
ваемым материалами и уменьшением частоты их взаимодействия, что приводит к снижению ка-
чества обработки. В случае повышения скорости осцилляции и уменьшения амплитуды размер 
контактной площадки резко сокращается, а частота взаимодействия растет, что способствует 
росту шероховатости обработанной поверхности.

По результатам оптимизации можно заключить, что для повышения удельного массового 
съема Dg при учете скоростей резания и осцилляции, амплитуды осцилляции и магнитной ин-
дукции необходимо обеспечить следующие значения технологических режимов: B  >  0,8  Т, 
А >2 мм, Vo > 0,25 м/с, Vр = 2 – 4 м/с; для снижения шероховатости обработанной поверхности Ra 
при учете скоростей резания и осцилляции, времени обработки и исходной шероховатости  
необходимо обеспечить следующие величины технологических режимов: Vo  =  0,6 – 1,0  м/с, 
Vр = 2 – 4 м/с, t = 40 – 70 с, Ra0 = 0,4 – 0,8 мкм.
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СРАВНЕНИЕ МЕТОДИК ВЫЧИСЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ  
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Определено, что линеаризация уравнения перемещений изогнутой балки вносит значительную относительную 
ошибку в определение перемещений для плоских стальных пружин и рессор. Установлено, что моделирование по-
ведения плоских пружин и балок с помощью ANSYS 10 ED необходимо производить с использованием элементов 
BEAM188 и SHELL181 с включенной опцией LargeDisplacementStatic, поскольку в этом случае применяется нели-
неаризованное уравнение для определения перемещений, что соответствует большим прогибам и перемещениям 
упругой линии.

Ключевые слова: механика твердого тела, рессора, балка, уравнение перемещений, компьютерное моделирова-
ние, деформация изгиба.
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It is determined that linearization of displacement equation of a bent beam makes a significant relative error in the defini-
tion of displacements for flat metal and leaf springs. It is found that modeling of behavior of flat springs and beams using the 
ANSYS ED 10 must be carried out with the use of BEAM188 and SHELL18 1elements and with the enabled LargeDisplace-
mentStatic option. It is because of non-linearized equation used for determination of displacements that corresponds to large 
deflections and displacements of elastic line.

Keywords: mechanics of rigid body, bow spring, beam, deformation equations, computer simulation, bending deformation.

В учебно-методической и научной литературе по механике твердого тела сложилось устой-
чивое мнение, что при решении задач определения перемещения при чистом изгибе для балок 
произвольного сечения достаточно использовать линеаризованное уравнение. Существуют те-
оретические оценки [1], что даже если перемещение нагруженного конца балки составляет 
30% от ее длины, то линеаризованное уравнение даст перемещение с ошибкой 3%. Однако при 
непосредственной теоретической проверке перемещений для характерных геометрических па-
раметров сечений плоских пружин и рессор можно установить, что линеаризация уравнения 
перемещений вносит ошибку в определение перемещений для плоских стальных пружин  
и рессор до 50%.

* Исследования выполнены на демонстрационной версии �����������������������������������������������ANSYS������������������������������������������ 10���������������������������������������ED�������������������������������������/������������������������������������LS����������������������������������-���������������������������������DYNA�����������������������������, распространявшейся бесплат-
но на территории стран СНГ.
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Определение перемещений при изгибе консольно закрепленной балки постоянного пря-
моугольного сечения с помощью версии ��������������������������������������������������ANSYS��������������������������������������������� 10 �����������������������������������������ED��������������������������������������� без использования опции ��������������LargeDisplace-
mentStatic [1–5]. В качестве примера определим перемещения консольно закрепленной балки 
при приложении вертикальной силы на ее другом конце в простейшем случае – в случае посто-
янного прямоугольного сечения. Будем считать, что длина балки l  в проводимых эксперимен-
тах составляет м1 .

Для этого построим с помощью ANSYS 10 ED для постоянных нагрузок 1 500НP =  и 2 1500НP =  по-
верхности в координатах , ,h b v , где h  – высота прямоугольнй балки, b – ширина сечения балки,  
v  – вычисляемое перемещение правого нагруженного конца балки (рис. 1, а, б). Данные поверх-
ности построены на основе решения поставленной задачи с помощью балочных элементов 
BEAM188 (3Dfinitestrain).

Отметим, что указанные выше поверхности с точностью до 1% (рис. 2, а) совпадают с поверх
ностями в координатах vbh ,,  в случае использования элементов SHELL181 (Hyper 4node 181)  
в ANSYS 10 ED. Однако полученные результаты совпадают лишь с точностью до 28% (рис. 2, б) 
с результатами решений при применении элементов SOLID185 (Brick 8node 185) в ANSYS 10 ED, что 
связано с отсутствием у элементов SOLID185 вращательных степеней свободы.

В дополнение построим графики жесткости балок при изменении значений приложенных на-
грузок 1P  от 100  до 500H  и 2P  от 1300  до 1700H  при постоянном сечении ( 0,01 мh = , 

0,08 мb = ) (рис. 3, а, б). Как видно из графиков, значения жесткости при моделировании совпа-
дают также с точностью до 1 и 28%.

Результаты вычисления перемещений по линеаризованному дифференциальному урав-
нению. Как известно, линеаризованное уравнение для определения перемещений изогнутой оси 
балки с постоянным прямоугольным сечением имеет вид [6]
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Рис. 1. Зависимость перемещения v нагруженного края балки от 
сечения при постоянных нагрузках 1 500НP =  (а), 2 1500НP =  (б) с выключенной опцией LargeDisplacementStatic

Рис. 2. Сходимость решений при использовании эле-
ментов BEAM188 и SHELL181 (а) и элементов 

BEAM188 и SOLID185 (б)
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перемещения определяются с помощью урав-
нения

[ ]
2 3

3
2 (3 )( ) , 0,P l x xv x x l

E h b
-

= ∈ .      (2)

Оно позволяет построить поверхность в коор-
динатах vbh ,,  и график жесткости, аналогич-
ные полученным поверхности и графику жест
кости с помощью ANSYS 10 ED (рис. 1, а, б,  
3, а, б). Отметим, что определяемые с помощью 
уравнения (1) поверхность и график жестко-
сти в случае малых перемещений отличаются 
от полученных с помощью ���������������ANSYS���������� 10 ������ED���� по-
верхности и графика жесткости при использо-
вании элементов �������������������������BEAM���������������������188 на 0,2%, при при-
менении элементов SHELL181 – на 1%, при  
использовании элементов SOLID185 – на 28%, 
что связано с отсутствием у элементов  
SOLID185 вращательных степеней свободы 
(рис. 1, а, 3, а). В случае больших перемещений 
различия поверхностей в координатах vbh ,,  
и графиков жесткости аналогичны случаю ма-
лых деформаций (рис. 1, б, 3, б), что не соот-
ветствует реальному прогибу балки, посколь-
ку линеаризованное уравнение (1) применяет-
ся только при малых углах поворота.

Таким образом, установлено, что при ре-
шении задач изгиба балок и оболочек в ANSYS 
10 ED без применения опции LargeDisplace-
mentStatic в разделе MainMenu>Solution> 
AnalysisType>Sol’nControls используются ли-
неаризованные уравнения для определения 
перемещений.

Вычисление перемещений по нелинеа-
ризованному уравнению для перемещений  
с помощью ANSYS 10 ED [1–5]. В���������� ���������этом����� ����слу-
чае включим опцию Large DisplacementStatic 
в разделе Main Menu> Solution> Analysis 
Type> Sol’n Controls. �����������������������Как и ранее, будем счи-
тать, что длина балки l  в вычислительных 
экспериментах составляет м1 , и для постоян-
ных нагрузок 5001 =P  и Н15002 =P постро-
им с помощью ANSYS 10 ED с включенной 
опцией LargeDisplacementStatic поверхности 
в координатах vbh ,,  с помощью балочных 
элементов BEAM188 (рис. 4, а, б).

Поверхности, построенные с включенной 
и выключенной опцией LargeDisplacementStatic, 
отличаются в случае малых перемещений на 
1% (рис. 1, а, б), тогда как в случае боль- 
ших перемещений различие составляет 10% 
(рис. 1, а, 4, б). Отметим, что указанные выше 

Рис. 3. Графики жесткости балки при использовании эле-
ментов �������������������������������������������    BEAM���������������������������������������    188 (штриховая линия), ���������������� SHELL����������� 181 (точеч-
ная линия), SOLID185 (сплошная линия) с выключенной 
опцией LargeDisplacementStatic при изменении значе-
ний приложенных нагрузок от 100  до 500H  (а) и от 1300  

до 1700H (б)

Рис. 4. Зависимость перемещения v нагруженного края 
балки от сечения при постоянных нагрузках 1 500НP =  
(а) и 2 1500НP = (б) с включенной опцией LargeDisplace-

mentStatic



43

поверхности с точностью до 1% совпадают с по-
верхностями в случае использования элементов 
SHELL��������������������������������������181 и лишь с точностью до 28% совпада-
ют с решениями в случае использования эле-
ментов SOLID185. Это связано с отсутствием  
у элементов SOLID185 вращательных степеней 
свободы.

В случае включенной опции LargeDisplace-
mentStatic построим графики жесткости пло-
ских пружин 1P  в интервале 100-500  Н  и 2P   
в интервале 1300-1700  Н при постоянном сече-
нии (h = 0,01 м, 0,08 мb = ) (рис. 5, а, б). Как вид-
но из графиков жесткости консоли, при использо-
вании опции LargeDisplacementStatic резуль- 
таты совпадают с линеаризованным случаем 
для малых перемещений (рис. 3, а, 5, а) и суще-
ственно отличаются для больших перемещений 
(рис. 3, б, 5, б).

Аналитическое нелинеаризованное уравне-
ние перемещений точек балки при изгибе. Не-
линеаризованное уравнение перемещений бал- 
ки постоянного прямоугольного сечения имеет  
в отличие от (1) несколько иной вид [7]:

[ ]
0

1 1 , 0,M d d s l
R R H ds ds

J q
- = = - ∈ ,       (3)

где θ – угол наклона касательной в текущей точ-
ке начальной кривой, J  – угол наклона каса-
тельной в текущей точке упругой линии, 01 R  – 

кривизна в текущей точке начальной кривой, 
2 2

2 3 21
(1 ( ) )

d v dxR
dv dx

=
+

 – кривизна в текущей точке 

упругой линии, s  – длина дуги упругой линии.
Дифференцируя уравнение (3) по s , учитывая постоянство H  и 01 R , а также вводя обозна-

чения 2Pl Hb = , ζ =  + δ, где δ – угол между направлением силы P  и осью x0 , переходим  
к уравнению равновесия упругой линии в безразмерном виде:

	

2
2 2

2 sindl
ds
ζ
= - b ζ .	 (4)

Первым интегралом выражения (4) является уравнение

	

2
2 24 sin

2
dl C
ds
ζ ζ   = b -   

   
,	 (5)

где C  – произвольная постоянная, определяемая начальными условиями. Следовательно, урав-
нение (5) дает значение кривизны в произвольной точке упругой линии. Тогда из формул (3) и (5) 
определяется величина изгибающего момента

	

2

0
2 sin

2
HM PH C
R

ζ = - - 
 

.	 (6)

Вводя обозначения 2kC = , ( )sin 2 sinkζ = ψ , уравнение (5) для форм упругой линии пере-
гибного рода можно переписать в виде

Рис. 5. Графики жесткости балки при использовании 
элементов BEAM188 (штриховая линия), SHELL181  
(точечная линия), ���������������������������������    SOLID����������������������������    185 (сплошная линия) с вклю-
ченной опцией LargeDisplacementStatic при нагрузках  

в интервале 100-500 Н (а) и 1300-1700 Н (б)
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2 21 sindl k

ds
ψ
= b - ψ .	 (7)

Величина изгибающего момента в произвольной точке, согласно (6), для форм перегибного 
рода будет равна

	
[ ]

0
2 cos , 0,HM k PH s l

R
= ψ - ∈ .	 (8)

Для форм упругой линии бесперегибного рода, вводя обозначения 21C k= , ( )sin 2 sinζ = ψ , 
уравнение (5) можно записать в следующем виде:

	
2 21 sindl k

ds k
ψ b
= - ψ .	 (9)

Величина изгибающего момента в произвольной точке, согласно (6), для форм бесперегибно-
го рода будет равна

	
[ ]2 2

0

2 1 sin , 0,HM PH k s l
k R

= ± - ψ - ∈ ,	 (10)

где вместо двойного знака ставится знак кривизны в данной точке.
Решениями уравнений (7) и (9) будут соответственно [7]

	
( ) ( ) [ ]0, , , 0,s F k F k s l

l
b = ψ - ψ ∈ ,	 (11)

	
( ) ( ) [ ]0, , , 0,s k F k k F k s l

l
b = ψ - ψ ∈ ,	 (12)

где 0 (0)ψ = ψ , ( ),F kψ  – эллиптический интеграл Лежандра 1-го рода.
Аналитическое нелинеаризованное уравнение перемещений точек консольной балки 

при чистом изгибе. Поскольку кривизна начальной кривой 01 0R = , а на свободном конце балки 
отсутствует изгибающий момент, то кривизна в данной точке 11 0R = , а значит, концевая точка 
является точкой перегиба упругой линии. Кроме того, известными величинами являются 0 0J = , 

2d = π , откуда получим

	 ( )0sin sin 4k ψ = π .	 (13)

Для концевой точки упругой линии балки из (11) имеем

	 ( ) ( )1 0, ,F k F kb = ψ - ψ ,	 (14)

где 1 ( )lψ = ψ .
Исходя из (8), величина изгибающего момента на свободном конце балки следующая:

	
1 1

0
2 cos 0HM k PH

R
= ψ - = ,	 (15)

где 1 ( )M M l= .
Таким образом, упругая линия изогнутой консольной балки определяется уравнениями 

(13)–(15):

	

( ) ( )
( )

1 0

0

1

, , ,

sin sin 4 ,
cos 0.

F k F k

k
k

b = ψ - ψ


ψ = π
 ψ =

	 (16)

Решая систему (16) относительно k , ψ0, ψ1, получаем координаты свободного конца балки:

	
( ) ( ) ( ) ( )0 1 0

2 2cos , , ,l lx l k y l l E k E k = ψ = - ψ - ψ b b
,	 (17)
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а также представление упругой линии в пара-
метрическом виде [7]:

( )

( ) ( )

[ ]

0

0

2( ) cos cos ,

2( ) , , ,

0,

lx s k

ly s s E k E k

s l

= ψ - ψ
b

 = - ψ - ψ b

∈

     (18)

где ( ),E kψ  – эллиптический интеграл Ле-
жандра 2-го рода.

Выражение (17) позволяет построить по-
верхность в координатах vbh ,,  и график жесткости, аналогичные поверхности и графику жест-
кости, полученным с помощью версии ANSYS 10 ED (рис. 6, 7).

Отметим, что полученные с помощью выражений (17) поверхность в координатах vbh ,,  
и график жесткости в случае малых перемещений совпадают с полученными поверхностью  
и графиком жесткости с помощью линеаризованного уравнения (1). В случае больших переме-
щений различия поверхностей в координатах vbh ,,  и графиков жесткости составляют 10 и 13% 
соответственно (рис. 7). Однако погрешность линеаризованного уравнения значительно возрас-
тает с увеличением нагрузки (рис. 8).

Поверхность в координатах vbh ,,  и график жесткости, полученные с помощью уравнения 
(17), в случае больших перемещений совпадают с полученными поверхностью и графиком жест-
кости с помощью ANSYS 10 ED с включенной опцией LargeDisplacementStatic с точностью до 
0,15% при использовании элементов BEAM188 и SHELL181 и с точностью 26% с применением 
элементов SOLID185, что связано с отсутствием у элементов SOLID185 вращательных степеней 
свободы (рис. 4, б, 5, б – 7).

Таким образом, установлено, что при решении задач изгиба балок и оболочек в ANSYS 10 ED 
с применением опции LargeDisplacementStatic в разделе MainMenu>Solution>AnalysisType> 
Sol’nControls используются нелинеаризованные уравнения для определения перемещений.

Определение жесткости плоской пружины или рессоры переменной толщины. Распро-
страненным профилем плоских пружин переменной толщины является синусоидальный про-
филь [8]. Симметричный относительно середины пружины профиль имеет переменную толщи-
ну ( )min( ) sinh s h e s l= + π , [ ]0,s l∈ , которая определяется по нормали к срединной линии балки 
(рис. 9) [8]. Здесь minh  – минимальная толщина профиля, e  – эксцентриситет прокатного валка, 

( )( )0 02arccosl R L R= π -  – длина срединной линии профиля, где L  – полудлина проекции изо-
гнутой срединной линии профиля, 0h  – прогиб центральной части срединной линии профиля, 

2 2
0

0
02

h LR
h
+

=  – радиус кривизны срединной ли-

нии профиля.
Если учесть, что в данной схеме изгиба 

кривизна начальной кривой 01 0R ≠  и в на-
чальном состоянии внешний изгибающий мо-
мент 0M = , то в начале процесса изгиба 1 0R ≠
и упругая линия примет форму бесперегибно-
го рода. Поскольку аналитическое решение 
уравнения (3) в случае переменной жесткости 
сечения получить не представляется возмож-
ным, то следует разбить всю длину упругой 
линии на N равных малых участков sD , вну-
три каждого из которых жесткость считается 
постоянной, но различной для разных малых 
участков:

Рис. 6. Зависимость перемещения v нагруженного края 
балки от сечения при постоянной нагрузке 2 1500НP =

Рис. 7. Графики жесткости балки в случае больших пере-
мещений, полученные с помощью линеаризованного урав
нения (1) (штриховая линия) и нелинеаризованного урав-

нения (3) (сплошная линия)

,
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3

min
1, sin , 1,

12 1
i

i i
E h b iH h h e i N

N
- = = + π = - 

.	 (19)

В этом случае дифференциальное уравнение перемещения упругой линии записывается от-
дельно для каждого участка, а на стыках малых участков записываются условия связей – равен-
ства углов наклона касательной и изгибающих моментов:

	 ,1 1,0 ,0 1,0, , 1, 1i i i iM M i N+ +J = J = = - .	 (20)

Для концевой точки i -го участка ( Ni ,1= ) из (12) имеем

	 ( ) ( ),1 ,0, ,i i i i i i ik F k k F kb = ψ - ψ .	 (21)

Величины изгибающего момента на концах упругой линии равны

	 ( ) ( )1,0 ,10 0, 0NM M M M l= = = = .	 (22)

Таким образом, упругая линия изогнутой консольной балки определяется уравнениями 
(20)–(22):

	

( ) ( )
,1 1,0

,1 ,0

1 2 2 2 21
1 1,0 ,1

1 0 0

12 2 2 2 1
,1 1 1,0

0 1 0

, 1, 1,

, , , 1, ,

22
1 sin 1 sin 0,

2 2
1 sin 1 sin , 1, 1.

i i

i i i i i i i

N N
N N

N

i ii i
i i i i

i i

i N

k F k k F k i N

PHPH HHk k
k R k R

PH PHH Hk k i N
k R k R

+

+ +
+ +

+

ψ = ψ = -

b = ψ - ψ =


 - ψ - = - ψ - =




- ψ - = - ψ - = -


	 (23)

Рис. 10. Графики жесткости рессоры при использовании элементов �������������������������������������������BEAM���������������������������������������188 (точечная линия) и ����������������SOLID�����������185 (сплош-
ная линия) с включенной опцией LargeDisplacementStatic и уравнения (3) (штриховая линия)

Рис. 8. Погрешность линеаризованного уравнения изо-
гнутой оси балки

Рис. 9. Схема нагружения рессоры переменной толщины
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Решая систему (23) относительно ik , ,0iψ , ,1iψ  ( 1,i N= ), получаем координаты конца i -го 
участка ( 1,i N= ) с учетом 0,1 0,1 0x y= = :

	

( ) ( )

( )
,1 ,1 ,0 1,12

2 2 2 2
,1 ,1 ,0 1,1

2 2, , 1 ,

2 1 sin 1 sin ,

i i i i i i i
i i i

i i i i i i i
i i

l lx x E k E k x
N N k k

l ly y k k y
N k N

-

-

     = = ψ - ψ - - +        b    
 = = - ψ - - ψ +  b 

	 (24)

а также представление упругой линии в виде

	

( ) ( ) ( )

( ) ( )
, 0 1,12

2 2 2 2
,0 1,1

,0 ,1

2 2, , 1 ,

2 1 sin 1 sin ,

0, , , .

i i i i i i
i i i

i i i i i i
i i

i i i

lx s E k E k s x
k N k

ly s k k y
k N

ls
N

-

-

  
 ′ ′= ψ - ψ - - +      b   

′ = - ψ - - ψ +
b

   ′∈ ψ ∈ ψ ψ    

	 (25)

Из формул (24) определяются координаты конца упругой линии:

	

( ) ( ) ( )

( ) ( )
,1 ,1 ,0 2

1

2 2 2 2
,1 ,1 ,0

1

2 2, , 1 ,

2 1 sin 1 sin .

N
N i i i i

i i i i

N
N i i i i

i i i

lx l x E k E k
N k k

ly l y k k
N k

=

=

  
 = = ψ - ψ - -      b   

= = - ψ - - ψ
b

∑

∑

	 (26)

Для сравнения результатов расчетов построим графики жесткости плоской пружины ( 0,36 мL = , 
min 0,004 мh = , 0,004 мe = , 0 0,011 мh = ), полученные с помощью ANSYS 10 ED и выражения 

(26) (рис. 10).
Результаты расчетов с помощью ANSYS 10ED с включенной опцией LargeDisplacementStatic 

при использовании элементов SOLID185 и выражения (26) указывают на существенное раз- 
личие данных расчета жесткости (рис. 10), что связано с отсутствием у элементов �������������SOLID��������185 вра-
щательных степеней свободы. При использовании элементов �����������������������������BEAM�������������������������188 погрешность результа-
тов расчетов достигает 1% (рис. 10, 11). При применении элементов ������������������������SHELL�������������������181 погрешность ре-
зультатов расчетов достигает 6% (рис. 11). Кроме того, время решения задачи в этом случае 
существенно возрастает ввиду большего количества элементов SHELL188 в сравнении с BEAM188 
при их одинаковом линейном размере, а также ввиду необходимости использования достаточно 
большого количества подшагов интегрирования, в то время как решение задачи с применением 
элементов BEAM188 происходит за один шаг.

Сравнивая графики, построенные с помо-
щью ANSYS 10 ED с включенной опцией 
LargeDisplacementStatic и с помощью реше-
ния (26) нелинейного уравнения (3), можно  
утверждать, что наиболее точные результаты 
получаются при использовании элементов 
BEAM��������������������������������������181, в то время как применение элемен-
тов SOLID185 является нежелательным, ввиду 
отсутствия у последнего вращательных степе-
ней свободы.

В результате исследования установлено, 
что поведение плоских пружин и балок с по-
мощью версии ANSYS 10 ED необходимо моде
лировать с использованием элементов BEAM188 

Рис. 11. Погрешности решений при использовании эле-
ментов ������������������������������������������     BEAM��������������������������������������     188 (сплошная линия) и ��������������� SHELL���������� 181 (штри-

ховая линия)



и SHELL181 с включенной опцией LargeDisplacementStatic, поскольку в этом случае применя-
ется нелинеаризованное уравнение для определения перемещений, что соответствует большим 
прогибам и перемещениям упругой линии.

Критерием адекватности моделирования статического деформирования плоских пружин яв-
ляется совпадение численного решения, полученного с использованием элементов BEAM188  
и SHELL181 с включенной опцией LargeDisplacementStatic, с аналитическим решением по ме-
тоду Е. П. Попова, являющемуся стандартным методом в странах СНГ для решения подобного 
рода задач.

Произведено сравнение результатов аналитического решения нелинеаризованного уравне-
ния для перемещений с данными, полученными с помощью версии �������������������������ANSYS�������������������� 10 ����������������ED�������������� при использо-
вании элементов ��������������������������������������������������������������������������SOLID���������������������������������������������������������������������185. В результате сравнения определено, что использование данных эле-
ментов при моделировании поведения плоских пружин и балок является нежелательным даже  
в случае малых перемещений ввиду возникновения больших погрешностей, что связано с отсут-
ствием у элементов SOLID185 вращательных степеней свободы.
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With rapid development of automotive industry, the demand of automobile semi-axis is increasing. However, it increases 
the cost investing in dies as automobile semi-axis are stile produced with single-wedge cross-wedge rolling. Therefore, the 
study on deformation of MCWR forming automobile semi-axis is of great significance. The software PRO/E is adopted in set-
ting up three-dimensional model, with the advanced explicit dynamic finite element DEFORM, the simulation of rolling auto-
mobile semi-axis with MCWR was analyzed systematically. The influence of rolling parameters on rolling force were at-
tained by a practical computed method. It was shown that side wedge forming angles and side wedge transition angles had 
little influence on the force, the coefficient friction had critical influence on force.

Keywords: multi-wedge cross wedge rolling (MCWR), automobile semi-axis, force parameter.
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ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ПОПЕРЕЧНО-КЛИНОВОЙ ПРОКАТКИ ПОЛУОСИ АВТОМОБИЛЯ
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C ускоренным развитием автомобилестроения возрастает потребность в полуосях для автомобилей. Однако это 
повышает расходы на инструмент, так как до сегодняшнего дня полуоси изготовляются методом традиционной по-
перечно-клиновой прокатки. Поэтому изучение деформирования параллельной поперечно-клиновой прокатки авто-
мобильных полуосей имеет большое значение. В данной работе освоено применение программного обеспечения 
PRO�����������������������������������������������������������������������������������������������������-����������������������������������������������������������������������������������������������������E��������������������������������������������������������������������������������������������������� для создания трехмерной модели, подробно описано применение усовершенствованного программного обе-
спечения �����������������������������������������������������������������������������������������������DEFORM����������������������������������������������������������������������������������������� на основе динамичного метода конечных элементов, систематично проанализировано моделиро-
вание прокатки автомобильных полуосей методом параллельной поперечно-клиновой прокатки. Влияние параме-
тров прокатки на усилие прокатки оценено методом практических вычислений. Это показало, что углы формирова-
ния боковых клиньев и углы перехода боковых клиньев не оказывают большого влияния на усилие прокатки,  
а коэффициент трения существенно влияет на усилие прокатки.

Ключевые слова: параллельная поперечно-клиновая прокатка, полуоси автомобилей, усилие прокатки.

Instructions. Automobile semi-axis shafts are drive shafts of driving wheels, which are power 
transmission shafts as shown in the Fig 1. Two driving wheels move at the different speeds of rotation in 
the process of driving, therefore, the two driving wheels cannot be connected by one driving shaft but 
driven by two semi-axis shafts which are connected with differential mechanism. Automobile semi-axis 
shafts which not only transmit torque from engine are an important force transmission part of the car, 
also withstand the vertical force and lateral force generated from the wheel, as well as traction force and 
longitudinal force generated from braking force. Therefore, the automobile semi-axis shafts are an im-
portant carrier transmission system, and one of the vulnerable parts of the automobile. Currently, the 
popular methods of producing automobile semi-axis shafts in domestic and abroad are forging and sin-
gle-wedge cross-wedge rolling forming. Single-wedge cross-wedge rolling forming has lots of advan-
tages like high production efficiency, material utilization, high quality and low cost compared to forging 
method. However, the investment of mold is large by single-wedge cross-wedge rolling, hence, it will 
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further reduce the costs and weight of the mold and equip-
ment by applying MCWR technology [1, 2].

MCWR is one kind of plastic forming technology which 
conducts radial pression and axial extension on the raw shafts 
simultaneously by couples of wedges called main wedge and 
side wedges. And MCWR is an advanced precision long shaft 
parts near net shaping technology which has many advanta- 
ges like saving roll surface, reducing weight of the equipment, 
high efficiency, saving materials and is low cost compared 
with single wedge CWR. This technology is one of the most 
effective technologies to produce long shafts professionally 
and economically in addition [3–6].

Therefore, studying new effective and energy saving technology on producing large-scale long 
shafts meets the urgent requirement of the development of society and the market.

At present, the research study of automobile semi-axis shafts by MCWR is almost vacant all over the 
world. Therefore, the paper has established the three dimensional rigid-plastic finite model of automobile 
semi-axis shafts by MCWR based on the Deform-3D software and ANSYS/LS-DYNA on the basis of the 
model construction. The influence rolling parameters on rolling force were attained by a practical computed 
method, it has shown that side-wedge forming angles and side-wedge transition angles have little influence on 
the force, the coefficient friction has critical influence on force. Above research results provided theoretical 
basis for realizing professional and mass production of the MCWR automobile semi-axis.

As a conclusion, the study of automobile axle MCWR on automobile semi-axis shafts has critical 
significance.

Design the mold and establish the finite element model

Design the mold. There are three ideas to design the mold for automobile semi-axis shafts by 
MCWR. One is rolling simultaneously the side short parts and the middle long parts, and the advantage 
of this idea is that the surface of mold is shorter than other designation, while the disadvantage is the 
force is not symmetric in the process of rolling. And another idea is rolling the side short parts of shafts 
after having rolled the middle long parts of shafts, therefore, the mold could be designed symmetrical, 
while the length of die surface is too long. And the last idea is to length one of the side wedges to rolling 
the one side short part of shaft on the base of the second idea.

One can design a mold called No.1 for automobile semi-axisas shaft as is shown in Fig. 2, a from the 
first idea, and this mold length is 2313.16 mm, which could works on H800 rolling machine.

And one can design a mold called No.2 for automobile semi-axis shaftas as is shown in Fig. 2, b 
from the second idea, and this mold length is 2538.81 mm, which could works on H1000 rolling ma-
chine. Then one can design a mold called No.3 for automobile semi-axis shafta as is shown in Fig. 2, c from 
the second idea, and this mold’s length is 2320.00 mm, which could works on H800 rolling machine.

As a conclusion, we selected the No.1 mold to do simulation analysis.
Establish the finite element mold. To simplify the problem, make the assumption as following: 
1. Since rolling is carried out at high temperature, the elastic deformation of shafts in rolling is much 

smaller than the plastic deformation, so the flattening deformation of the mold and the elastic deforma-

Fig. 1. Automobile Semi-axis shafts

Fig. 2. Benz rear axis mold
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tion of die could be ignored to some extent, and the die could be deemed 
as rigid which will reduce the amount of calculation in the analysis, and 
the elastic modules E = 210 GPa.

2. The weight of shafts is ignored and deemed as plastic, and the plas-
tic modules E = 90 GPa.

3. Since the whole rolling process is completed in 3to 4 seconds, and 
the time of heat transfer between dies and shaft with air is intensely short, 
rolling temperature could be deemed as constant during the process.

4. Simplify the friction between the dies and shafts is coulomb fric-
tion, assuming the friction between dies with shaft is the same in all the 
contact portions. 

5. The shaft is not contacted with rolling guides in the process of roll-
ing, and the rolling condition of rolling dies are perfectly symmetrical. The final finite element model is 
shown in Fig. 3.

The rules of technological parameters on force parameters
Process parameters by mult-wedge cross wedge rolling. Using the finite element model which has 

been established to do finite element simulation under the condition of typical process parameters. Pro-
cess parameters by multi-wedge cross-wedge rolling were as follows: diameter of dies 800 mm; side 
forming angles 25°, 30°, 35°; side transition angles 25°, 35°, 45°; coefficient of friction 0.3, 0.4, 0.5; roll-
ing temperature 1050 °С.

Influence rule of side forming angles on force. In the condition of side transition az = 25° and fric-
tion coefficient m = 0.5, the variation of force parameters effected by different sides wedge angles in the 
process of rolling is shown in Fig. 4. As can be seen from Fig. 4, with the side wedge forming angles in-
crease, the force is going to increase, however, the extent is not large.

Influence rules of side transitionanl angles on force parameters. In the condition of side wedge form-
ing angles ai = 30°, and the coefficient friction m = 0.5, the variation of force parameters effected by different 
side wedge transition angles in the process of rolling is shown in Fig. 5. As can be seen from Fig. 5, with the 

Fig. 3. Finite element simulation 
mold by multi-wedge cross- 

wedge rolling

Fig. 4. Influence rule of side forming angles on force Fig. 5. Influence rule of side transition angles on force

Fig. 6. Influence rule of friction on force
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side wedge transition angles increase, the force is not effected actually. Therefore, changing the transition an-
gles has not obvious effects on the variation of force.

However, the transition angles will influence the surface quality of shafts in the rolling transition 
section. In conclusion, in the terms of surface quality of transition section, we should choose small tran-
sition angles.

Influence rule of coefficient friction on force parameters. In the condition of side transition az = 
25° and side-wedge forming angles ai = 30°, the variation of force parameters effected by different coef-

Fig. 7. Influence rules of axial force



ficient friction in the process of rolling is shown in Fig. 6. As can be seen from Fig. 6, with the coeffi-
cient friction increase, the force is going to increase, and the extent is large, considering the force para- 
meters practically, the coefficient friction should be considered necessarily.

Influence rules of axial force
The influence rules of the axial force are shown in the Fig. 7. It can be seen from the figure that dif-

ferent side forming angles, different side transition angles and different coefficient friction have same 
effects on the axial force to a certain extent. Considering the axial force is extremely smaller than radial 
force and tangential force, the axial force could be almost negligible. Besides, during the process of rol- 
ling forming, the axial force generated is almost balanced from a general analysis, in other words, it 
means that the mold is balanced from the axial direction. And asymmetric rolling just generate imba- 
lance which can be resolved by the plastic deformation of the shafts in a little moment.

Conclusion. Based on the finite element simulation, the law of automobile semi-axis shaft force in-
fluenced by technological parameters are studied, it has obtained a conclusion as well:

1. Side-wedge forming angles and side wedge transition angles have little influence on the force.
2. The coefficient of friction has critical influence on force.
3. Different side transition angles and different coefficient of friction have same effects on the axial 

force to a certain extent. During the process of rolling forming, the axial force generated is almost ba- 
lanced from a general analysis.

4. Those results will provide theoretical basis for realizing professional and mass production of the 
MCWR automobile semi-axis.
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На основе систем из тождественных равенств, образованных 2n-кратными интегралами от искомой температур-
ной функции и интегральными граничными характеристиками, получены аналитические решения краевой задачи 
нестационарной теплопроводности для протяженной пластины с граничным условием первого рода. По точности  
и сходимости решений предложенный метод превосходит на несколько порядков известные интегральные методы.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, приближенный метод, интегральные тождества, фронт возму-
щения.
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IN HEAT-CONDUCTION PROBLEMS
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On the basis of systems of identical equalities formed by 2n-multiple integrals of the desired temperature function and 
integral boundary characteristics, analytical solutions of the boundary problem on the nonstationary heat conduction of an 
extended plate with the first-kind boundary conditions have been obtained. The method proposed surpasses the known inte-
gral methods in accuracy and convergence of solutions by several orders of magnitude. 

Keywords: heat conduction equation, approximate method, integral identities, front of a disturbance.

Введение. Интегральный метод теплового баланса (Heat Balance Integral Method – HBIM) [1] 
является одним из наиболее мощных и эффективных методов приближенного решения задач те-
пломассопереноса. Среди других приближенных методов, например, таких как численные мето-
ды [2, 3], метод возмущений [4], метод луча [5] и др., ��������������������������������������HBIM���������������������������������� занимает достойное место. Концеп-
ция метода заключается в следующем: в результате теплового воздействия на тело в нем образу-
ется область с фронтом возмущения ( )R t , за пределами которой температура тела ( , )T x t (либо 
иная полевая функция) остается неизменной. Первая стадия процесса заканчивается при дости-
жении движущейся границей фронта возмущения центра симметрии тела либо противополож-
ной поверхности, либо встречного фронта в некоторый определенный момент времени 1t t= . На 
второй стадии изменение температуры происходит уже по всему объему. Разделение процесса 
на две взаимосвязанные стадии позволяет существенно упростить решение с расширением спек-
тра аналитически решаемых задач. В �������������������������������������������������HBIM��������������������������������������������� с помощью простых полиномов возможно прибли-
женное аналитическое описание многих достаточно сложных задач. Это относится и к тем зада-
чам, которые либо не поддаются точным решениям, либо решения приобретают настолько слож-
ный вид, что становятся практически непригодны. В то же время полиномиальное описание 
температурного поля гарантирует простоту анализа решений и предоставляет отличные воз-
можности для решения обратных задач либо в случае, когда тепловая задача является лишь про-
межуточной стадией в описании какого-либо иного процесса.

© Кот В. А., 2016
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В аналитической теории теплопроводности методы, в которых используется понятие фрон-
та температурного возмущения, имеют широкий спектр разных подходов: �����������������HBIM�������������, метод экви-
валентных источников [6], методы М. Био [7], Г. И. Баренблатта [8], А. А. Дородницына [9] и др. 
Применение данных методов чрезвычайно широко: от линейных и нелинейных задач нагрева тел  
с нелинейными (а также с зависящими от времени) граничными условиями до задач с фазовыми 
переходами (так называемые стефановские задачи); от задач ламинарного обтекания пластины 
до задач течения жидкостей в каналах и гидродинамики неньютоновских жидкостей и т. д. [10].

Главным недостатком интегральных методов, использующих понятие фронта возмущения, 
является их относительно низкая точность. В первую очередь, это связано с тем, что в основу 
этих методов положено построение интеграла теплового баланса, что равнозначно осреднению 
исходного дифференциального уравнения в пределах фронта возмущения. Имеется несколько 
разных подходов для решения проблемы точности HBIM. Это, в частности, RIM (Refined Integral 
Method�������������������������������������������������������������������������������������������) [11, 12], �������������������������������������������������������������������������������CIM���������������������������������������������������������������������������� (��������������������������������������������������������������������������Combined Integral Method��������������������������������������������������) [13], схема Майера – Лангфорда [14, 15], оптими-
зация формы аппроксимирующего полинома [16–18], метод дополнительных граничных усло-
вий [19–23]. Однако получаемые данными методами решения, как правило, затрагивают лишь 
самые простые случаи: медленно и монотонно изменяющееся во времени тепловое воздействие, 
отсутствие существенных нелинейностей и т. д. Когда же внешнее возмущение характеризуется 
большими скоростями или носит сложновременной характер, то данные решения, как правило, 
характеризуются весьма существенными ошибками. Представляется важной задача перевода 
интегрального метода, основанного на фронте возмущения, на качественно иной уровень, когда 
приближенные аналитические решения близко примыкают к численным и даже точным реше-
ниям, причем независимо от характера и скорости изменения возмущающего воздействия.

Постановка задачи. В качестве примера найдем решение задачи нестационарной теплопро-
водности для бесконечной пластины в следующей математической постановке:

	

2

2
( , ) ( , ) , 0, 0 1T t T t t
t

∂ r ∂ r
= > ≤ r <

∂ ∂r
,	  (1)

	 ( ,0) 0T r = ,	 (2)

	
( ) ( )0, 0; 1, ( ),T t T t h t∂

= =
∂r

	  (3)

где ( )0 /T T T T= - D – относительная избыточная температура, T  – температура, 0T  – начальная 
температура, ( ) ( )1 01, /T T T Tt = - D , 1T  – температура поверхности пластины, TD  – температур-

ный масштаб, /t t= t , 2 /Lt = κ , /y Lr =  – безразмерная координата, t  – время, κ – коэффи-
циент температуропроводности, L  – половина толщины пластины, y  – пространственная 
координата.

В соответствии с общей концепцией рассматриваемых интегральных методов разделим весь 
тепловой процесс на две стадии. Будем предполагать, что на первой стадии происходит посте-
пенное продвижение фронта прогрева ( ) 1 ( ) /t R t Ld = -  в глубь пластины вплоть до момента до-
стижения ее центра симметрии. Тогда область, которая находится за пределами фронта возму-
щения ( )0 1 ( )t≤ r < - d , сохраняет исходную температуру. На второй стадии процесса пластина 
постепенно прогревается по всему сечению.

Первая стадия процесса в первом приближении. Переходя к новой координате 1x = -r , 
отсчитываемой от поверхности пластины, краевую задачу для первой стадии процесса записываем 
в следующем виде:

	

2

12 , 0 , 0 ( )T T t t x t
t x

∂ ∂
= ≤ ≤ < < d

∂ ∂
,	 (4)

	 ( ,0) 0T x = ,	 (5)

	 ( )0, ( )T t h t= .	 (6)
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Условия на фронте возмущения принимают вид

	
( ) ( )( ), 0; ( ), 0TT t t t t

x
∂

d = d =
∂

.	 (7)

Представим искомый температурный профиль в виде полинома N-й степени

	 1
( ) ( )

( )

jN
j

j

xT h t a t
t=

 
= +  d 

∑ . 	 (8)

Запишем известное решение, которое использует краевые условия (5)–(7) и интеграл теплового 
баланса Т. Гудмена [1]:

	

( ) ( )

0

2

2
0

(0, )t tT T T t
t x x

d d∂ ∂ ∂
=

∂
-=

∂ ∂∫ ∫ .	 (9)

В случае представления решения в виде полинома второй степени при ( ) 1h t =  имеем [1]

	

2

( , ) 1
( )
xT x t
t

 
= - d 

.	 (10)

Подставив выражение (10) в формулу (9) и введя переменную 2( ) ( )t ts = d , получим ( ) 12t′s = . Отсюда 
при начальном условии (0) 0s =  находим ( ) 12t ts = . В итоге приходим к искомому решению для 
первой стадии процесса в первом приближении [1]

	 ( )2( , ) 1 / 12T x t tx= - .	 (11)

Положив 1 1( ) ( ) 1t ts = d = , найдем время окончания первой стадии: 1 1/12 0,08333t = ≈ . Результаты 
расчета, согласно (13), в сравнении с точным решением [24] приведены на рис. 1, а. Отклонения 
безразмерных температур, найденных по приближенной формуле (11), от точных значений достигают 
существенных величин. Для повышения точности аппроксимационного решения необходимо 
увеличить степень полинома. Тогда для определения новых полиномиальных коэффициентов 
требуется соответствующие дополнительных уравнения. Ниже приведена схема, обеспечивающая 
получение сколь угодного числа таких дополнительных уравнений. В ее основе заложена идея 
применения интегральных граничных характеристик.

Интегральные граничные характеристики. Последовательность тождественных ра-
венств для первой стадии процесса. Прежде дадим следующее определение.

Определение. Интегральные граничные характеристики краевой задачи для дифференци-
ального уравнения (4) с граничным условием 1 2

(0, )(0, ) ( )T tT t h t
x

∂
a + a =

∂
( )2 2

1 2 0a + a >
 
есть эле-

менты последовательности ( )
0 0

( )...

n
tt

n t h t d td t=Γ ∫∫



, n +∀ ∈ .

Введем в рассмотрение интегральные операторы, определяемые последовательностью
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В дополнение к граничным характеристикам (12) введем последовательность из интегральных 
операторов с конечным интервалом интегрирования [ ]0, ( )x t∈ d :
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Применим оператор 1
x  к уравнению (4). Так как ( , )T x t – непрерывная аналитическая функция, 

то в силу теоремы Лейбница и условий (7) для левой части уравнения (4) имеем

	
( )1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ), .
x x

x x x

t t

x

t

T d d t d dT T t t dx dx T dx T
t dt d t d t d td d d

∂ d
= + d = =

∂ ∫ ∫ ∫   	  (14)

Для области интегрирования [ ]( ),0x t∈ d , основываясь на уравнениях (13) и (14), получаем

	
1 1 0

0

x x
x

x

T d T
t dt =

=

∂
=

∂
  .	 (15)

Использовав интегральный оператор 1
x  к правой части уравнения (4), в силу условий на фронте 

возмущения (7) имеем
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2 2

1 2 2
( ) ( ) ( )

( ( ), ) ( ),
x x

x

t t

x

t

T T T T t tdx dx dx T T t t T
x xx xd d d

   ∂ ∂ ∂ ∂ d
= = - = - d =     ∂ ∂∂ ∂   
∫ ∫ ∫ . 	  (16)

Отсюда из соотношений (4), (15) и (16) следует уравнение

	
1
xd T T

dt
= . 	 (17)

Применив уравнение (17) в точке 0x = , с учетом граничного условия (6) получим уравнение

Рис. 1. Приближенные температурные профили в различные моменты времени в сравнении с точным решением 
(сплошные линии): а – расчет по формуле (11) (штриховые линии); б – расчет по формуле (28) (пунктир) ( 5N = )
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1 10

( )x
x

d dT T h t
dt d t=

= =  .	 (18)

Проинтегрировав уравнение (18) при начальном условии (5), придем к интегральному тождеству

	
( )11 tT ≡ Γ .	 (19)

Далее применим интегральный оператор 1
x  к уравнению (17). С учетом граничных харак

теристик (12), теоремы Лейбница и условий (7) получим
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d d dT T T T
dt dt d t

= = =
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 

  . Для 0x =  при использовании условия (6) из (19) и (20) 

следует уравнение

	

( )11 1 2 1 10 0
2

x x x
x x

t
d dT T T T
dt dt= =

= = = ≡ Γ


     .	 (21)

Его интегрирование при начальном условии (5) приводит к тождественному равенству

	
( )22 tT ≡ Γ .	 (22)

Аналогичным образом может быть получено третье интегральное тождество вида

	
( )33 tT ≡ Γ .	 (23)

Основываясь на вышеизложенном, приходим к следующей последовательности, которую обра
зуют 2n -кратные интегралы от искомой температурной функции и интегральные граничные 
характеристики:

	 { }( ) ,n nT t n +≡ Γ ∈ ,	 (24)
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Первая стадия процесса в последующих приближениях. Используя соотношения (21)–
(24), можно получить недостающие три уравнения для определения коэффициентов полинома 
пятой степени. В частности, при ( ) 1h t =  получим следующее выражение:
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Подставляя (25) в интеграл теплового баланса (9), приходим к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению относительно 2( ) ( )t ts = d :

	

3 2 2 3

3 2 2 3
19800 1872 ( ) 69 ( ) ( )
55440 4536 ( ) 126 ( )

( ) 1 8
( )

6 t t t t t t
t t t

t
t td t t

d - s + s -s
- s + s -s

s
= .	  (26)

Для ( ) 1h t =  температурный фронт, как известно, подчиняется закону «квадратного корня» [на-
пример, 1, 4, 6, 16, 18], что дает основание записать ( )t ts = a . Отсюда уравнение (26) преобразу-
ется в обыкновенное алгебраическое уравнение

	
4 3 2294 16128 369936 3326400 0a - a + a - a =+ .	  (27)

Уравнение (27) имеет два действительных корня: 24,10645a =  и 230,7940a = . Исходя из прин-
ципа наибольшей близости к величине 12, стоящей в выражении (11) с функцией ( ) 12t ts = , вы-
бираем первый корень 24,10645a = , что дает ( ) 24,10645t td = . Положив 1 1( ) ( ) 1t tds == , най-
дем время окончания первой стадии 1 0,04148t = . Подстановка функции ( )td  в (25) даст решение

	

2 2 3

3/ 21 0,203673 1 0,157343 0,107104 0,02389216( , ) x x x x
tt t t

T x t =
  

- - - +       
.	  (28)

Для полинома восьмой степени следующие два уравнения будут

	 { } ( ) { } ( )0 0
4 554 ,t tT T≡ Γ ≡ Γ  .	  (29)

В качестве третьего уравнения воспользуемся условием, введенным в расчетную практику  
Т. Гудменом [1] и отражающим выполнение дифференциального уравнения теплопроводности  
в точке 0x = , откуда получим
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T T d h t
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= = =
∂∂

.	  (30)

Тождественные равенства (21)–(23), (29) совместно с уравнением (30) позволяют определить во-
семь коэффициентов ( ), 1,8ja t j = , температурного профиля (8). В данном случае решение будет 
следующим:
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	  (31)

При этом 36,20 1( 6) 4t td = . Время окончания первой стадии процесса 1 0,0276t = .
Результаты расчетов температуры, согласно формуле (31), для 5N =  в сравнении с точным 

решением [24] приведены на рис. 1, б. Отличие приближенного решения от точного при 
0,04148t <  не превышает 0,3%. Для температурного профиля (31) с полиномом 8N =  макси-

мальное отклонение приближенного решения от точного уменьшается (по сравнению с преды-
дущим значением) почти на порядок, составляя около 0,03%. Отметим, что в известном методе 
дополнительных граничных условий [21] получаем при той же степени полинома 8N =  макси-
мальное отклонение примерно 0,75%. Проведенный анализ показал, что для достижения точно-
сти аппроксимационного решения, достигаемой предлагаемым методом при полиноме пятой 
степени, в известном методе дополнительных граничных условий требуется полином 29-й сте-
пени, а для достижения примерной точности, которая отвечает предложенному методу при 

8N = , в методе дополнительных граничных условий необходимы полиномы с 100N > . Как по-
казывают расчеты, при описании температуры полиномом 14-й степени точность интегрального 
метода граничных характеристик превосходит точность интегрального метода дополнительных 
граничных условий более чем на три порядка. Таким образом, введение тождественных равенств (24)  



60

с системой граничных характеристик ( )n tΓ  позволяет самым кардинальным образом повысить 
точность аппроксимационного решения краевой задачи (4)–(7).

Вторая стадия процессав первом приближении. Как отмечалось, интегральный метод гра-
ничных характеристик применим и для второй стадии процесса, чему отвечает 1t t> . В этом 
случае фронт температурного возмущения теряет смысл, тогда его заменяет температура в цен-
тре сечения пластины (1, ) ( )T t q t= . В данном случае математическая постановка задачи выгля-
дит следующим образом:

	

2

12 , , 0 1T T t t x
t x

∂ ∂
= > < ≤

∂ ∂
,	  (32)

	
( ) ( ) (1, )0, 1, 1, ( ), 0T tT t T t q t

x
∂

= = =
∂

.	  (33)

Задания начального условия не требуется, поскольку распределения температур для первой и вто
рой стадий для момента времени 1t t=  полностью совпадают.

Решение задачи (32)–(33) определим полиномом

	 1
( , ) 1 ( )

N j
j

j
T x t b t x

=
= + ∑ .	  (34)

При 2N =  коэффициенты 1,2 ( )b t  определим из условий (33): ( )1( ) 2 ( ) 1 ,b t q t= -  2 ( ) 1 ( )b t q t= - . 
Применив к уравнению (32) интеграл теплового баланса

	

1 1

0 0

(1, )T d T tdx T dx
t dt x

∂ ∂
= = -

∂ ∂∫ ∫ ,	  (35)

получим обыкновенное дифференциальное уравнение ' 3 3q q+ = , решение которого при началь-
ном условии 1( ) 0q t =  имеет вид 1( ) 1 exp[ 3( )]q t t t= - - - . Отклонение приближенного решения от 
точного в данном случае достигает 8–9% [21]. Для повышения точности аппроксимационного ре
шения увеличим степень полинома с привлечением дополнительных уравнений. Таковыми являют-
ся уравнения, образующие ниже доказанную последовательности из тождественных равенств.

Последовательность тождественных равенств для второй стадии процесса. Введем в рас-
смотрение интегральные операторы

	
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

, , ... , ... ..... ... . , .
x x x x x x x x x x

x x x
ndx dx dx dx dx n +

  ≡ ≡ ≡ ∈ 
  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫    	  (36)

В дополнение к этому введем также две последовательности, составленные из интегральных 
операторов:

	



( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2 2
1 2

1

1
0 0 0

11 1 1 1 11 11
... , ... , ..., ... ... , ,

n
x x x x

n

x x x
dx dx dx dx dx n +

 
  ≡ ≡ ≡ ∈ 
 
  

∫ ∫ ∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫∫

 

   �	  (37)

	



1 1 1 1 1

... ( ) ... ( ) , 1,0,1,2( ,...)

n n
t t t t t

n
n

t t t t t

n

G dt q t dt q t dt nt

 
  = = - 
 
  

≡ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫



,	  (38)

где 1
( )( ) d
t

G q tt
d- = , 0 ( ) ( )tG q t= .

Левая часть уравнения (4) с учетом оператора 1
x  имеет вид

	

2 2
1 1

1 1 1 1

x x x x
x xT T dx T dx T

t t t t
∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫  .	  (39)
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Применив оператор 1
x  к правой части уравнения (4), с учетом условий (33) имеем

	

2 2
2

1 2 2
1 1 1

(0, ) ( )
x x x

x T T T T tdx dx T q t
x xx x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= = - = - ∂ ∂∂ ∂  
∫ ∫ ∫ .	  (40)

Отсюда приходим к уравнению

	
1 ( )xT T q t

t
∂

= -
∂
 . 	  (41)

Тогда на основе уравнений (40) и (41) запишем

	
1 10

(0, ) ( ) ( ) ( )x
x

d dT T T t q t h t q t
d t d t=

= = - = -  . 	  (42)

Интегрируя (42) с учетом начального условия (5), получаем

	
1

0 0
( ) ( )

t t
T h t d t q t d t C= - +∫ ∫ .	  (43)

Исходя из концепции фронта возмущения, предполагающей сохранение начального условия при 
[ ]( ),1x x∈ d , для граничной функции ( )q t  имеем 1( ) (1, ) 0, 0q t T t t t= = < ≤ , тогда уравнение (43) 

следующее:

	 1
1

0
( ) ( )

t t

t
T h t d t q t d t C= - +∫ ∫ .	  (44)

Постоянную интегрирования C  найдем из условия, вытекающего из первой стадии процесса 
для момента 1t t= . Принимая во внимание идентичность условий задач для первой и второй ста-
дий при 1t t= , а также выполнение очевидного тождественного равенства

	
1( )( ) 1

1

tt
n n n nx

dd

=
≡ = =    ,	  (45)

из уравнения (44) для 1t t=  следует

	

1

1 11 1 1 1
0

( ) ( )
t

t t t tT T h t d t t= == = = Γ∫  .	  (46)

Отсюда запишем

	

1

1
1

1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
t

t t
t

T t q t d t C t C= = Γ - + = Γ +∫ ,	  (47)

что дает 0C = . Тогда на основании уравнений (45)–(47) окончательно получим тождественное 
равенство

	 1 1 1) ( )(T t tG≡ Γ - .	 (48)

Применим к дифференциальному уравнению (4) оператор 2
x . Используя уравнение (19), 

имеем для левой части (4)

	
2 1 1 1 1 2
x x x x x xT T T T

t t t t
∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂

      .	  (49)

Для правой части уравнения (4) с учетом условий (33) находим

	
{ } { }

2 2

2 1 1 1 1 1 1 12 2 ( ) ( ) ( ) 1 .x x x x x x x xT T T q t T q t T q t
x x

 ∂ ∂ = = - = - = - 
∂ ∂  

        	  (50)

Из (4), (49) и (50) получим уравнение

	
{ }2 1 1 1 ( )x x xT T q t

t
∂

= -
∂
   ,	  (51)
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которое для 0x =  примет вид

	
{ }2 2 1 10
1 ( )x

x

d dT T T q t
dt d t=

= = -    .	  (52)

В итоге из (48) и (52) имеем уравнение

	
{ }2 1 11( )( ) 1 ( )d T t G qt t

d t
= Γ - -  .	  (53)

Интегрирование уравнения (53) (можно показать, что постоянная интегрирования C  также рав- 
на нулю) приводит ко второму тождественному равенству

	 { }21 12 2 1( (( ) 1) )tt G G tT ≡ Γ - -  .	  (54)

Следующее тождественное равенство, содержащее граничную характеристику третьего порядка 
3 1( )tΓ , получим аналогично, применив интегральный оператор 3

x  к уравнению (4). Для левой 
его части имеем

	
3 1 2 1 2 3
x x x x x xT T T T

t t t t
 ∂ ∂ ∂ ∂

= = = 
∂ ∂ ∂ ∂ 

      .	  (55)

Правую часть уравнения (4) с учетом (53) преобразуем следующим образом:

	

{ }{ }

{ } { }{ } { }

2 2

3 1 2 1 1 12 2

1 1 1 1 2 2

1 ( )

1 ( ) 1 ( ).

x x x x x x

x x x x x x

T T T q t
x x

T q t T q t

 ∂ ∂ = = - = 
∂ ∂  

= - = -

     

     

	  (56)

Из (4), (55) и (56) получим уравнение

	
{ }3 2 2 1 ( )x x xT T q t

t
∂

= -
∂
   .	  (57)

Таким образом, исходя из уравнений (41), (53) и (57) запишем последовательность

	
{ }1 1 1 ( ) ,x x x

n n nT T q t n
t +- -

 ∂
= - ∀ ∈ 

∂ 
   .	  (58)

С учетом интегрального тождества (54) уравнение (58) при 0x = приводится к виду

	
{ } { } { }3 2 2 2 1 2 211( ) 1 ( ) ( ) ( )1 1 ( )d T T q t t G G q t

dt
t t= - = Γ - - -     .	  (59)

Интегрирование выражения (59) (постоянная интегрирования здесь также принимает нулевое 
значение) приводит к тождественному равенству

	 { } { }33 23 1 1 2 1( ) ( ( ) )1) 1 (t tT G G G tt= Γ - - -   .	  (60)

Аналогично могут быть получены тождественные равенства четвертого порядка и выше:

	

{ } { } { }
{ } { } { } { }

4 4 1 2 3

5 5 1 2 3

4 3 2 1

5 4 3 42 1

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
................................................................................

( ) 1

......................

1 1

( ) 1 1 1
.

1
..

tT t G G G G

T t G G G

t t t

t t t tG tG

= Γ - -

= Γ -

- -

- -- -

   

    

{ } { } { }1 21 2 1 1

......................
( ) ( ) ( ) ... ( ).( ) 1 1 1n nn nnn t tT t G G t tG G-- -= Γ - - - - -   

	  (61)

Положив 0 1= , на основании уравнений (48), (54), (60), (61) приходим к последовательности
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( )

1
( ) ,

n

n n i i
i n

T t k G t n
=

+
 

≡ Γ - ∀ ∈ 
 

∑  ,	  (62)

где { }
0

2

11 1

2

1
1 ... .

n i
x x

i n

x

ik dx dx

-

-= = ∫ ∫∫ ∫



  Проведя для { }1n i-  2n -кратное интегрирование, вместо (64) 

получаем

	
( )

1

( ) ,
(2 2 )!

n
i

n n
i n

G tT t n
n i +

=

 
≡ Γ - ∀ ∈ 

- 
∑  . 	  (63)

Интегральные тождества, образующие последовательность (63), объединяют интегральные 
граничные характеристики ( )n tΓ , 2n -кратные интегралы от искомой температурной функции 
по всей области определения [ ]0,1x∈ и спектр характеристик { }( )n nG t  для граничной функ- 
ции ( )q t .

Вторая стадия процесса в последующих приближениях. Вернемся к рассмотрению задачи 
(32)–(33) с представлением температурного профиля в виде полинома пятой степени. В этом слу-
чае из (63) сразу запишем три дополнительных уравнения:

	

0 0

1 2
11 1 1

0

2 4
1 2 1

1 1

6
3 1

1
3 2

1 11 1 1

1( , ) ( ) ( , ) ( )
2

( ), ( ) ( ),

( 1 1( , ) ( )) ( ).
2 24

( )

x x

x x

x x

x x x

T x t dx t G T x t dx t G G

T x t dx t G G G t

t t t

t t

= Γ - = Γ -

= Γ

-

- --

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫
	   (64)

Найдем из граничных условий (33) и уравнений (64) коэффициенты ( ), 1,5jb t j = , полинома (34):

	

( )
( )

2 3
0 1 2 3

0

1

2 3
2

2 3
3

1 2 3

0 1 2

35 5 210 4536 39600 52 5574 109728 237600 ,
16
40 1 63 1512 13860 20 2016 38556 83160 ,

105 5 3

( ) (

78 9720 92400 144 13758 257760
8

) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b t t t G G G G

b t t t G

t t t t

t t tG G G

b t t t G G t tG

t

t

= - + - + - - - -

= - +

= - + - + - - -

- + + + +

-( )

( )

3

0 1 2 3
2 3

4

2 3
0 15 2 3

( )

( ) ( ) ( ) ( )

554400 ,

18450 1 84 2268 22176 3360 61992 133056 ,
5

231 1 90 2520 25200 44 3870 70560 15120( ) ( ) ( ) ( )0 .
16

G

b t t t G G G G

b t t t G G G

t

t t t t

t t t G t

 = - + - + + + 
 

= - + - -

+

+ - - -

Для определения функции ( )q t  применим интеграл теплового баланса (35), что приводит к ин-
тегродифференциальному уравнению

	

2 3
1 2 34 '( ) 1275 ( ) 94410 ( ) 1669680 ( ) 3564000 ( ) 2070 56160 594000 30,q t q t G t G t G t t t t+ + + + + -= -  (65)

в котором функция ( )q t  присутствует в виде производной '( )q t , а также под знаками интегралов 
в функциях 1( )G t , 2 ( )G t  и 3( )G t . Уравнение (65) может быть переведено в обыкновенное диф-
ференциальное уравнение четвертого порядка относительно новой функции 3( .) ( )Gp tt =  Отсюда 
имеем очевидные равенства:

	
(3) (

3 2 1
4)( ), (( ) ( ) (), ( ), ( ),) ( ) '( ) ( )p t p t pG t G t G t q t qt p p ttt′= =′= = ′ = .	  (66)

С учетом равенств (66) уравнение (65) примет вид

	

(4) (3) 2 34 1275 94410 ( ) 1669680 ( ) 3564000 ( ) 2070 56160 594000 30.p p t p t p tp t t t′′ ′+ + + + + -= -   (67)
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Для функции ( )p t , исходя из ее определения и представления функции ( )nG t в виде (38), спра-
ведливы начальные условия

	 3 1 2 1 1
(3)

1 1 111 1( ) 0 ( )( ) , ( ) , ( )0 ( ) 0 ( ), ( 0)G t G t G tp t p t p p tt t q′ ′′ ====== == .	  (68)

Отсюда на основании уравнения (67) и условий (68) приходим к задаче Коши для функции 
3( )) (Gp t t=  с нулевыми начальными условиями. Запишем характеристическое уравнение

	
3 244 1275 94410 1669680 3564000 0+ + m + m +m =m ,	  (69)

корни которого определяют собственные значения: 1 2,467401m =  (точное значение *
1 2,467401m =

[24]), 2 22,1410m =  ( *
2 22,2066m = [24]), 3 74,13041m = , 4 220,01121m = . Первое вычисленное соб-

ственное значение совпадает с точным значением вплоть до шестого знака после запятой. Следу-
ет отметить, что известный интегральный метод дополнительных граничных условий [18–20] 
для приближенного решения с тем же полиномом пятой степени ( 5)N =  позволяет получить 
лишь два собственных значения, причем с более низкой точностью.

Решение системы (67)–(68) и последующее трехкратное дифференцирование по t  найденной 
функции ( )p t  дает искомую граничную функцию в следующем виде:

	
2,467401 22,14098 74,13041 220,011211,27324 e 0,41846 e 0,38808 e 2,4668 e( ) 1 t t t tq t - - - -= - + - - 	  (70)

и соответственно приближенное аналитическое решение задачи для второй стадии теплового 
процесса ( )1 0,04148t = :

	

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

2,4674012 3 4 5

22,1409762 3 4 5

72 3 4 5

( , ) 1 1,8054344 0,004587 0,767965 0,04726 0,06005 e

0,80085 0,431778 5,826683 6,31953 1,892494 e

0,14928 0,27480 0,929812 2,1765076 1,103256 e

t t

t t

T x t x x x x x

x x x x x

x x x x x

- -

- -

-

= - + - + + -

- + - + - -

- - - + - ( )

( ) ( )

1

1

4.13041

220,01122 3 4 50,016962 0,1247245 0,30535 0,3057115 0,1078574 e .

t t

t tx x x x x

-

- -

-

- - + - +

 (71)

Результаты расчетов безразмерных температур, согласно формуле (71), представлены на гра-
фиках рис. 2. Их анализ позволяет отметить, что полученное решение во всем рассматриваемом 
временном диапазоне практически совпадает с точным решением.

Заключение. На основе интеграла теплового баланса и применения систем из тождествен-
ных равенств, включающих 2n -кратные интегралы от искомой температурной функции и инте-
гральные граничные характеристики, образуемые многократным интегрированием задаваемой 
функции граничного условия, получены аналитические решения краевых задач нестационарной 
теплопроводности для регулярного и нерегулярного режимов процесса нагрева (охлаждения) 

Рис. 2. Приближенные температурные профили, рассчитанные по формуле (71) (пунктир), в сравнении с точным ре-
шением (сплошные линии) в разные моменты времени: 1, 2, 3, 4 – 0,05t = ; 0,1; 0,2; 0,5 соответственно ( 5N = )



протяженной пластины при граничных условиях первого рода. Доказано существование после-
довательностей, которые образуют тождественные равенства как для первой стадии процесса, 
так и для второй его стадии. Показано, что по точности и сходимости приближенных решений 
предложенный интегральный метод граничных характеристик превосходит известные методы, 
основанные на рассмотрении фронта возмущения, на порядок и выше. Полученные данным ме-
тодом решения, по существу, являются точными, поскольку погрешность для широкой области 
значений параметров задач составляет сотые – десятитысячные доли процента.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КИНЕТИКИ КАРБОНИЗАЦИИ ОКСИДА 
КАЛЬЦИЯ В ИЗОТЕРМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ
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Обсуждаются результаты экспериментальных исследований кинетики реакции СаО + СО2 = СаСО2, выполненные  
в изотермических условиях при температурах 773, 873, 973 и 1123 К. В опытах пиролизный газ, содержащий пример-
но 14,5 мас.% СО2, подавался в реакционную зону, в которой размещался образец отожженного доломита. Степень 
протекания реакции определялась по приросту массы образца, выдерживаемого при постоянной температуре.

Анализ полученных данных показал, что кинетика карбонизации СаО характеризуется наличием типичных для 
гетерогенных процессов периодов, таких как индукция, ускорение и замедление. Для малых степеней превращения 
стадией, определяющей скорость суммарного процесса, является химическое взаимодействие СаО и СО2. Для дан-
ной стадии на основании выполненного исследования определены энергия активации (29,6 кДж/моль) и предэкспо-
ненциальный фактор аррениусовской зависимости (0,36·10–1 мин-1 или 6,0·10–3 с-1).

Ключевые слова: пиролизный газ, диоксид углерода, доломит, кинетика карбонизации, энергия активации, 
предэкспоненциальный фактор.

M. V. MALKO, S. V. VASILEVICH, U. M. BAHACH, D. V. DEGTEROV

EXPERIMENTHAL STUDY OF CALCIUM OXIDE CARBONATION KINETICS  
UNDER ISOTHERMAL CONDITIONS

Institute of Power Engineering of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus, 
e-mail: ipe@bas-net.by

The results of experimental studies of kinetics of the reaction CaO + CO2 = CaСО2 performed at isothermal conditions at 
temperatures of 773, 873, 973 and 1123 K are being discussed. Pyrolysis gas, containing approximately 14.5% vol. of CO2 was 
fed during the experiments into the reaction zone, which housed the sample of calcinated dolomite. The extent of the reaction 
was determined from the weight gain of the sample kept at a constant temperature.

Analysis of the data has shown that the kinetics of the CaO carbonation reaction is characterized by typical periods of 
heterogeneous processes, such as periods of induction, reaction acceleration and deceleration. The rate-determining step of 
the overall process for small degrees of conversion is a chemical reaction of CaO and CO2. Activation energy and pre-expo-
nential factor of the Arrhenius equation were estimated for this stage on the basis of the performed study. They are 29.6 kJ / 
mol and 0.36·10–1 min-1 (6.0·10–3 s-1) respectively.

Keywords: pyrolysis gas, carbon dioxide, dolomite, kinetics of the carbonation, activation energy, pre-exponential factor.

Введение. В настоящее время в разных странах мира проводятся исследования по использо-
ванию биомассы в качестве топлива для энергетических установок. Особый интерес представляет 
технология термохимической конверсии биомассы [1], которая позволяет использовать имеющееся 
энергетическое оборудование. Проведение конверсии по технологии быстрого пиролиза при темпе-
ратурах порядка 800 К дает возможность получения жидких продуктов, пригодных для применения 
в качестве топлива двигателей внутреннего сгорания. Термохимическая конверсия биомассы при 
температурах выше 1000 К позволяет получать газообразные продукты (водород и монооксид угле-
рода), которые можно применять как топливо для газопоршневых машин.

Один из существенных недостатков процесса термохимической конверсии биомассы – образова-
ние большого количества диоксида углерода, составляющего при определенных условиях до 50% 
объема получаемого газа. Следствие этого – невысокая теплотворная способность продуктов термо-
химической конверсии, что существенно снижает эффективность данного процесса. 
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Результаты экспериментальных исследований специалистов разных стран позволяют заклю-
чить, что данную проблему можно решить путем связывания СО2 по реакции СО2 + СаО = СаСО3 
с использованием природных доломитов качестве источника СаО [2–6].

Республика Беларусь располагает большими запасами растительной биомассы [7] и природ-
ных доломитов [8], что способствует производству топлива для двигателей внутреннего сгорания и 
других тепловых машин с применением технологий термохимической конверсии биомассы.

Как известно, природный доломит является минералом двойного карбоната CaМg(CO3)2, со-
держащим также примеси свободного карбоната кальция СаСО3, окислов железа, алюминия  
и других элементов [9]. В процессе выдержки доломита на протяжении примерно 30 мин и выше 
при температуре порядка 1000 К происходят полное разложение соединений CaМg(CO3)2 и СаСО3  
с выходом СО2 в газовую фазу и, следовательно, превращение исходного сырья в смесь оксидов 
кальция, магния, железа, алюминия и т. д. [10]. Такой процесс получил название отжига.

Кинетика реакции взаимодействия СО2 с отожженным доломитом зависит от размера и со-
става его частиц, условий отжига, условий исследования и других факторов. Невозможность на-
прямую применять технологии по связыванию СО2 доломитом, разработанные в других стра-
нах, требует экспериментального изучения собственных природных доломитов. Последнее  
и определяет актуальность как разработки технологий термохимической конверсии биомассы, 
так и технологий по очистке полученных продуктов от СО2, что в свою очередь указывает на 
важность исследования кинетики взаимодействия диоксида углерода и оксида кальция. 

В настоящей работе приведены предварительные результаты экспериментального исследова-
ния кинетики реакции СО2 + СаО = CaCO3, выполненного в изотермических условиях при 773, 
873, 973, 1123 К.

Методика экспериментального исследования. Опыты по кинетике реакции взаимодействия 
СО2 с оксидом кальция проведены на экспериментальной установке (рис. 1) с лабораторным реак-
тором 1, позволяющим нагревать образцы отожженного доломита до 1273 К. Камера реактора 2 
выполнена в виде цилиндра из нержавеющей стали диаметром 2 см и высотой 10 см, в который 
помещался образец отожженного доломита с исходной массой около 0,5 г. Нижний конец камеры 2 
соединялся с подводящим каналом, по которому из газогенератора поступал пиролизный газ. Со-
держание CO2 в пиролизном газе на выходе из газогенератора составляло 14,5 мас.%.

Температура пиролизного газа на входе в камеру поддерживалась равной 673 К, давление  
1 атм, а расход составлял 0,025 кг/ч. Температура в реакционной камере регистрировалась с по-
мощью термопары 3 и измерителя-регулятора температур «Сосна-002» 4, обеспечивающих  
возможность работы при измерении температур до 1373 К с точностью до ± 0,01К. 

Состав пиролизного газа на выходе из газогенератора из-
мерялся с помощью газоанализатора «Дэкос» 5, позволяю-
щего измерять состав газовых смесей, температуру, давле-
ние, скорость течения, объемный расход с относительной 
погрешностью концентраций отдельных компонентов ± 5%, 
температуры ±2К, давления ± 1 отн.%, скорости потока  
± 0,01 м/с. Расход пиролизных газов измерялся при помощи 
ротаметра типа РМ (ГОСТ 13045–81).

В опытах образцы отожженного доломита выдержива-
лись при заданной постоянной температуре. Через образцы 
пропускался пиролизный газ с фиксированным содержани-
ем СО2. Масса образцов измерялась через определенные 
промежутки времени на электронных весах ���������������Stohl���������� с относи-
тельной погрешностью 2%.

Степень протекания реакции определялась по приросту 
массы образца, выдерживаемого при постоянной температу-
ре. Результаты исследования динамики изменения массы ис-
ходных образцов доломита представлены в табл. 1.

Рис. 1. Экспериментальная установка: 1 – 
лабораторный реактор; 2 – реакционная 
камера; 3 – термопара; 4 – измеритель-ре
гулятор температур; 5 – газоанализатор
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Т а б л и ц а 1. Изменение массы исходных частиц отожженного доломита  
с течением времени выдержки

Время, мин

Температура, K

773 873 973 1023

Масса образца, г

0 0,64 0,6 0,5 0,5
10 0,64 0,6 0,5 0,5
30 0,66 0,63 0,52 0,52
60 0,67 0,7 0,58 0,54
90 0,67 0,74 0,64 0,54
120 0,67 0,75 0,66 0,55
150 0,66 0,75 0,64 0,54
180 0,67 0,75 0,65 0,54

Кинетический анализ. Подход, разработанный Ли [11], использован в настоящей работе для 
анализа кинетики реакции
	 СО2 + СаО = СаСО3.	 (1)

Автор [11] предложил следующее выражение для описания степени превращения в гетероген-
ном процессе:

	
1

n

u

dX Xk
dt X

 
= - 

 
.	 (2)

Здесь k – константа скорости реакции; X – текущая степень превращения СаО по реакции взаи-
модействия СаО с СО2; Xu – предельная степень превращения СаО в этом процессе, зависящая от 
температуры и размеров частицы и не являющаяся равновесной величиной; n – численный коэф-
фициент, равный 1 или 2.

Величина Х определяется по формуле

	 2

CaO 0

CO 0

tm mX
cm

 m -
=  m  

,	 (3)

где µCaO и µCO2
 – молекулярные веса СаО и СО2; mt и m0 – текущая и исходная массы образца до-

ломита; с – константа, характеризующая массовую долю СаО в исходном отожженном доломи-
те, равная 0,57. Эта величина определена на основании данных по составу природных доломи-
тов, приведенному в [10].

Возможность использования степени превращения СаО для количественного описания реак-
ции (1) обусловлена тем, что в этой реакции расходуется одинаковое количество молей СО2 и СаО.

Результаты расчета значений X, выполненные на основе данных табл. 1, представлены на рис. 2. 
Как видно из рисунка, величина Х является сложной функцией времени выдержки. На началь-
ной стадии наблюдается практически линейная зависимость величины Х от времени, характери-
зующая максимальную скорость реакции (1). С увеличением времени выдержки скорость изме-
нения Х снижается и приближается к некой постоянной величине Xu, определяющей предельную 
степень превращения СаО и СО2 в СаСО3.

Зависимость величины X от времени выдержки (рис. 2) указывает на переход от этапа, на 
котором лимитирующим процессом, определяющим скорость, является химическое взаимодей-
ствие СаО и СО2, к этапу, где скорости взаимодействия СаО и СО2 определяются наличием диок-
сида углерода в зоне непосредственного взаимодействия данных компонентов. Количество СО2 
может быть ограничено снижением скорости диффузии молекул СО2 к молекулам СаО вслед-
ствие формирования слоя из карбоната кальция, образующегося вследствие взаимодействия СаО 
и СО2. Причиной снижения скорости реакции (1) при достижении определенной степени превра-
щения СаО может быть уменьшение скорости химической адсорбции СО2 вследствие снижения 
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количества центров адсорбции по мере протекания сум-
марного процесса образования СаСО3. Возможны и другие 
причины данного явления, что требует детального иссле-
дования всех возможных причин, обусловливающих за-
медление скорости карбонизации СаО.

Данные, полученные в настоящем исследовании, позво-
ляют отметить, что обсуждаемый эффект замедления скоро-
сти реакции (1) имеет энергетический барьер. На это указы-
вает величина предельной степени превращения по реакции 
(1). Если при 773 К предельная степень превращения СаО со-
ставляет примерно 0,1, то при 973 К она достигает величины 
0,6 (рис. 2). При этом основное превращение СаО в карбонат 
кальция происходит за время выдержки, при котором хими-
ческое взаимодействие является лимитирующим процессом. Переход суммарного процесса в зону, 
где лимитирующая стадия – эффект торможения (например, диффузия), приводит к прекращению 
процесса и достижению предельного значения степени превращения Xu.

Значения величины Xu, рассчитанные по данным табл. 1, представлены в табл. 2 и на рис. 3. 
Предельная степень превращения СаО и СО2 растет в области температур 773–973 К и снижает-
ся с дальнейшим ростом температуры. Более низкое значение величины Хu при температурах 
порядка 1100 К обусловлено распадом образующегося СаСО3.

Т а б л и ц а 2. Значения предельной степени реакции СаО + СО2 = СаСО3

Т, К 773 873 973 1123
Хu 0,104 0,557 0,712 0,200

При малых степенях превращения СаО уравнение (2) запишется приближенно в виде

	
dX k
dt

≈ .	 (4)

Выражение (4) позволяет оценить величину константы скорости реакции (1). Его удобно запи-
сать в виде

	

j i

j i

X X
k

t t
-

=
-

.	 (5)

Здесь Xj и Xi – соответственно эмпирические значения параметра Х  в моменты времени tj и ti.
Соотношение (5) использовано в настоящей работе для оценки константы скорости взаимо-

действия СаО с СО2 на основании данных табл. 1. Результаты расчета приведены в табл. 3.

Т а б л и ц а 3. Экспериментальные значения константы скорости реакции СаО+СО2 = СаСО3

T, K 773 873 973

tj-ti, мин 30–10 90–10 60–30
k, мин-1 0,00348 0,00649 0,00891

Аррениусовская зависимость, построенная по данным 
табл. 3, показана на рис. 4. Аппроксимация методом наи-
меньших квадратов значений константы скорости терми-
ческого разложения доломита, представленных в табл. 3, 
приводит к зависимости

3564,2Ln( ) 1,0211k
T

= - - .                        (6)

Точность аппроксимации определяется следующими 
величинами:

2 0,986R = , 0,077p = .                           (7)

Рис. 2. Изменение степени превращения 
оксида кальция в зависимости от темпера-

туры и времени выдержки

Рис. 3. Зависимость предельного значения 
степени превращения по реакции (1) от тем

пературы
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Величина, стоящая перед обратной температурой в вы
ражении (6), определяет угол наклона графика зависимо-
сти рис. 4. Умножение этой величины на значение газовой 
постоянной R0 = 8,314 Дж/(моль·К) определяет энергию ак-
тивации E  реакции, описываемой константой скорости, 
входящей в выражение (2). Расчеты показали, что Е = 
29633 Дж/моль. Это согласуется со значениями энергии 
активации, установленными другими исследователями 
[12, 13]. По данным Рашиди и др. [12], энергия активации 
реакции (1) на стадии, контролируемой химическим взаи-
модействием СО2 и СаО, составляет 31,78 кДж/моль. Дан-
ное значение авторы [12] получили на основании экспери-

ментальных исследований, выполненных в области 773–1123 К. Ву и Лан [13] определили значе-
ние энергии активации реакции (1) на стадии, контролируемой химическим взаимодействием, 
равное 30,2 кДж/моль. Данные авторы изучали процесс карбонизации СаО в области 773–873 К.

Вместе с тем в ряде работ установлены значения энергии активации химической стадии ре-
акции (1), которые существенно отличаются от величины, полученной авторами настоящего ис-
следования. По данным Ли [11], величина энергии активации реакции (1) равна 72 кДж/моль. 
Столь сильное расхождение в результатах требует привлечения дополнительных данных для 
определения действительного значения энергии активации. Такие данные существуют. Как из-
вестно из химической кинетики, для каждой обратимой реакции выполняется условие

	 d rE E H- = D .	 (8)

Здесь Ed, Er – энергии активации прямой и обратной обратимой реакции; DH – энтальпия реак-
ции при постоянном давлении.

В данном случае в качестве прямой обратимой реакции можно принять реакцию термиче-
ского разложения СаСО3:
	 СаСО3 = СаО + СО2,	 (9)

а в качестве обратной обратимой реакции – реакцию взаимодействия СаО с СО2, т. е. реакцию (1).
В [14] энергия активации разложения кальцита, т. е. прямой обратимой реакции (9), опреде-

лена равной 203 кДж/моль. Подстановка этой величины и значения энергии активации взаимо-
действия СаО и СО2, установленного в настоящем исследовании (E ≈ 29,6 кДж/моль), дает значе-
ние энтальпии обратимой реакции разложения кальцита (173,4 кДж/моль).

Расчеты на основании термодинамических данных, приведенных в [15], дают для интервала 
700–900 К усредненное значение теплового эффекта реакции (1), равное 173,3 кДж/моль. Эта ве-
личина практически полностью совпадает со значением теплового эффекта, рассчитанным выше 
на основании данных по энергии активации прямого и обратного процессов реакции (1). Необхо-
димо отметить, что энергия активации реакции (1), определенная в настоящем исследовании 
(29,6 кДж/моль), и энергия активации термического разложения СаСО3, приведенная в [14]  
(203 кДж/моль), установлены в независимых экспериментальных исследованиях.

Все вышесказанное позволяет сделать вывод о корректности значений энергии активации 
термического разложения СаСО3. Отсюда же следует, что обсуждаемое выше расхождение в зна-
чениях энергии активации данного процесса обусловлено некорректностью определения этой 
величины автором [11].

Свободный член зависимости (6) определяет значение предэкспоненциального фактора А 
константы скорости, описывающей скорость термического разложения доломита в изученных 
условиях (А = 0,36 мин-1).

С учетом приведенных выше величин можно выразить значения константы скорости в ис-
следованном интервале температур:

	
1

0

296000,36 10 еxpk
R T

-  = ⋅ - 
 

, мин-1,	 (10)

Рис. 4. Аррениусовская зависимость кон-
станты скорости реакции карбонизации 
оксида кальция от обратной температуры
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3

0

296006 10 еxpk
R T

-  = ⋅ - 
 

, с-1,	 (11)

что позволяет адекватно описать кинетику реакции (1) в условиях, когда лимитирующей стади-
ей процесса взаимодействия СаО и СО2 является химическое взаимодействие указанных компо-
нентов.

Согласно Ли [11], интегрирование кинетического уравнения (2) при n= 1 дает следующее вы-
ражение для определения величины Х: 

	
1 expu

u

ktX X
X

  
= - -  

   
.	 (12)

Для n = 2 автор [11] получил следующее интегральное выражение:

	 /
u

u

X tX
X k t

=
+

.	 (13)

Значения величины X, рассчитанные при температуре 773 К по уравнению (12), представле-
ны на рис. 5, а. Здесь же для сравнения даны экспериментальные значения величины X. Как сле-
дует из рис. 5, а, уравнение (12) дает адекватное описание экспериментальных величин, установ-
ленных для карбонизации СаО при 773 К. Об этом свидетельствует усредненное отклонение рас-
четных величин X от соответствующих экспериментальных величин, равное 5,1%. Последняя 
величина рассчитана на основании выражения

	 1

1100
f

n i i

i i

X X
Y

n X=

-
= ∑ ,	 (14)

где Xi – эмпирическая степень превращения СаО; Xi
f – величина, рассчитанная по выражению (12).

На рис. 5, б представлены эмпирические значения величины X и значения, рассчитанные по 
уравнению (13). Сравнение данных рис. 5, а, б указывает, что кинетика взаимодействия СаО  
и СО2 по реакции (1) более точно описывается выражением (12), полученным в [11] при интегри-
ровании уравнения (2) с параметром n, равным 1.

Следует отметить, что и уравнение (12), и уравнение (13) не совсем точно описывают экспе-
риментальные данные по кинетике карбонизации оксида кальция. При степенях превращения 
порядка 0,05–0,06 уравнения (12), (13) дают величины, превышающие экспериментальные значе-
ния, а при X  свыше 0,05–0,06 – величины, более низкие по сравнению со значениями, приве-
денными в настоящей работе.

Аналогичные результаты получены для опытов, выполненных при 873, 973 и 1123 К, о чем 
свидетельствуют данные в табл. 4, где приведены усредненные для каждой температуры степе-
ни отклонения значений величины X, рассчитанной по выражениям (12) и (13), от опытных зна-
чений этой величины. Анализ данных табл.4 показывает, что для рассматриваемых температур-
ных режимов уравнение (12) дает более точное описание эмпирических значений степени пре-

Рис. 5. Сравнение экспериментальных значений параметра Х и величин, рассчитанных по уравнениям (12) (а), (13) (б)
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вращения СаО по реакции (1), чем уравнение (13). Это означает, что параметр n = 2 не следует 
применять для описания диффузионного торможения реакции (1).

Как следует из данных табл. 4, при температуре выше 773 К ни уравнение (12), ни урав-
нение (13) не дают адекватного описания кинетики взаимодействия СаО и СО2. Применение 
этих уравнений занижает реальные значения степени превращения СаО в области диффузи-
онного торможения. Отклонение расчетных значений степени превращения от эксперимен-
тальных возрастает с увеличением степени превращения. Это можно видеть из данных, 
представленных на рис. 6, а, б.

Аппроксимация методом наименьших квадратов данных (табл. 4, рис. 6, а, б) показала, что 
отклонения являются линейными функциями степени превращения:

	 Y13 = 54,904X – 0,072; R2 = 0,950; р = 0,025,	 (15)

	 Y14 = 30,879X + 20,961; R2 = 0,986; р = 0,0069.	 (16)

Как следует из (15) и (16), имеется статистически достоверная связь между величиной усред-
ненного отклонения расчетных и опытных величин степени превращения СаО по реакции (1). 
Это указывает, что наблюдаемое отклонение обусловлено не погрешностями эксперимента, а по-
грешностями модели Ли [11], учитывающей диффузионные эффекты не полностью.

Очевидно, что адекватное описание кинетики реакции (1) не только на стадии химического 
контроля суммарного процесса, но и на стадии торможения требует продолжения эксперимен-
тальных и теоретических исследований реакции карбонизации СаО.

Заключение. В статических условиях при 773, 873, 973 и 1123 K выполнены эксперименталь-
ные исследования кинетики взаимодействия СО2 и СаО. Данный процесс изучался на основе ре-
гистрации прироста массы образцов доломита с исходной массой порядка 0,5 г, помещенных  
в лабораторный реактор. На основании выполненных исследований определены значения кон-
станты скорости химического взаимодействия СаО и СО2 и аррениусовские параметры этого 
процесса: E = 29,6 кДж/моль, А = 0,36 мин-1 (6⋅10–3 с-1).
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Получены условия автомодельности теплосъема в насыпных активных зонах относительно мощности реактора. 
При этом термические напряжения конструктивных элементов на частичных нагрузках остаются неизменными.  
В таких активных зонах могут быть достигнуты энергонапряженность 10  МВт/дм3 и нейтронные потоки свыше  
5⋅1016 нейтрон/(см2⋅с), что открывает путь к созданию компактных, мобильных ядерных установок различного целе-
вого назначения. 

Ключевые слова: реактор с микротвэлами, топливный слой, энерговыделение, динамическое согласование, про-
дольно-поперечная фильтрация, линии тока, теплосъем.
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ON THE PERFORMANCE OF A REACTOR WITH MICROFUEL.  
TERMS OF SELF-SIMILARITY OF HEAT REMOVAL IN THE REACTOR CORE AT PARTIAL LOADS
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Conditions of self-similarity of heat removal relative to the reactor power for bulk active zones have been determined. In 
this case the thermal stresses of structural elements at partial loads remain unchanged. The power intensity of 10 MW / dm3 
and neutron fluxes over 5⋅1016 neutron/(cm2⋅s) can be achieved in such active zones. This opens a way for creation of compact 
and mobile nuclear devices of different using.

Keywords: reactor with micro fuel, fuel bed, dynamic coherence, longitudinal and transvers filtration, streamlines, heat 
removal.

Преимущества ядерного топлива в виде микротвэлов (шариков из делящегося материала ди-
аметром порядка миллиметра, покрытых оболочкой для удержания радиоактивных продуктов 
деления) обусловлены их сыпучестью, большой удельной поверхностью теплосъема и высокой 
стойкостью. Эти свойства топлива позволяют достичь энергонапряженности активной зоны 
10 МВт/дм3 и нейтронных потоков свыше 5⋅1016 нейтрон/(см2⋅с) [1-3], открывая тем самым путь  
к созданию безопасных, компактных, мобильных ядерных установок различного целевого на-
значения. Насыпная кассета [4, 5] является одной из наиболее рациональных конструкций, в ко-
торой в полном объеме реализуются положительные свойства микротвэлов. Активная зона мо-
жет состоять из одной или многих таких кассет с одинаковой схемой гидравлического тракта.

Рассмотрим одно из главных условий работоспособности насыпных монокассетных реакто-
ров – эффективный теплосъем в активной зоне при работе на частичных нагрузках. Принципи-
альная схема показана на рисунке.

© Ахрамович А. П., Войтов И. В., Колос В. П., 2016
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Микротвэлы находятся между двумя коаксиальными 
цилиндрическими решетками и профилированными тор-
цевыми стенками и образуют плотный топливный слой (за-
сыпку). Профилированная обечайка и внешняя ограждаю-
щая решетка формируют кольцевой распределительный 
канал, внутренняя ограждающая решетка является прони-
цаемой стенкой отводного канала. 

Входное устройство имеет форму улитки. Теплоноси-
тель в нем за счет сил инерции равномерно распределяется 
по полярному углу кольцевого проходного сечения распре-
делительного канала [6]. Двигаясь по каналу, теплоноси-
тель проходит сквозь внешнюю ограждающую решетку, 
попадает в топливный слой, фильтруется в продольно-по-
перечном направлении и снимает генерируемое тепло.  
Через внутреннюю ограждающую решетку он поступает  
в отводной канал и по нему покидает активную зону. Тре-
буемая раздача теплоносителя в насыпном реакторе дости-
гается профилированием каналов и торцов слоя [7, 8]. Мо-
нокассетный реактор может быть как водо-водяным, так  
и газовым на быстрых нейтронах.

Очевидно, что распределение потока по высоте засып-
ки зависит не только от размеров и форм конструкционных 
элементов, но и от величины энерговыделения и расхода 
теплоносителя. Здесь необходимы специальные меры, обе-
спечивающие интенсивный теплосъем при различной мощ
ности установки, в противном случае возможен перегрев 
активной зоны с нарушением физики реактора. Таким об-
разом, задача обоснования работоспособности насыпного 
реактора сводится к определению условий, при которых 
поле энтальпии потока в активной зоне не изменяется при различных расходах теплоносителя  
и мощностях тепловыделения.

Проанализируем термогидродинамику монокассетной активной зоны. Для этого исполь-
зуем цилиндрическую систему координат, ось аппликат которой совместим с осью кон-
струкции и направим в сторону выхода теплоносителя, а начало системы поместим на входе 
(рисунок). Индексом 1 отметим параметры, относящиеся к распределительному каналу, ин-
дексом 2 - параметры, относящиеся к отводному каналу. Нулем обозначим величины в начале 
активной зоны (при x = 0), символом L - величины в конце активной зоны (L - высота засып-
ки). Индекс 1, 2 присвоим соотношениям, имеющим одинаковую форму записи как для рас-
пределительного, так и отводного каналов. Символ ∗  присвоим параметрам на проницае-
мых стенках каналов. Величины, используемые в общих рассуждениях или касающиеся непо-
средственно топливного слоя, не помечаются.

Ограждающие решетки выполнены гидродинамически инертными. Они имеют строго ци-
линдрические поверхности, малую толщину и максимально высокую проницаемость, поэтому 
не оказывают существенного воздействия на поток теплоносителя. Данное обстоятельство по-
зволяет для описания термогидродинамики активной зоны использовать условия сопряжения на 
границе раздела пористых сред [9, 10], приняв, что в топливном слое в силу его квазиоднород-
ности пористость имеет постоянное значение по всему объему, а со стороны канала она равна 
единице. При моделировании процесса теплосъема пренебрегаем скачками энтальпии и давле-
ния, возникающими при входе-выходе потока из засыпки, поскольку они на несколько порядков 
меньше перепадов соответствующих величин в топливном слое. В результате получим выраже-
ния, справедливые для обеих боковых поверхностей засыпки:

Принципиальная схема активной зоны с 
микротвэлами: 1 – топливный слой (за-
сыпка); 2 - отводной канал; 3 – коаксиаль-
ные цилиндрические решетки; 4 - рас-
пределительный канал; 5 - обтекатель;  
6 - профилированные торцевые стенки;  
7 – профилированная обечайка; 8 - канал 
в форме улитки; 9 - пористая втулка; 10 - 

входной патрубок
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	 [ ] [ ] [ ] [ ]0; 0; 0; 0r xI P V V= = e = = ,	 (1)

где I, Р - энтальпия и давление теплоносителя; Vr, Vx - радиальная и аксиальная компоненты век-
тора скорости потока V



; e – пористость. 
Отметим также, что разрывы термодинамических параметров на границе раздела сред сле-

дует принимать во внимание при исследовании устойчивости фильтрации в тепловыделяющем 
слое [11, 12]. В нашем случае их учет приводит к очень громоздким промежуточным выкладкам, 
а на окончательное решение (вывод) не влияет.

При течении теплоносителя сквозь засыпку поток подчиняется законам идеальной жидкости 
с учетом эффективной силы трения S



 в общем балансе сил [13]. Таким образом, при стационар-
ной фильтрации уравнение движения имеет вид

	
( ) 2

; Re
2

mV V P l S l V c
d
xr r ⋅∇ +∇ ⋅ = ⋅ = - x = 

   

,	 (2)

где r - плотность теплоносителя; x - коэффициент гидравлического сопротивления засыпки; 
Re  - число Рейнольдса; l



 - безразмерный единичный вектор, касательный к линии тока; d - 
диаметр микротвэла; с, m – экспериментально получаемые коэффициенты, зависящие от режима 
течения.

При небольших скоростях сила трения пропорциональна V


:

	
S Ve= -

ℵ

 

,	 (3)

при значительных скоростях имеет место квадратичный закон сопротивления [14]:

	
S k V V= - r
  

; 1,7(1 )k
d
- e

=
e

.	 (4)

Здесь ℵ  - коэффициент фильтрации.
Силы инерции при фильтрации сконцентрированы в узком пространстве вблизи границ то-

пливного слоя, поэтому движение теплоносителя опишем уравнением

	 P S∇ =


,	 (5)

а влияние инерционных эффектов на поведение потока на боковых границах учтем посредством 
условий сопряжения (1).

Что касается торцов засыпки, то здесь силы инерции приводят к образованию застойных  
и отрывных зон, лимитирующих интенсивность теплосъема [15]. Для нивелирования этого не-
гативного эффекта смачиваемым поверхностям ограждающих стенок придается специальная 
форма. Она определяется из требования одновременного выполнения условий безынерционно-
сти фильтрации и непроницаемости торцов при номинальных параметрах [8]:

	 0,
| 0

LnV F ≡ ,	 (6)

где Vn - проекция вектора скорости на нормаль к смачиваемым поверхностям торцевых стенок 
F0, L. Для сохранения высокой интенсивности теплосъема на частичных нагрузках необходимо, 
чтобы поле скоростей также удовлетворяло тождеству (6). 

Тепловая обстановка в активной зоне описывается системой стационарных уравнений [15]:

	 1 1 10( , )I I x R I= = ;	 (7)

	 V I qer ∇ =


;	 (8)

	 0V∇r =


;	 (9)

	
( )

0

1 2
2 2 2,

x

a

dGI G I x R dx
dx

-= ∫ ;	 (10)
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	 ( ),P Ir = r ,	 (11)

а течение теплоносителя в каналах – усредненными (по проходным сечениям) уравнениями дви-
жения [10]:

	 ( )

2 2
1,2

2 3 2
3
2

dP G dG G dF G d
dx dx dx dxF F F

 r= - + + +
 r r r

( )
22

2
1,2

2 2x
dG GV

G dx F D
∗ r x

+ - r 
.	 (12)

Здесь R1.2 – внешний, внутренний радиусы топливного слоя; q – объемное тепловыделение в за-
сыпке; (F, D, x)|1,2 – соответственно проходное сечение, эквивалентный гидравлический диаметр, 
коэффициент гидравлического сопротивления канала; x, r – текущие координаты; G1,2 – расход 
теплоносителя в каналах; 0a  – аппликата линии пересечения торцевой стенки с внутренней бо-
ковой поверхностью топливного слоя.

Обратимся к величине объемного тепловыделения. Ее зависимость от мощности определяет-
ся нейтронно-физическими процессами в активной зоне, природа и характер которых позволяют 
описать q  функциями с разделенными переменными [16]:

	
( ) ( )0

0, , ,Qq Q x r q x r
Q

= ,	 (13)

где Q – мощность реактора на частичных нагрузках; Q0 – номинальная мощность реактора. Здесь 
и далее верхним индексом 0 отмечаются параметры на номинальном режиме работы установки.

Как наиболее простой вариант поставленной задачи сначала определим условия неизменно-
сти поля энтальпии в активной зоне на частичных нагрузках при радиальном течении теплоно-
сителя в топливном слое, рассматривая его как предельный случай продольно-поперечной филь-
трации (Vx/Vr → 0). Затем покажем состоятельность этих условий для теплосъема без ограниче-
ний кривизны линий тока в засыпке.

Несложно заметить, что при радиальном течении требование (6) выполняется при плоских 
торцах, ортогональных оси активной зоны, без явных математических ограничений величины 
расхода G10. Тогда в соответствии с выражением (13) и уравнениями (7)–(11) получим, что поле 
энтальпии сохраняется при автомодельности профиля массовой скорости фильтрации относи-
тельно расхода, подаваемого в активную зону:

	
( ) ( ) ( )1 1 1 1 10

0
, ,

L

r rV x R L V x R dx f Gr r ≠∫ .	 (14)

Выясним, когда возможен отмеченный режим течения. При любом значении расхода G10 спра
ведливо уравнение динамического согласования [17]

	
1 2 0dP dP d P

dx dx dx
- - D = ,	 (15)

описывающее распределение потока теплоносителя по высоте топливного слоя. Введем безраз-
мерную величину g = G2/G10 и запишем проинтегрированное уравнение (8) и уравнение (15)  
в развернутом виде:

	 1

1
0

10 0
10

2( ; ) ( , )
r

R

dg QI x r I q x r r dr
dx GQ

-π  = -  
 

∫ ;	
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2 2 2 2

3
2 ( ) ( ) 2( ) 2( )

dF d gg dg g g
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x
-

π r
∫ .	
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Проанализировав выражения (16), определим условия, при которых поле энтальпии потока  
в реакторе, работающем на номинальном режиме, остается таким же и на частичных нагрузках; 
ими будут постоянство отношения мощности реактора к расходу G10 

	

0

10 10

Q Q
G G

 
=  
 

,	 (17)

неизменность параметров теплоносителя на входе в активную зону

	
0

10 10I I= ; 0
10 10P P= ,	 (18)

квадратичный закон сопротивления в каналах и слое

	 1,2( ) (Re)fx ∧ x ≠ ,	 (19)

невысокая изотермическая сжимаемость теплоносителя

	

1 1.T
TP

∂r b = << r ∂ 
	 (20)

В расчетной практике вместо выражения (20) удобно использовать равнозначное ему условие

	
10 2
10 2

10 2

; ]
; ,

[
[ ]

( , ) ( , ) 1
( , ) L

L

L
T T T
P P P

T P T P
T P ∈

∈

r -r
<<

r
,	 (21)

явно связывающее между собой термодинамические параметры теплоносителя на входе-выходе 
из активной зоны и позволяющее плотность теплоносителя считать функцией только энтальпии:

	 ( )Ir = r .	 (22)

Далее покажем, что выполнение условий (17)–(19), (21) обеспечивает и при продольно-попереч-
ном течении в топливном слое сохранность поля энтальпии теплоносителя в активной зоне на 
частичных нагрузках ( 0)I dQd ≈ . Для этого введем новый параметр J, связанный с давлением 
теплоносителя следующим образом: 

	
2

10 10P P G= - J .	 (23)

Уравнение фильтрации (5) при квадратичном законе сопротивления (4) разрешим относительно 
вектора массовой скорости. На результирующее выражение

	
10V G

k
∇J

r =
∇J r



	 (24)

подействуем оператором дивергенции, а затем, освободившись с помощью уравнения неразрыв-
ности (9) от V



, получим приведенное уравнение динамики теплоносителя в слое

	
2 1 ln

2
k

∇ J = ∇J⋅∇ ∇J
r

.	 (25)

Уравнение энергии (8) после подстановки в него (13), (17), (22), (23) примет вид 

	
( )

0
0

0
10

1 ,
( )

I Q q x r
GQk I

 e∇ ⋅∇J
=  

∇J r  
,	 (26)

откуда следует, что 

	
0 0( ,( ) ) ( ,( ) )I f= J ⋅ ⇒ r = r J ⋅ ;	 (27)

	 1

0
1 1r R=r = r = r ;  

2 2

0( ,( ) )r R r R= =
r = r J ⋅ ;  0

2 2 ( ,( ) )r = r J ⋅ .	
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При записи (27) учитывались выражения (7), (10) и (18). Множество величин, относящихся к но-
минальной мощности реактора, обозначено (·)0.

Рассмотрим краевые условия. При продольно-поперечной фильтрации форма торцов слоя 
определяется интегрированием уравнения линии тока [7, 8]:

	

x

r

Vdx dx
x rdr V dr

∂J ∂J
= ⇒ =

∂ ∂
;	 (28)

	 1 10r Rx L= = ∧ ,	

где L1 - длина распределительного канала.
В этом случае тождество (6) примет вид

	 0,

0
Ln F

∂J
=

∂
. 	 (29)

Перейдем к формулировке краевых условий на боковых поверхностях топливного слоя. Из вы-
ражения (1) для давления следует, что 	

	 1,2

1,2

r R

dP P
dx x =

∂
=
∂

.	 (30)

Левая часть равенства (30) описывается выражением (12). Изменение расхода в каналах 1,2dG
dx

, 
сам расход G1,2 и массовую скорость скольжения 

1,2xV ∗r  выразим через J, используя формулу (24):

	
1,2

1,2

1,2
1,2 1,2 1,02 2r r R

r R

dG rR V R G
dx k=

=

∂J ∂
= ± πe r = ± πe

∇J r
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	 1,2

1,2 1,0 1,2
0;

1 2 ;
x

L
r R

drG G R dx
k

=

 
 ∂J

= + πe 
∇J r 

 

∫ 	 (31)

	 1,2

1,21,2x

r R

xV G
k

∗

=

∂J ∂
r =

∇J r
.	

Подставив (27) и (31) в уравнение (12), получим развернутые выражения левых частей боко-
вых краевых условий, которые можно представить следующим образом:

	 1,2

1,2 2 0
10 1,2 ( ,( ) )

r R

dP
G f

dx =
= J ⋅ ,	 (32)

сами же граничные условия примут вид

	 1,2

0
1,2 ( ,( ) ) 0

r R
f

x =

∂J
J ⋅ + =

∂
.	 (33)

Поскольку приведенное уравнение динамики (25) с учетом выражения для плотности тепло-
носителя (27) и краевых условий (29), (33) содержит лишь величины J и (·)0, то его решение будет 
зависеть только от величин, относящихся к номинальной мощности реактора:

	
0 0(( ) )fJ = ⋅ = J .	



Отсюда и следуют (см. (24), (26)) автомодельность поля массовой скорости фильтрации, характе-
ризующей теплосъем

	

010
0

10
( )GV V

G
r = r
 

	

и сохранность энтальпии теплоносителя в активной зоне

	 0I I= 	
при выполнении условий (17)–(19), (21).

В этом же случае линии тока на торцах слоя не изменяются, они совпадают с образующими 
поверхностей ограждающих стенок. В результате на частичных нагрузках не возникают зоны  
с резко сниженной интенсивностью теплосъема.

Полученные условия (17)–(19), (21) можно реализовать на практике. Основанием для такого 
заключения служат результаты работы Р. Симпсона, полученные при обдувании пластины по-
током газа с одновременной фильтрацией через нее [18]. Автомодельность теплосъема является 
уникальной положительной особенностью функционирования ядерных реакторов с микротвэ-
лами, обусловленной спецификой их конструкции. Очень важно, что при высокой энергонапря-
женности активной зоны термические напряжения в ее конструкционных элементах можно со-
хранить неизменными при работе установки на частичных нагрузках.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО ВЛАГОПЕРЕНОСА  
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Приведены результаты численного моделирования неизотермического влагопереноса в пористом поглотителе 
электромагнитной энергии с учетом явления термовлагопроводности. Анализ полей влагосодержания, давления 
пара, температуры для различных моментов времени показывает существенное перераспределение влаги в неизо-
термических условиях, которое необходимо учитывать при маскировке объекта.

Ключевые слова: неизотермический влагоперенос, пористый поглотитель, электромагнитная энергия, изотерма 
сорбции, термовлагопроводность.
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MODELLING OF NON-ISOTHERMAL MOISTURE TRANSFER IN ABSORBERS  
OF ELECTROMAGNETIC RADIATION

Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics, Minsk, Belarus,  
e-mail: abuhawash@hotmail.com

Results of numerical modeling of non-isothermal moisture transfer in porous absorber of electromagnetic energy in view 
of the phenomena of heat and moisture are presented. An analysis of the moisture content of fields, steam pressure and tem-
perature for different times shows a significant distribution of moisture in non-isothermal conditions, which must be consid-
ered when masking object.

Keywords: nonisothermal moisture transfer, porous absorber, electromagnetic energy, sorption isotherm, heat and moisture.

Введение. Как известно [1–7], вода является эффективным поглотителем электромагнитной 
энергии СВЧ-поля, что может использоваться в материалах для маскировки объектов. Наиболее 
эффективно использование воды, находящейся не в свободном, а в капиллярно-связанном состо-
янии ��������������������������������������������������������������������������������������в������������������������������������������������������������������������������������� пористо�����������������������������������������������������������������������������м ���������������������������������������������������������������������������материал�������������������������������������������������������������������е������������������������������������������������������������������. В отличие от воды в макрообъеме свойства тонких, моно- и полимо-
лекулярных ее слоев в капиллярно-пористых структурах зависят от межмолекулярных сил при-
тяжения на границах раздела смежных сред. Связанная вода обладает повышенными плотно-
стью, вязкостью, относительной диэлектрической проницаемостью. 

Если радиус капилляра меньше 10–7 м, то под действием сил поверхностного натяжения 
жидкость может оказаться в метастабильном состоянии, так как ее капиллярное давление 

2 cos 0,сР
r

s Q
= <

 
и, следовательно, находиться при отрицательных давлениях, что может при- 

вести к релаксационным фазовым переходам с участием термодинамически неустойчивых со-
стояний – спинодального распада [7]. Существенно, что при Pс < 0 жидкость является метаста-
бильной и могут происходить ее спонтанное вскипание и конденсация.

Для моделирования процессов переноса в пористых средах часто используют процессы пере-
носа в отдельном капилляре, а также уравнения Навье–Стокса с соответствующими краевыми 
условиями. Однако в этом случае сложно оценить глубину «захода» жидкости в метастабильное 
состояние, время вскипания, а также образование пузырьков и их влияние на течение в капилля-
ре. Фазовое равновесие в этом случае необходимо понимать в динамическом смысле, так как во 
внутрипоровом пространстве постоянно происходят процессы вскипания и конденсации фаз.

© Харма У. М., 2016
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Эффект поглощения электромагнитного излучения (ЭМИ) в СВЧ-диапазоне длин волн воз-
растает при повышенном содержании солей в водном растворе. При этом добавка (например, 
хлористого кальция) обеспечивает одновременно морозостойкость влагосодержащего пористого 
экрана. Отметим, что во многих случаях обеспечение малозаметности объекта затруднительно  
в неизотермических условиях, когда экран располагают над «горячей» поверхностью (например, 
нагретым корпусом танка) и существует разница температур между поверхностью и окружаю-
щей средой.

Вследствие явления термовлагопроводности происходят движение влаги в холодные части 
образца и практически полное насыщение пористой структуры водным раствором электролита. 
Эффект поглощения электромагнитной энергии в этом случае уменьшается и материал не обе-
спечивает требуемой маскировки. 

Математическая модель. Как правило, влагосодержащие экраны располагают в герметиче-
ских оболочках, поэтому в дальнейшем потоки пара в окружающую среду через оболочку не 
учитываем. При численном моделировании будем использовать разработанную нами ранее фи-
зико-математическую модель неизотермического влагопереноса в капиллярно-пористых средах 
[8, 9], которая базируется на уравнениях двухфазной фильтрации, изотермах сорбции влаги по-
ристым материалом, термодинамических уравнениях Кельвина, Клапейрона–Клаузиуса. При 
данном подходе количество эмпирических коэффициентов переноса значительно уменьшается. 
Задачу формулируем в одномерной постановке. Схематически модель изображена на рис. 1.

На границах раздела смежных сред металл – поглотитель – воздух происходит теплообмен 
по закону Ньютона. Окружающая среда имеет температуру Тс, экранируемая поверхность – тем-
пературу Тэ, которую полагаем постоянной величиной.

При построении физической модели будем использовать допущение о справедливости вы-
полнения гипотезы локального термодинамического равновесия в элементарном макрообъеме 
пористого тела, что можно обосновать следующим образом. В пористой среде граница двух фаз 
разбивается на множество отдельных участков с различной кривизной R0, близкой по порядку 
величины к размеру R0 порового канала. В [7, 8] показано, что время релаксации и переход в со-
стояние термического равновесия имеют тот же порядок, что и время установления динамиче-
ского массообменного равновесия между жидкостью и паром. Неравновесный процесс движе-
ния влаги в этом случае необходимо понимать как квазиравновесный процесс, когда каждый 
локальный макрообъем пористого тела проходит через непрерывный ряд мгновенных состояний 
локального термодинамическго равновесия (ЛТР) между фазами. В большинстве ситуаций ги-
потеза ЛТР является достаточно обоснованной как в теории сушки А. В. Лыкова при определе-
нии массообменных характеристик, так и в теории двухфазной фильтрации при определении 
функции Леверетта. В [7] показано, что, как правило, время релаксации много меньше характер-
ных времен протекания процессов движения влаги в пористой структуре. На границе поглотите-
ля и окружающей среды происходит теплообмен по закону Ньютона.

Постановка задачи. Рассмотрим пористый влажный образец (ткань) толщиной 5 мм с на-
чальным влагосодержанием 2 кг/кг и температурой T0 = 293 ��������������������������������K�������������������������������, помещенный в оболочку, непро-
ницаемую для пара и влаги. Левая граница образца (x = 0) контактирует с окружающей средой  
с температурой Tc = 20 °C������������������������������������������������������������������, а правая граница – с экранируемым металлическим объектом (напри-
мер, площадка над работающим двигателем танка) с температурой Тэ = 50 °C. Коэффициент теп

лообмена между тканью и окружающей средой пола-
гаем a0 = 30 Вт/(м2·К), между тканью и металлом – aR = 
50 Вт/(м2·К). Известна изотерма сорбции ткани:

1 14 ,
1 10ln 1 20lneu  

= + - j - j                  
(1)

где j – относительная влажность.
Физические параметры для ткани: проницаемость 

K = 1⋅10–12 м2, плотность r = 100 кг/м3, пористость m = 
0,8, теплопроводность l = 0,2 Вт/(м⋅К), эффективная 

Рис. 1. Схема модели расчета: 1 – окружающая 
среда; 2 – пористый поглотитель ЭМИ; 3 – экра-

нируемая поверхность
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теплоемкость Ср = 0,9⋅106 Дж/(кг⋅К). Начальное внутрипоровое давление пара определяется из 
изотермы сорбции данного материала по методике [7–9]: Рп0 = 2000 Па. Капиллярные перетоки 
влаги существенны для капиллярно-пористых сред при j ≥ 0,7, когда равновесное влагосодержа-
ние, согласно (1), превышает ue(0,7). 

В данной работе учитывается движение влаги только вследствие процесса перемещения па-
ров внутри ткани. Капиллярные течения в микрокапиллярах, согласно [7], могут вносить допол-
нительный вклад в данный процесс, но направление движения в холодные части пористой 
структуры за счет градиента температуры может только усиливать данный эффект. Кроме того, 
в настоящее время отсутствуют методы определения обобщенного коэффициента фильтрации 
капиллярной жидкости, так как этот параметр можно определить только из решения обратной 
задачи на основе экспериментальных данных. Систему дифференциальных уравнений тепло-
массопереноса можно представить в виде:

уравнение переноса пара

	

0( ) ,v v v v v

v

K f Pm I
t x x

∂ r q r ∂∂  = - ∂ ∂ h ∂  	
(2)

уравнение переноса энергии

	
.p

T TC LI
t x x

∂ ∂ ∂ r = l + ∂ ∂ ∂  	
(3)

Используя изотерму сорбции (1) и замыкающие соотношения: 
состояние идеального газа (пара)

	 / ,v vP RT v′′= r 	 (4)
зависимость (апроксимация) давления насыщенного пара от температуры (погрешность 10–15%)

	

15
510 ,

373s
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  	
(5)

выражение для удельной теплоты фазового перехода
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(6)

выражение интенсивности массообмена между фазами

	
,

v
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(7)

получаем систему из двух уравнений с двумя неизвестными T и Pv.
Использовав зависимость 1 1 s

v liq liq
liq

u
m
r

q = - q = -
r

 
и закон для идеального газа (4), левую 

часть уравнения переноса пара (2) запишем в виде
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(8)

Уравнение фильтрации пара имеет вид
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Краевые условия для уравнений (3), (9):

	 0 00 : ( , 0) , ( , 0) ,v vt T x T P x P= = = 	 (10)

	
0 c

0 0
0 : 0, ( ),v

x x

P Tx T T
x x= =

∂ ∂
= = l = a -

∂ ∂ 	
(11)

	
э: 0, ( ).v

R
x R x R

P Tx R T T
x x= =
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= = l = a -

∂ ∂ 	
(12)

В данном случае a0 – коэффициент теплообмена поглотителя с окружающей средой, а aR – 
коэффициент теплообмена поглотителя с маскируемым объектом.

Численный метод решения системы уравнений (1)–(12) изложен в [8, 9]. На рис. 2 приведены 
результаты численного расчета полей влагосодержания, давления пара и температуры для раз-
личных моментов времени для одномерного случая. Вследствие повышения температуры воз-
растает внутрипоровое давление паров воды, а градиенты температуры приводят к движению  
и конденсации паров воды в холодных частях образца ткани. Отметим, что, как правило, внутри-
поровая жидкость обладает хорошей электропроводностью и ее накопление на поверхности тка-
ни (контакт с окружающей средой) может привести к значительному увеличению отражающей 
способности электромагнитных полей и эффект маскировки, обусловленный поглощением ЭМИ 
в гетерогенной пористой структуре, значительно снижается. Ввиду этого необходимы меры по 
поддержанию поглотителя ЭМИ в изотермических условиях, например обдувом поглотителя те-
плым воздухом от работающего двигателя или охлаждением поверхности техники обдувом ат-
мосферным воздухом (под поглотителем).

В данной задаче не учитывалось влияние капиллярных сил, но, как было показано в [7], каче-
ственный характер эволюции во времени полей влагосодержания, давления пара, температуры 
сохраняется. Кроме того, ткань является средой с двойной пористостью (сочетание макро- и ми-
кропор), в которых, как известно, действие капиллярных течений не является существенным.

Заключение. Приведены результаты численного моделирования неизотермического влаго-
переноса в пористом поглотителе электромагнитной энергии с учетом явления термовлагопро-

Рис. 2 Распределение температуры (а), давления пара (б), влагосодержания (в) по сечению образца для различных 
моментов времени: 1 – 0 с, 2 – 20, 3 – 60, 4 – 180 с, 5 – 540, 6 – 900, 7 – 2700 с



водности. Анализ полей влагосодержания, давления пара, температуры для различных момен-
тов времени показывает зависимость распределения влаги от градиента температур, которую 
необходимо учитывать при маскировке объекта.

Обозначения

cp – удельная изобарная теплоемкость пористого тела, Дж/(кг·К); cpliq, cps, cpv – теплоемкость жидкой, твердой  
и газообразной фазы, Дж/(кг·К); I – интенсивность массообмена между фазами, кг/(м3·с); K – коэффициент проницае-
мости пористой среды, м2; L – удельная теплота фазового перехода, Дж/кг; m – пористость, м3/м3; Pc – капиллярное 
давление, Па; Pliq – давление жидкости, Па; Ps – давление насыщенного пара, Па; Pv – давление пара, Па; R – универ-
сальная газовая постоянная, Дж/(моль·К); r0 – удельная теплота испарения свободной жидкости, Дж/кг; t – время, с; 
T – температура, К; ue – равновесное влагосодержание, кг/м3; uliq – влагосодержание, кг/м3; ,liq vv v′′ ′′ – молярная масса 
жидкости и водяного пара, кг/моль; a – коэффициент теплообмена, Вт/(м2⋅К); hv – динамическая вязкость пара  
и жидкости, Па⋅с; Q – краевой угол смачивания, град; qliq, qv – насыщенность пористой среды жидкостью и паром, м3/
м3; l – теплопроводность пористой среды, Вт/(м⋅К); r – плотность, кг/м3; rliq, rs, rv – плотность жидкой, твердой и га-
зообразной фазы, кг/м3; s – поверхностное натяжение, Н/м; j – относительная влажность паров.
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Предлагается метод решения задачи компьютеризированной диагностики новообразований кожи, основанный на 
поиске изображений в базе данных по содержанию. Предложенный метод отличается достаточной простотой, надеж-
ностью, меньшей зависимостью от настроек аппаратуры. При тестировании на открытой базе данных дерматоскопиче-
ских изображений метод поиска показал результаты, по точности сравнимые с результатами работы гораздо более 
сложного классического метода. Наилучшее качество диагностики достигалась при комбинировании двух методов.

Ключевые слова: меланома, диагностика, поиск, база данных, анализ изображений

V. A. LIAUCHUK 1, V. A. KOVALEV 1, V. V. BARKALINE 2, U. E. LAZOUSKI 2

CONTENT-BASE IMAGE RETRIEVAL AS A METHOD FOR COMPUTER-ASSISTED DIAGNOSIS  
OF MELANOMA BASED ON DERMOSCOPIC IMAGES

1The United Institute of Informatics Problems of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus,  
e-mail: vitali.liauchuk@gmail.com, 

2Belarusian National Technical University, Minsk, Belarus,  
e-mail: vladislavlozovski@gmail.com

A method for computer-aided diagnosis of skin lesions based on image retrieval scheme is proposed. The suggested 
method is rather simple, reliable and robust. The results of the tests carried out on a publically available image dataset suggest 
that the performance of the method proposed is comparable with one of a rather complicated conventional method of melano-
ma diagnosis. The best performance is achieved when combining both methods together.
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Введение. Известно, что количество зарегистрированных случаев рака кожи, включая мела-
ному, постоянно возрастает на протяжении последних нескольких десятков лет. По данным Все-
мирной организации здравоохранения (ВОЗ), в настоящее время в мире регистрируется порядка 
2–3 млн случаев различных форм рака кожи в год, среди которых около 200 тыс. случаев состав-
ляет меланома. При этом количество смертельных исходов, ассоциированных с меланомой, до-
стигает порядка 46 тыс. в год. Заболеваемость меланомой у представителей белой расы ежегодно 
увеличивается на 5–10% и составляет в Европе примерно 11,3 на 100 тыс. населения. Согласно 
имеющимся статистическим данным, число случаев меланомы кожи удваивается примерно за 
каждые 10–20 лет [1]. В Республике Беларусь заболеваемость меланомой кожи составляет 1–4%  
в общей структуре злокачественных новообразований человека. В настоящее время точность 
клинической диагностики первичных меланом кожи врачами общей практики в Республике Бе-
ларусь составляет 50–75%, что явно недостаточно для обеспечения эффективной диагностики  
и лечения заболевания. 
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В настоящее время достигнуты определенные успехи в области разработки компьютеризи-
рованных систем диагностики новообразований кожи, нацеленных на повышение точности кли-
нической диагностики меланомы и уменьшение нагрузки на медицинский персонал [2]. Следует 
отметить, что в основе большей части таких систем лежат сложные многошаговые процедуры 
анализа дерматоскопических снимков, включающие в себя алгоритмы предобработки изображе-
ний, выделения бликов и нахождения волос, сегментации новообразования, вычисления различ-
ных текстурных, цветовых, геометрических характеристик и определенных дерматологических 
критериев и т. д. Алгоритмы, использующиеся на каждом шаге, сами по себе могут быть доста-
точно сложными, каждый из них может иметь свои пороговые значения и управляющие параме-
тры, от правильной настройки которых может существенно зависеть качество их работы. В ре-
зультате данные программные диагностические решения становятся достаточно сложными, за-
висимыми от настроек аппаратуры и недостаточно надежными.

Активно развивающаяся концепция ������������������������������������������������������Big��������������������������������������������������� ��������������������������������������������������Data���������������������������������������������� [3] предлагает альтернативные подходы к реше-
нию такого рода задач. Высказываются предположения, что при наличии подходящих методик 
анализа огромных массивов данных можно выделять полезные знания из объемных баз данных 
и использовать их «напрямую» для решения задач распознавания. 

Цель настоящей работы – сравнение традиционных методов диагностики меланомы с мето-
дом, основанным на сопоставлении входного снимка с образцами из базы данных с известными 
диагнозами.

Используемая база дерматоскопических изображений. Для сравнения методов компьюте-
ризированной диагностики меланомы использована свободно доступная база данных изображе-
ний PH² [4]. Дерматоскопические изображения получены в отделении дерматологии госпиталя 
Педро Гиспано (г. Матосингос, Португалия). Все изображения получены в одинаковых условиях 
при помощи системы ���������������������������������������������������������������������Tuebinger������������������������������������������������������������ �����������������������������������������������������������Mole������������������������������������������������������� ������������������������������������������������������Analyzer���������������������������������������������� с оптическим увеличением 20. Эти снимки пред-
ставляют собой 8-битные цветные изображения с разрешением 768×560 пикселов. База данных 
изображений содержит в общей сложности 200 дерматоскопических снимков, включая 80 изо-
бражений типичных невусов, 80 изображений атипичных невусов и 40 изображений меланом. 
База �������������������������������������������������������������������������������������PH�����������������������������������������������������������������������������������² включает в себя медицинские описания каждого снимка, а также экспертную сегмента-
цию новообразований, клинический и гистопатологический диагнозы и оценку нескольких дер-
матологических характеристик: присутствующие цвета, пигментная сеть, точки/глобулы, нали-
чие радиальной лучистости, областей регресса и бело-голубой вуали. Оценка каждой характери-
стики проведена экспертом-дерматологом. Примеры исходных изображений представлены на 
рис. 1.

Классический метод. Первый традиционный метод автоматизированной диагностики мела-
номы основан на многошаговой процедуре, широко описанной в научной литературе. Метод 
включает в себя ряд алгоритмов обработки изображений, выделения и описания структур.

Рис. 1. Примеры дерматоскопических изображений базы данных РН2
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Нахождение бликов и волос производилось при помощи алгоритмов, основанных на направ-
ленных гауссовых фильтрах [5]. Удаление волос с изображения производилось при помощи ал-
горитмов закрашивания его выделенных участков.

Процесс сегментации состоял из нескольких этапов: преобразование изображения из цвет-
ного в серое, удаление волос, размытие, бинаризация по адаптивному порогу. Полученная би-
нарная маска представляла собой результат сегментации и в дальнейшем использовалась в боль-
шинстве алгоритмов описания. Этапы процесса выделения новообразования на дерматоскопи-
ческом снимке представлены на рис. 2.

Из возможных характеристик новообразований программно выделялись следующие: сте-
пень асимметрии, резкость границ, присутствие определенных цветов, наличие бело-голубой 
вуали, областей регресса, точек/глобул, пигментной сети, радиальной лучистости.

Для оценки асимметрии у бинарной маски новообразования находился центр масс, вычисля-
лись оси инерции и затем оценивалась симметрия относительно выделенных осей. В рамках 
данной работы вычислялась лишь асимметрия формы, без учета возможной текстурной асимме-
трии. Для определения показателя резкости границ изображение новообразования разделялось 
на 8 сегментов, в каждом из которых вычислялась энтропия распределения яркостей пикселов, 
характеризующая степень четкости границы новообразования.

Важную роль в диагностике меланомы кожи играет наличие бело-голубой вуали. Для опреде-
ления последней цветное изображение новообразования переводилось в представление hue–satu
ration������������������������������������������������������������������������������������–�����������������������������������������������������������������������������������value������������������������������������������������������������������������������ (����������������������������������������������������������������������������HSV�������������������������������������������������������������������������), а затем вычислялась относительная доля пикселов, удовлетворяющих усло-
виям: 210 < ����������������������������������������������������������������������������������hue������������������������������������������������������������������������������� < 240 и ����������������������������������������������������������������������saturation������������������������������������������������������������ > 40. Бело-голубая вуаль детектировалась при достижении по-
рогового значения в 5,7%. Вычисленные таким образом признаки присутствия вуали на 
изображениях базы PH2 достаточно хорошо совпали с экспертным мнением, демонстрируя при 
этом 86% чувствительности и 93% специфичности.

Для определения цветов, присутствующих на изображении, использовалась палитра из 6 
оттенков, предварительно полученная при помощи алгоритмов квантизации цветового про-
странства.

Для детектирования областей регресса разработан алгоритм, основанный на построении 
выпуклого множества. Множество точек бинарной маски новообразования достраивалось до вы-
пуклого множества (рис. 3). Из достроенных замкнутых участков выбирался участок наиболь-
шего размера. Если относительный размер выбранного участка превышал заданный порог в 5,2%, то 
алгоритм отмечал присутствие области регресса.

Точки и глобулы на изображениях находились также при помощи подхода, основанного на 
практически тех же фильтрах [5], как и в случае с выделением волос. Метод выделения точек/
глобул отличался использованием только изотропных (ненаправленных) фильтров. 

Пигментные сети детектировались и описывались при помощи многоступенчатой процеду-
ры [6], включающей в себя алгоритмы выделения границ, бинарные операции, алгоритмы выде-

Рис. 2. Сегментация новообразования: а – исходный снимок; б – серое изображение; в – удаление волос; г – размы-
тие; д – бинаризация по порогу; е – результат сегментации
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ления и описания графов. Радиальная лучистость определялась при помощи схожих методов, 
представленных в [7].

Для автоматического распознавания меланомы использовался классификатор логистической 
регрессии (���������������������������������������������������������������������������������Logistic������������������������������������������������������������������������� ������������������������������������������������������������������������Regression��������������������������������������������������������������), где предикторами являлись описанные выше характеристики но-
вообразований. Точность диагностики меланомы при помощи такого классического метода оце-
нивалась на основе хорошо известной процедуры перекрестной проверки с выбросом одного 
случая (leave-one-out cross-validation).	

Метод диагностики на основе поиска. Второй метод компьютеризированной диагностики, 
предлагаемый в данной работе, реализует известную схему поиска изображений по содержанию 
(��������������������������������������������������������������������������������������������Content�������������������������������������������������������������������������������������-������������������������������������������������������������������������������������Based������������������������������������������������������������������������������� ������������������������������������������������������������������������������Image������������������������������������������������������������������������� ������������������������������������������������������������������������Retrieval��������������������������������������������������������������� – ������������������������������������������������������������CBIR��������������������������������������������������������), в которой из базы данных выбираются несколько изобра-
жений, визуально наиболее похожих на входное изображение. Метод включает в себя следую-
щие шаги.

1. Вычисление дескриптора (вектора признаков) изображения, поданного на вход.
2. Вычисление расстояний в пространстве признаков между дескриптором входного изобра-

жения и заранее вычисленными дескрипторами изображений из базы данных.
3. Выбор из базы данных N изображений с минимальным расстоянием между их дескрипто-

рами и дескриптором входного изображения.
4. Подсчет количества M случаев меланомы среди N выбранных изображений. Величина М 

используется для оценки вероятности меланомы анализируемого новообразования.
В качестве дескрипторов использованы матрицы совместной встречаемости типа «цвет–

цвет–рассояние» [8]. Для численной оценки визуальной близости изображений применялась 
метрика городских кварталов �����������������������������������������������������������L����������������������������������������������������������1, представляющая собой нормированную сумму разностей эле-
ментов матриц совместной встречаемости двух изображений. В рассматриваемой реализации 
алгоритма для каждого изображения, поданного на вход, из базы данных выбирались 4 изобра-
жения с наименьшими расстояниями ������������������������������������������������������L�����������������������������������������������������1 между их дескрипторами и дескриптором входного изо-
бражения.

Поскольку в нашем случае для тестирования методов и поиска в базе данных использовался 
один и тот же набор изображений, то поиск производился среди всех изображений базы данных, 
кроме входного изображения, что фактически представляет собой ту же схему leave-one-out 
cross���������������������������������������������������������������������������������������-��������������������������������������������������������������������������������������validation����������������������������������������������������������������������������. Исследуемое новообразование относилось к классу «меланома», если среди че-
тырех наиболее похожих изображений из базы данных находилось не менее двух изображений 
меланомы.

В целях эксперимента оба вышеописанных метода были скомбинированы. Для этого к набо-
ру предикторов, использующихся в классическом методе, добавлялось также количество M слу-
чаев меланомы среди 4 наиболее похожих изображений, полученное методом на основе поиска. 
Точность распознавания комбинации методов оценивалась также при помощи схемы leave-one-
out cross-validation и классификатора логистической регрессии, но с использованием величины 
М в качестве дополнительного дескриптора.

Результаты. Статистические результаты тестирования точности распознавания двух мето-
дов диагностики меланомы и их комбинации представлены в виде ROC-кривых и таблицы (рис. 4). 
Как видно из графиков, точность диагностики меланомы при помощи достаточно простого поис-
ка в базе данных по содержанию сравнима с результатами, полученными при помощи довольно 

Рис. 3. Детектирование области регресса: а – исходное изображение; б – бинарная маска новообразования; в – до-
строенное выпуклое множество



90

сложного классического метода, основанного на многошаговой схеме обработки и анализа изо-
бражений. Отметим, что наилучшая точность диагностики достигается при комбинировании 
данных методов.

Разработанные алгоритмы и методы реализованы в программном обеспечении. Программ-
ный продукт имеет графический интерфейс и позволяет пользователю контролировать процесс 
обработки входных данных (рис. 4, а). Программа выполняет функции обработки и описания 
входного изображения, поиска визуально похожих изображений в базе данных, оценки значений 
дерматологических критериев, оценки вероятности меланомы. В качестве базы данных изобра-
жений новообразований с известными диагнозами использовалась база РН2. Онлайн-версия про-
граммы доступна по адресу [9].

Заключение. Представленные в работе экспериментальные результаты, полученные на те-
стовой базе из 200 дерматоскопических изображений, позволяют сделать следующие выводы.

Метод компьютеризированной диагностики меланомы кожи на базе поиска похожих дерма-
тоскопических изображений позволяет достичь точности распознавания меланомы, сравнимой  
с точностью распознавания классическим методом, основанным на многоступенчатой процеду-
ре анализа изображений; наилучшее качество распознавания наблюдается в случае комбинации 
методов.

Результат распознавания меланомы предложенным методом может быть использован вра-
чом-дерматологом в качестве «второго мнения» при постановке диагноза новообразования кожи.

Представленная методика требует проведения комплексного тестирования в клинических 
условиях с использованием более объемной базы данных дерматоскопических снимков.

Рис. 4. Результаты оценки производительности предложенных методов: а – внешний вид программы; б – ROC-
кривые; в – таблица сравнения двух методов и их комбинации
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Введение. При решении инженерных задач возникает необходимость многокритериальной 
оптимизации для исследования возможных улучшений объекта проблемы. Многие инженерные 
задачи характеризуются NP-сложностью, поэтому в большинстве случаев основным критерием 
эффективности их решения является быстрое вычисление приближенных решений, что возмож-
но за счет использования эволюционных вычислительных методов и алгоритмов.

Эволюционные методы в отличие от точных методов  математического программирования  
позволяют находить близкие к оптимальным решения за приемлемое время, в отличие от других 
эвристических методов оптимизации характеризуются меньшей зависимостью от особенностей 
приложения и в большинстве случаев обеспечивают лучшую степень приближения к оптималь-
ному решению.Эволюционные методы базируются на коллективном обучающем процессе вну-
три популяции индивидуумов, каждый из которых представляет собой поисковую точку в про-
странстве допустимых решений данной задачи

Важнейшим частным случаем эволюционных методов являются генетические методы и ал-
горитмы. Генетические алгоритмы (ГА) основаны на поиске лучших решений с помощью насле-
дования и усиления полезных свойств множества объектов определенного приложения в процес-
се имитации их эволюции [1–3].

Общая постановка задачи многокритериальной минимизации. Многокритериальная оп-
тимизация позволяет расчетным путем найти наиболее эффективное сочетание параметров из-
делия прежде, чем изготавливать опытные экземпляры. 

Общая задача многокритериальной минимизации с m независимыми переменными, n целя-
ми, p ограничениями в виде неравенств и q ограничениями в виде равенств имеет вид
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где 1( , ..., ) ,mx x x X= ∈  x – вектор решений (независимых переменных), X – пространство параме-
тров, f(x)T = [ f1(x), ..., fn(x)] – цели, g(x)T = [g1(x), ..., gp(x)] – ограничения в виде неравенств, h(x)T = 
[h1(x), ..., hq(x)] – ограничения в виде равенств. 

Результатом многокритериальной оптимизации является оптимальное по Парето множество. 
Вектор решений a X∈ является оптимальным по Парето, если и только если не существует дру-
гого такого вектора решений ,b X∈  что выполняются условия
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i i

j j
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j n f b f a
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В этом случае вектор решений a X∈  является доминирующим над вектором ,b X∈  это обо-
значается как a b> . При многокритериальной оптимизации не представляется возможным вы-
брать одно единственное решение, в котором были бы оптимизированы все цели сразу. Поэтому 
в ходе многокритериальной оптимизации ищется рациональное (недоминируемое или оптималь-
ное по Парето) решение, позволяющее максимально приблизиться к приоритетным целям. Недо-
минируемое решение означает, что улучшение одной цели достигается за счет ухудшения дру-
гой. Недоминируемые решения обозначаются как .a b   

Задача многокритериальной оптимизации является задачей нахождения глобального оптималь-
ного по Парето множества решений. В настоящее время известен ряд методов многокритериаль-
ной оптимизации, опирающихся на нелинейное программирование, генетические алгоритмы  
и т. д. [4, 5].

Методы решения задач многокритериальной оптимизации. Одним из основных подходов 
к решению задач многокритериальной оптимизации и принятия решений является определение 
набора точек оптимальных по Парето решений. Фронт Парето – это набор оптимальных реше-
ний, которые не доминируют относительно друг друга, а улучшение одного параметра приводит 
к ухудшению другого. Наборы оптимальных по Парето решений могут быть любых размеров, 
но эти размеры обычно растут с увеличением количества целевых функций.

В большинстве эволюционных методов и алгоритмов для решения многокритериальных за-
дач используют подход на основе обработки множества Парето. Одними из основных алгорит-
мов многокритериального эволюционного поиска на основе обработки множества Парето явля-
ются такие алгоритмы, как NSGA, NSGA-II, MOGA,  NPGA, NPGA-II, PESA, PESA-II, SPEA, 
SPEA-II, PAES [6–9]. 

В табл. 1, 2 приведены основные особенности некоторых многокритериальных эволюцион-
ных алгоритмов [10].

Т а б л и ц а  1.  Достоинства и недостатки многокритериальных эволюционных алгоритмов

Алгоритм Достоинства Недостатки

NSGA Быстрая сходимость Проблемы параметра размера ниши

NSGA-II Единственный параметр. Проверенный и эффек-
тивный алгоритм

Групповое расстояние имеет смысл только в целевой 
области

MOGA Простое расширение ГА с одной целью Медленная сходимость. Проблемы параметра размера 
ниши

NPGA Очень простой процесс турнирного отбора Проблемы параметра размера ниши. Необходимость 
дополнительного параметра для турнирного отбора

SPEA Надежный алгоритм. Отсутствие параметра для 
кластеризации Сложный алгоритм кластеризации

SPEA-II Улучшенный SPEA. Гарантировано сохранение 
точек экстремума

Сложные с точки зрения вычислений процедуры рас-
чета пригодности плотности

PESA Простая реализация. Быстрый алгоритм Производительность зависит от размера ячеек. Необхо-
дима дополнительная информации об области решений
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Т а б л и ц а  2.  Особенности многокритериальных эволюционных алгоритмов

Алгоритм Определение пригодности Механизм разнообразия Элитность Внешняя популяция

NSGA Ранжирование на основе недоми-
нированной сортировки

Создание ниш для распределения по 
значениям пригодности Нет Нет

NSGA-II Ранжирование на основе недоми-
нированной сортировки Метод группового расстояния Да Нет

MOGA Ранжирование по Парето Создание ниш для распределения по 
значениям пригодности Нет Нет

NPGA Турнирный отбор. Отсутствует 
назначение пригодности

Вычисление ниш для разбиения узлов 
при турнирном отборе Нет Нет

SPEA
Ранжирование на основе внешне-
го сохранения недоминирован-
ных решений

Кластеризация для ограничения внеш-
ней популяции Да Да

SPEA-II Мощные доминанты Плотность, которая рассчитывается на 
основе данных до k-го соседа Да Да

PESA Отсутствует назначение пригод-
ности Плотность ячеек Да Да

Подбор и применение определенных эволюционных методов и алгоритмов возможны в за-
висимости от типа задач. Как подход, основанный на популяциях, ГА хорошо подходят и для 
решения задач многокритериальной оптимизации и принятия решений. Стандартный ГА можно 
модифицировать для поиска набора нескольких недоминирующих решений за один проход. 
Большинство многокритериальных ГА не требуют от пользователя установки приоритетов, мас-
штабов и весов для целей оптимизации, поэтому подход на основе ГА стал самым популяр-
ным эвристическим подходом к решению задач многокритериальной оптимизации и проек-
тирования [11].

Методы оптимизации в среде ANSYS Workbench. В среде ANSYS Workbench также суще-
ствуют средства для проведения оптимизации конструкций – модуль DesignXplorer. Отличи-
тельной особенностью его работы является возможность использования параметрических раз-
меров из CAD-систем в качестве входных управляемых переменных в том случае, если решатель 
ANSYS в расчетном модуле DesignSimulation или CFD-решатель ANSYS CFX работает с геоме-
трической моделью CAD-системы в режиме двухсторонней ассоциативной связи [12]. 

Если задача содержит большое число входных параметров или несколько целевых функций, 
можно провести оптимизацию в среде ANSYS Workbench с помощью дополнительно устанавли-
ваемого модуля optiSLang [13]. Поддерживая двухстороннюю ассоциативную связь с CAD-сис
темами, он позволяет проводить многокритериальную оптимизацию с учетом разброса значе-
ний входных управляемых переменных при использовании генетических алгоритмов оптимиза-
ции, эволюционных стратегий и адаптивных методов.

Для оптимизации конструкции в модуле DesignXplorer расчетной среды ANSYS Workbench 
14.5 реализован ряд методов и алгоритмов [14]:

Screening (ShiftedHammersley Sampling Method) –  смещенный метод Хаммерсли (скрининг, 
экранирование);

MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm) – многокритериальный генетический алгоритм [15, 16];
NLPQL (Nonlinear Programmingby Quadratic Lagrangian)  –  нелинейное программирование 

методом квадратичной функции Лагранжа [17];
MISQP����������������������������������������������������������������������������������� (���������������������������������������������������������������������������������Mixed����������������������������������������������������������������������������-���������������������������������������������������������������������������Integer Sequential Quadratic Programming�����������������������������������) – частично-целочисленное последо-

вательное квадратичное программирование [18];
Adaptive Single-Objective – адаптивный однокритериальный алгоритм;
Adaptive Multiple-Objective – адаптивный многокритериальный алгоритм.
Основные характеристики методов и алгоритмов представлены в табл. 3. Из представленно-

го ряда методов и алгоритмов для многокритериальной оптимизации подходят три алгоритма – 
Screening, MOGA, Adaptive Multiple-Objective. Среди них для решения оптимизационной задачи 
выбран итеративный многокритериальный генетический алгоритм ����������������������   MOGA������������������   , работающий с не-
прерывными входными параметрами. MOGA –гибридный вариант популярного генетического 
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алгоритма недоминирующей сортировки NSGA-II, основанного на управляемых понятиях эли-
тизма. Схема ранжирования решений Парето выполняется быстрым, недоминирующим методом 
сортировки, который на порядок быстрее обычных методов ранжирования Парето.  Для обра-
ботки ограниченных выходных параметров используется тот же недоминирующий принцип, 
что и для целевых выходных параметров, таким образом, в штрафных функциях и множителях 
Лагранжа нет необходимости. Это также гарантирует, что допустимые решения имеют ранг 
выше ранга недопустимых решений.

Т а б л и ц а  3.  Основные характеристики методов и алгоритмов оптимизации.
Метод Один критерий Много критериев Локальный поиск Глобальный поиск Дискретные значения

Screening X X X
NLPQL X X
MISQP X X X
MOGA X X
Adaptive Single-Objective X X
Adaptive Multiple-Objective X X

Особенности постановки оптимизационной задачи для конструкции компрессорно-кон
денсаторного агрегата. В современном производстве уменьшению экономических затрат на 
разработку конструкций компрессорно-конденсаторных агрегатов способствует применение ко-
нечно-элементных методов расчета. В качестве расчетного примера компрессорно-конденсатор-
ного агрегата была взята конструкция ограниченных габаритов, используемая в промышленно-
сти для охлаждения электроаппаратуры. Пример полной трехмерной твердотельной модели 
компрессорно-конденсаторного агрегата представлен на рис. 1.

Несущим и опорным элементом конструкции агрегата является рама, обеспечивающая воз-
можность крепления агрегата на машину и удобный доступ для технического обслуживания. 
Она должна обладать достаточной жесткостью для сохранения целостности механической си-
стемы, предотвращая по возможности явления паразитных колебаний.

При анализе конструкции рам компрессорно-конденсаторных агрегатов встает вопрос о до-
пустимой степени упрощения модели. Рациональная упрощенная конечно-элементная модель 
рамы компрессорно-конденсаторного агрегата [19] представлена на рис. 2.

Для облегчения создания конечно-элементной модели на основе подготовленной геометри-
ческой модели определялись элементы конструкции, существенно не влияющие на распределе-
ние частот собственных колебаний компрессорно-конденсаторного агрегата. Произведены сле-
дующие упрощения:

гидравлические и электрические элементы типа жгутов и шлангов исключены из расчетной 
схемы;

конденсатор исключен из расчетной схемы, так как расположение зон его крепления нахо-
дится непосредственно над зонами крепления самой рамы компрессорно-конденсаторного агре-
гата, благодаря чему конденсатор не будет влиять на распределение частот собственных колеба-
ний всей конструкции;

компрессор и электродвигатель заменены 
присоединенными равнозначными массами

Конструкция рамы изготовлена из профи-
лей прочных как на изгиб, так и на кручение. 
В качестве конструктивных элементов рамы 
были выбраны уголки стальные горячеката-
ные, швеллеры стальные горячекатаные. Кон-
струкция рамы компрессорно-конденсатор- 
ного агрегата сваривается (сварка по ГОСТ 
5264–80) [20]. Вид рамы без дополнительных 
элементов представлен на рис. 3.

Рис. 1. Пример полной трехмерной твердотельной модели 
компрессорно-конденсаторного агрегата



96

Габариты компрессорно-конденсаторного 
агрегата жестко ограничены. В качестве опти-
мизируемых параметров были взяты геоме-
трические размеры упоров рамы, толщины ее 
лонжеронов и поперечин. При ограничении 
размеров необходимо было исключить наруше
ние целостности геометрической модели. Функ
циональным ограничением являлся предел  
текучести материала рамы. Эквивалентные 
напряжения рассчитывались для статически 
нагруженной конструкции в режиме простоя. 
Для проведения многокритериальной оптими-
зации задавалось два критерия оптимально-
сти: масса конструкции и коэффициент запаса 
прочности конструкции. Требовалось мини-
мизировать массу конструкции при макси-
мальной рабочей нагрузке и максимизировать 
коэффициент запаса прочности конструкции.

Параметрическая модель рамы компрессорно-конденсаторного агрегата строилась посред-
ством модуля ��������������������������������������������������������������������������DesignModeler������������������������������������������������������������� расчетной среды ANSYS Workbench 14.0, чтобы избежать возмож-
ных конфликтов при передаче оптимизируемых параметров из других CAD-сред.

При оценке чувствительности оптимизируемых параметров была построена диаграмма, ото-
бражающая влияние входных параметров на выходные параметры (рис. 4). Масса конструкции 
главным образом реагирует на изменения толщин срединной поперечины, правого и левого упо-
ров, а эквивалентные напряжения в конструкции – на изменения толщины и ширины левого  
и правого упоров.

При исследовании возможных улучшений в конструкции компрессорно-конденсаторного 
агрегата использовался многокритериальный генетический алгоритм ����������������������MOGA������������������, встроенный в мо-
дуль DesignXplorer. Число индивидов начальной популяции 100, число индивидов за итерацию 
100. Для наглядности полученных результатов данным алгоритмом также выполнялась оптими-
зация смещенным методом Хаммерсли, число индивидов 10000. 

Для представления результатов среди параметров оптимизации были выбраны толщины ле-
вого упора и правого упора рамы, ширина срединного лонжерона и крайнего лонжерона под 
двигателем, толщина крайнего лонжерона. Результаты оптимизации представлены в табл. 4. При 
однокритериальной оптимизации по критерию минимума массы наилучшим является вариант  
с параметрами во второй строке таблицы. В этом случае масса конструкции снижается на 18,5% 
при уменьшении значения коэффициента запаса прочности материала по сравнению с исходным 
вариантом. 

В случае многокритериальной оптимизации, когда вторым критерием является коэффициент 
запаса прочности, алгоритм ����������������������������������������������������������      MOGA������������������������������������������������������       в модуле DesignXplorer предоставляет пользователю не-
сколько наилучших кандидатов среди конечного множества решений по Парето. Из этого набора 

Рис. 2. Упрощенная конечно-элементная модель рамы  
и агрегатов в виде присоединенных масс

Рис. 3. Вид рамы без дополнительных элементов



97

выбирался один вектор решения с учетом приоритета критерия массы. Данный вариант, пред-
ставленный в третьей строке табл. 4, позволяет уменьшить массу на 9,6%, а коэффициент запаса 
прочности - увеличить на 16,8% по сравнению с исходным вариантом. 	

На базе построенного множества проектных решений создана схема корреляции параметров 
(рис. 5). Каждое проектное решение представлено ломаной линией, вершины которой находятся 
в точках пересечения с вертикалями, отвечающими следующим параметрам: толщина средин-
ной поперечины, толщина крайней поперечины, толщина правого упора, толщина левого упора, 
напряжение по Мизесу, масса конструкции. Минимальные и максимальные значения параме-
тров лежат на горизонтальных нижней и верхней линиях соответственно.

Заключение. Исследование возможных улучшений модели поможет снизить затраты на раз-
работку и изготовление конструкции без потери качества, сократить сроки практического испы-
тания.

Для решения многокритериальных задач выполнен краткий обзор методов и алгоритмов  
оптимизации. Один из наиболее эффективных алгоритмов многокритериальной оптимизации  

Рис. 4. Диаграмма чувствительности оптимизируемых параметров

Т а б л и ц а  4.  Результаты оптимизации рамы 

Вариант конструкции Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 М s

Исходный вариант 0,005 0,005 0,005 0,005 0,05 8,57 18,55
Вариант с минимальной массой 0,003027 0,003014 0,003015 0,003006 0,04505 6,98 27,42
Лучший кандидат (MOGA) 0,00300 0,00302 0,00301 0,0053 0,0451 7,47 15,92
Лучший кандидат (Хаммерсли) 0,00356 0,003085 0,00358 0,0048 0,0546 7,85 16,66

Примечание. Р1 – толщина левого упора, м; Р2 – толщина правого упора, м; Р3 – толщина срединного лонжеро-
на, м; Р4 – толщина крайнего лонжерона под генератором, м; Р5 – ширина правого упора, м; М – масса конструкции 
рамы, кг; s – эквивалентное максимальное напряжение по Мизесу, МПа.

Рис. 5. Схема корреляции параметров оптимизации



с ограничениями – многокритериальный генетический алгоритм MOGA. Оптимизация рамы 
компрессорно-конденсаторного агрегата проводилась с использованием метода MOGA в среде 
ANSYS Workbench. Недостатком данного метода является медленная сходимость.

Платформа ANSYS Workbench позволяет использовать сторонние модули оптимизации  
(например, optiSLang) за счет хорошей интеграции с другими системами разработки моделей  
и представления результатов.

В дальнейшем имеет смысл разработать и подключить пользовательский метод оптимиза-
ции, подходящий для нахождения рациональных параметров модели данного типа конструкции. 
Методика взаимодействия файлов и модулей программ позволит сократить время на генериро-
вание оптимизационных моделей технических систем. 
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Изучены методом моделирования процессы формирования топологичеких структур с 3��������������������D�������������������-элементами различ-
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энергии. Экспериментально установлено, что моделирование позволяет прогнозировать реальные параметры рабо-
ты установок лазерной вакуумной микролитографии для качественного формирования 3D-элементов топологии  
в слоях вакуумного резиста при создании масок.
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Введение. Современные мировые производства стремятся к максимальной автоматизации 
технологических процессов, оставляя все меньшую роль человеческому фактору. В наибольшей 
степени эти тенденции развиваются и в микроэлектронике. Автоматизированные минипроиз-
водства интегральных микросхем (ИМС) особенно выгодны при мелкосерийном производстве 
заказных и полузаказных ИМС, не требующих максимальной минимизации размеров формиру-
емых элементов и изготавливаемых на основе базовых матричных кристаллов, создаваемых по 
традиционной крупносерийной технологии. Наименее поддаются автоматизации процессы тра-
диционной «мокрой» микролитографии, состоящие из более десятка операций и требующие 
больших количеств химических растворов, деионизованной воды, участков по утилизации вред-
ных химических отходов. 
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Альтернативой традиционной «мокрой» микролитографии является «сухая» лазерная ваку-
умная микролитография, где прямое формирование рельефных (3�����������������������������D����������������������������) структур в слоях вакуумно-
го резиста (ВР) происходит по абляционному процессу лазерным излучением, прошедшим через 
фотошаблон и оптическую систему литографической установки. Дальнейшие процессы форми-
рования топологических структур на поверхности полупроводниковых пластин или в техноло-
гических слоях на их поверхности выполняются «сухим» способом методами плазмохимическо-
го, реактивно-ионного или ионного травлений, ионного легирования. «Сухая» микролитография 
состоит всего из четырех операций: нанесения в вакууме на полупроводниковую пластину слоя 
ВР; лазерного формирования в нем топологического 3��������������������������������������D�������������������������������������-рисунка; выполнения необходимой тех-
нологической операции через маску из ВР и последующего снятия слоя ВР в кислородосодержа-
щей плазме [1]. Формирование 3�����������������������������������������������������������D����������������������������������������������������������-рисунков в слоях ВР выполняется с помощью установки ваку-
умной лазерной литографии [2]. Производство заказных ИМС при использовании процесса «су-
хой» лазерной микролитографии может быть полностью автоматизировано в замкнутом 
технологическом процессе на минифабрике в виде кластера оборудования [1]. Над этой пробле-
мой усиленно работают такие передовые фирмы мира как Alcatel CIT (Франция), General Signal 
(США), Lam Research (США), Ulvac and Vactronic (Япония), MARATHON Cluster Tool Integration 
Platforms (США) и др.

Однако отработка процесса качественного формирования 3D-структур в слоях ВР - трудо-
емкая задача, требующая больших временных и энергетических затрат, а также длительного не-
производительного использования дорогостоящей литографической установки. Вследствие это-
го в настоящее время большое внимание уделяется разработке программ моделирования лито-
графических процессов с последующим их применением для оценки условий формирования  
в пленке ВР элементов различных форм и размеров. Использование программ, моделирующих 
различные литографические процессы, актуально, так как позволяет заранее прогнозировать па-
раметры процесса и качество формирования масок.

Моделирование процессов микроэлектроники успешно развивается в целом ряде зарубеж-
ных фирм [3-5], однако в области моделирования процессов микролитографии основное внима-
ние уделяется определению условий, при которых при экспонировании в слоях ВР не происходит 
образования стоячих волн, препятствующих формированию топологических структур с субми-
кронными размерами элементов. В резистах, используемых в процессах лазерной вакуумной ли-
тографии, стоячие волны отсутствуют, так как эти резисты имеют высокий коэффициент погло-
щения экспонирующего излучения (порядка 105 см–1). Поэтому в настоящей работе методами 
моделирования изучались закономерности формирования лазерными импульсами в слоях ВР по 
абляционному механизму 3���������������������������������������������������������������D��������������������������������������������������������������-изображений тестовых рисунков в зависимости от условий экспо-
нирования и физико-химических свойств материала резиста. 

В качестве ВР могут быть использованы неполимерные органические материалы, обладаю-
щие рядом специфических свойств: сублимация в вакууме при нагревании, высокий коэффициент 
поглощения лазерного излучения и низкий коэффициент теплопроводности, высокие защитные 
свойства при технологических операциях плазмохимического, реактивно-ионного или ионного 
травлений, ионного легирования, полное удаление с полупроводниковой пластины в кислородо-
содержащей плазме. 

Цель настоящей работы - изучение методом компьютерного моделирования закономерно-
стей процесса формирования в слоях ВР тестовых 3D-структур с субмикронными размерами 
элементов и определение оптимальных параметров экспонирования в зависимости от параме-
тров лазерного экспонирующего излучения, реальных характеристик оптических систем лито-
графических установок, геометрических размеров и расположения формируемых элементов, ве-
личины дефокусировки объектива.

При моделировании в расчеты закладывались параметры ВР на основе перилентетракарбо-
новой кислоты [6]. 

Алгоритм расчета процесса лазерной микролитографии. В настоящей работе модель 
лазерной вакуумной литографии представлена как совокупность трех последовательных 
процессов:
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построение проекционной системой установки микролитографии с фиксированным коэффи-
циентом редукции топологического рисунка фотошаблона (миры) в плоскости поверхности 
пленки ВР на полупроводниковой пластине (оптическая задача);

поглощение энергии экспонирующего излучения пленкой ВР;
удаление материала ВР с экспонируемых лазерным излучением областей пленки, т. е. фор-

мирование 3D-рисунка в слое ВР (тепловая задача).
С целью определения оптимальных условий создания масок в пленках ВР методами лазер-

ной микролитографии разработана программа моделирования процессов формирования в них 
3D-структур, основанная на модели процесса испарения пленки ВР под действием импульсного 
лазерного излучения, которая учитывала характеристики изображения топологического рисун-
ка в плоскости пленки ВР и строилась при следующих допущениях:

теплофизические параметры ВР не зависят от его температуры;
начальное распределение температуры по площади пленки ВР повторяет распределение по 

ней освещенности лазерного излучения вследствие практически мгновенного перехода энергии 
излучения в тепловую энергию;

процесс удаления материала с поверхности пленок ВР под действием лазерного излучения 
имеет термическую природу (вкладом фотохимических реакций пренебрегалось);

процесс абляции резиста под действием лазерного излучения имеет пороговый характер, т. е. 
при величине плотности энергии излучения в импульсе ниже некоторого порогового значения 
абляции материала ВР не происходит [7].

В [7] предполагалось, что ввиду низкой теплопроводности материала ВР (порядка·10–4 Вт/(см⋅К)) 
и короткой длительности лазерного импульса (порядка 10–7 с), а также наличия энергетического 
порога процесса абляции материала ВР граница формируемого в нем элемента совпадает с гра-
ницей освещенности лазерным излучением. Однако это предположение требовало теоретиче-
ской (методом моделирования) и экспериментальной проверки.

В данной работе результаты расчетов для наглядности представлены в графическом виде. 
Параллельно с моделированием процессов лазерной литографии проводилась эксперименталь-
ная проверка результатов расчетов путем их внесения в параметры экспонирования литографи-
ческой установки. 

С помощью разработанной ранее программы [7] выполнялся расчет дифракционных струк-
тур изображения элементов миры в плоскости поверхности пленки ВР при различных длинах 
волн. В настоящей работе алгоритм решения данной задачи дополнен решением тепловой зада-
чи абляции материала ВР.

При моделировании учитывались реальные параметры оптических систем эксперименталь-
ных установок лазерной вакуумной проекционной микролитографии ЭМ-594 и ЭМ-5094 [2]  
с длинами волн экспонирующего излучения l~266 и 532 нм соответственно, характеристики волно-
вого фронта, коэффициент пропускания и др. Толщина d пленки ВР принималась порядка 0,5 мкм 
(экспериментально установлено [6], что данной толщины достаточно, чтобы слой ВР мог выполнять 
роль защитной маски при технологических операциях плазмохимического и реактивно-ионного 
травления). Апертура NA объективов литографических установок принималась равной 0,4.

Решение тепловой задачи построения 3D-изображений элементов миры в слое ВР с помощью 
лазерного излучения, прошедшего через оптическую систему литографической установки, пред-
ставлено ниже.

Уравнение теплопроводности для интенсивно поглощающей излучение лазера пленки ВР на 
технологическом слое диоксида кремния и кремниевой подложке, нагреваемой под действием 
наносекундных лазерных импульсов, согласно [8], приведено в следующем виде:
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где i = 1, 2, 3 (1 – пленка ВР, 2 – пленка SiO2, 3 – Si-подложка), r – плотность, с – удельная тепло-
емкость, Ls – удельная теплота сублимации материала ВР, d – функция Дирака, Т0 – начальная 
температура ВР, Ts – температура сублимации ВР, T – текущая температура ВР, t - время, k – коэф
фициент теплопроводности, S(t) – координата фронта испарения, F(х, t) – тепловой источник,  
R – коэффициент отражения пленки ВР, E(t) - плотность энергии, t – длительность импульса из-
лучения, a – коэффициент поглощения, d – толщина пленки. 

При решении поставленной задачи предполагалось, что при достижении на поверхности 
пленки ВР температуры сублимации материал ВР удаляется и граница фазового перехода пере-
мещается по координате х с температурой, близкой к температуре сублимации.

Такая постановка задачи несколько отличается от рассматриваемых ранее задач абляции 
твердых тел [например, 9, 10]. В данном случае учитывается нестационарность процесса субли-
мации под действием объемного источника тепла, так как глубина проникновения оптического 
излучения в пленку ВР (порядка 0,1 мкм) сравнима с толщиной пленки (порядка 0,5 мкм). 

Для численного решения задачи Стефана в данной постановке применялся метод сглажива-
ния [11]: d-функция заменялась d-образной функцией вида (2)
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с начальной полушириной D = 10 К, которая в зависимости от градиента температуры изменя-
лась с условием, чтобы область определения d-образной функции приходилась не менее чем на 
три счетные точки. Уравнение (1) решалось методом прогонки [12] с применением итерационно-
го процесса. Начальный шаг по времени равен 0,2 нс и в зависимости от сходимости итераций  
в процессе счета мог изменяться. При описании теплового источника F(x, t) форма лазерного им-
пульса E(t) полагалась гауссовой с длительностью по полувысоте t~100 нс, что соответствовало 
параметрам лазера ЛТИ 701М установок литографии. 

Программа расчета позволяет представить результаты исследований графически в виде 
3D-изображений. В данной статье 3D-изображения результатов расчетов представляются в пло-
ском формате, где клин проявления определяется как отношение ширины прорисовки краев эле-
ментов к толщине пленки резиста. 

Ранее [13] нами показано, что для лазерной абляции материала ВР целесообразно использо-
вать многоимпульсные режимы экспонирования, так как для достижения одинаковых результа-
тов при многоимпульсных режимах экспонирования энергетические затраты лучистой энергии 
приблизительно в 20 раз ниже, чем при одноимпульсных режимах. Поэтому методом моделиро-
вания изучалось качество формирования в слоях ВР толщиной порядка 0,5 мкм элементов ли-
нейки специально разработанных мир под воздействием лазерного излучения при количестве 
лазерных импульсов в одну точку n = 8, длительности импульсов τ ~ 10–7 с, частоте следования 
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импульсов f~7000 Гц. Доза излучения, израсходованная на проработку единицы площади экспо-
нируемых участков вакуумного резиста, рассчитывалась как плотность энергии излучения в ла-
зерном импульсе, умноженная на число импульсов в одну точку поверхности.

В процессе расчетов, подкрепленных экспериментальными исследованиями, установлено, 
что лазерным излучением с l~532 нм качественное формирование 3D-элементов возможно толь-
ко при их размерах не менее 0,8-1,0 мкм, однако при этом доза лазерного излучения требуется 
несколько меньшая, чем для формирования элементов того же размера излучением с l~266 нм.

Подготовка и проведение исследований. На первом этапе выполнения исследований разра-
ботаны тестовые миры с одновременным набором квадратных элементов, имеющих стороны 12, 
10, 8, 6 и 4 мкм, которые при проекционном переносе изображений в плоскость пленки ВР с фик-
сированной редукцией 0,1 должны обеспечить формирование в ней элементов с размерами сто-
рон 1,2; 1,0; 0,8; 0,6 и 0,4 мкм соответственно. Для исключения влияния взаимного расположения 
элементов на их формирование они располагались на расстояниях, в несколько раз превышаю-
щих их собственные размеры.

Методом моделирования проведено исследование влияние дозы лазерного излучения  
с l~266 нм на качество формирования элементов указанной миры. На основании проведенных 
исследований установлено следующее:

лазерным излучением с длиной волны порядка 266 нм при реальных параметрах оптической 
системы установки микролитографии возможно формирование в слоях ВР 3D-структур с мини-
мальными размерами вплоть до 0,4 мкм;

для каждого номинала размеров элемента существует своя оптимальная доза лазерного из-
лучения, при которой возможно его качественное формирование в слое ВР;

с уменьшением размера элементов оптимальная доза излучения для их качественного фор-
мирования в слоях ВР возрастает, но при этом происходит растравливание элементов более 
крупных размеров;

при апертуре объектива NA~0,4 и наличии на фотошаблоне элементов с размерами в области 
4–12 мкм (в плоскости ВР элементов с размерами 0,4-1,2 мкм) невозможно подобрать условия 
экспонирования для качественного формирования элементов всех размеров одновременно.

Представляется интересным изучение влияния величин энергии лазерных импульсов на 
формирование ансамбля 3D-структур, состоящих из элементов одной ширины, но разной длины 
и с расстояниями между элементами, равными их ширине. Для этого разработана соответствую-
щая линейка мир. Данные миры различались между собой лишь шириной составляющих их эле-
ментов. Моделировались процессы формирования 3D-рисунков масок с наборами элементов, но-
минальные размеры ширины которых составляли 1; 0,8; 0,6; и 0,5 мкм. Наибольший интерес 
представляла собой мира для формирования элементов с шириной порядка 0,5 мкм лазерным 
излучением с l~266 нм. Результаты данных исследований проиллюстрированы рис. 1. При от-
носительно низких дозах излучения порядка 0,44 Дж/см2 (рис. 1, а) отмечаются слабая проработ-
ка внутренних углов элементов и взаимное влияние на форму друг друга.

Повышение дозы излучения до порядка 0,72 Дж/см2 позволяет практически устранить взаим-
ное влияние элементов на их форму (рис. 1, б), однако их внутренние углы прорабатываются 
недостаточно, из-за чего квадратные на мире элементы являются еще не вполне квадратами  
в слое резиста.

Дальнейшее повышение дозы излучения до порядка 1,2 Дж/см2 приводит к уменьшению кли-
на проявления элементов (рис. 1, в), но внутренние углы элементов все еще проработаны недо-
статочно, отмечается ухудшение проработки внешних углов Т-образного элемента. 

Увеличение дозы излучения до порядка 1,6 Дж/см2 приводит к качественному формированию 
как протяженных, так и квадратных элементов (рис. 1, г). При этом отмечаются взаимное 
влияние протяженных элементов друг на друга и дальнейшее ухудшение проработки внешних 
углов у Т-образного элемента.

Повышение дозы излучения выше 1,6 Дж/см2 становится нецелесообразным, так как увели-
чивается клин проявления элементов, усиливается влияние на процесс формирования друг на 
друга близко расположенных элементов, наблюдается дальнейшее ухудшение проработки внеш-
них углов элементов Т-образной формы. 
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Проведенные исследования с мирами, содержащими элементы разной ширины, показывают, 
что для качественного формирования группы элементов с номинальными размерами ширины 
0,5 мкм требуются дозы излучения, следовательно, и общие затраты лучистой энергии, почти  
в 4 раза большие, чем затраты для формирования элементов с номиналом ширины 0,8 мкм  
и приблизительно в 2-2,5 раза большие, чем затраты для формирования элементов с номиналь-
ными размерами ширины порядка 0,5 мкм. Как свидетельствуют результаты моделирования 
процессов формирования элементов с номинальным размером порядка 0,6 мкм:

лазерным излучением с длиной волны 266 нм возможно качественное формирование в слоях 
вакуумного резиста 3D-структур с элементами шириной до порядка 0,5 мкм;

эффект взаимного влияния одних элементов на формирование других (эффект близости) 
проявляется наиболее сильно при низких дозах излучения;

минимально эффект близости элементов проявляется при оптимальных значениях дозы из-
лучения;

с увеличением дозы излучения (ниже оптимальной) качество проработки элементов воз-
растает, клин проявления уменьшается, но внутренние углы элементов прорабатываются 
недостаточно, в то время как внешние углы Т-образных элементов прорабатываются удов-
летворительно; 

при оптимальных условиях экспонирования клин проявления элементов имеет минималь-
ную величину, внутренние углы элементов прорабатываются удовлетворительно, но внешние 
углы Т-образных элементов прорабатываются недостаточно; 

Рис. 1. 3D-структура в слоях ВР с номинальным значением ширины элементов 0,5 мкм, сформированная лазерным 
излучением с различными значениями дозы (Дж/см2): 0,44 (а); 0,72 (б); 1,2 (в); 1,6 (г)
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превышение дозы излучения выше оптимальной для данного номинального размера элемен-
та приводит к увеличению его реальных размеров выше номинального значения и искажению 
формы, клин проявления элементов возрастает и начинается растрав поверхности ВР; 

растрав поверхности ВР начинает проявляться, в первую очередь, между протяженными, па-
раллельными, рядом расположенными элементами. 

Известно, что для качественного формирования 3D-структур в слоях вакуумного резиста 
изображения элементов миры должны быть точно сфокусированы в плоскости поверхности слоя 
ВР, т. е. плоскость Гаусса объектива должна совпадать с плоскостью поверхности ВР или вели-

Рис. 2. Зависимость качества формирования элементов с номинальной шириной 0,8 мкм при разных степенях расфо-
кусировки объектива Df (мкм): 0 (а); ± 0,25 (б); + 0,5 (в); - 0,5 (г); + 1,0 (д); - 1,0 (е)
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чина расфокусировки объектива Df = 0. На практике всегда существует ошибка в точности фоку-
сировки объектива (инструментальная, человеческий фактор и др.). Задача исследований данно-
го раздела - оценка величины допустимой расфокусировки объектива Df, при которой заметного 
ухудшения качества проработки элементов не происходит. 

Для проведения испытаний выбраны мира с номинальной шириной элементов 8 мкм (0,8 мкм  
в плоскости ВР), лазерное некогерентное излучение с l~266 нм и оптимальной дозой излучения 
порядка 0,48 Дж/мкм2. 

Недофокусировка, т. е. случай, когда плоскость Гаусса объектива была выше поверхности ВР, 
отмечалась знаком «-», а перефокусировка, т. е. когда плоскость Гаусса объектива была ниже 
плоскости поверхности ВР, – знаком «+». Результаты исследований приведены на рис. 2. Из ри-
сунка следует, что при величине расфокусировки объектива Df = ± 0,25 мкм заметной разницы  
в качестве формирования элементов в сравнении со случаем, когда Df = 0 мкм, не наблюдается 
(рис. 2, а, б). Повышение Df до + 0,5 мкм приводит к заметному увеличению клина проявления 
протяженных элементов, ухудшению проработки их внутренних углов (рис. 2, в), в то время как 
при Df = – 0,5 мкм качество проработки элементов изменяется незначительно (рис. 2, г).

Дальнейшее увеличение расфокусировки объектива до Df = + 1,0 мкм приводит к искажению 
формы и размеров протяженных элементов (квадратные элементы воспроизводятся нормально) 
и внутренних углов Т-образного элемента (рис. 2, д), в то время как при величине расфокусиров-
ки Df = - 1,0 мкм наблюдается только увеличение клина проявления элементов при сохранении 
номинальных размеров у их дна (рис. 2, е).

Из результатов данных исследований следует:
для точного воспроизведения элементов миры при их формировании излучением с l~266 нм 

и апертуре объектива NА= 0,4 дефокусировка объектива (отклонение плоскости Гаусса от по-
верхности слоя вакуумного резиста) не должна превышать величину ± 0,25 мкм;

при Df = ± 0,5 мкм недофокусировка объектива (плоскость Гаусса выше поверхности слоя ВР) 
меньше влияет на точность воспроизведения элементов, чем перефокусировка объектива (пло-
скость Гаусса ниже поверхности слоя ВР).

В качестве экспериментальной проверки соответствия реальных и рассчитанных методом 
моделирования режимов экспонирования при формировании маски из ВР они закладывались  
в управляющий комплекс экспериментальной литографической установки ЭМ-5094 (l~532 нм).

Маски формировались в пленках ВР на основе перилентетракарбоновой кислоты толщиной 
порядка 0,5 мкм, нанесенных на подложку из кремния, поверхность которой была предваритель-
но закрыта пленкой SiO2 толщиной порядка 0,3 мкм. Номинальный размер ширины протяжен-
ных элементов масок составлял 0,8 мкм. Далее проводились плазмохимическое травление пле-
нок оксида кремния до кремниевой подложки через маски из ВР и их последующее удаление  

в кислородосодержащей плазме.
Результаты эксперимента иллюстрируют-

ся рис. 3, который свидетельствует о близком 
соответствии оптимальных параметров экспо-
нирования, определенных путем моделирова-
ния, и реальных оптимальных параметров уста
новок литографии при формирования масок.

Теоретически методом моделирования по-
казано [13] и практически подтверждено, что  
в процессе лазерной абляции в окнах маски 
всегда остается тончайший (порядка 0,02 мкм) 
прозрачный для лазерного излучения и неуда-
ляемый им слой ВР. Последний образуется за 
счет того, что энергия лазерного излучения  
с его некоторой толщины начинает расходо-
ваться на разогрев подложки и температура 
ВР уже не достигает температуры его субли-

Рис. 3. Фрагмент маски в слое ВР, содержащий 3D-эле
менты шириной порядка 0,8 мкм (а); фрагмент тополо-
гии, сформированной методом плазмохимического трав-
ления в слое SiO2 через маску из ВР (маска из ВР удалена 

в кислородосодержащей плазме) (б)



мации. На практике этот слой легко удаляется кратковременной обработкой маски (несколько 
секунд) в кислородосодержащей плазме, не влияющей на ее защитные свойства.

Заключение. Проведено моделирование процессов «сухой» лазерной вакуумной микролито-
графии импульсным лазерным излучением в слоях вакуумного резиста. Выполнено сравнение ре-
зультатов моделирования с экспериментальными данными. Установлено, что этот метод позволяет 
реально оценивать возможность качественного формирования 3D-элементов топологии разраба-
тываемых ИМС, возможные сочетания элементов разных размеров и форм, а также заранее про-
гнозировать оптимальные параметры импульсного лазерного экспонирования в вакууме слоев  
вакуумного резиста при создании масок. Показано, что на этапе подготовки производств новых  
изделий микроэлектроники данный метод позволяет значительно сократить временные и матери-
альные затраты на отработку технологических процессов лазерной вакуумной микролитографии.
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Одной из важнейших технических задач промышленности Республики Беларусь является измерение массового 
и объемного расхода как основы для обеспечения технологического учета в энергосберегающих и ресурсосберегаю-
щих технологиях. Для решения этой задачи разрабатывается множество средств измерений, которые подлежат обя-
зательному метрологическому контролю. В данной статье приводятся анализ основных типов средств измерений 
расхода, которые применяются на промышленных предприятиях Республики Беларусь, современные требования, 
предъявляемые к расходомерам, а также оценка метрологической надежности во времени для некоторых типов рас-
ходомеров. 

Ключевые слова: массовый и объемный расход, метрологическая надежность, метрологические характеристики, 
поправочный коэффициент, средство измерений. 
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One of the major technical problems of industry of the Republic of Belarus is the measurement of mass and volume flow 
rate, as the basis for technological consideration in energy-saving and resource-saving technologies. To solve this task many 
measuring instruments subject to metrological control are developed. This article provides an analysis of the main types of 
means of discharge measurements, which are used at the industrial enterprises of the Republic of Belarus, the modern re-
quirements for flow meters, as well as assessment of the metrological reliability in time for some types of flowmeters.

Keywords: mass and volume flow rate, metrological reliability, metrological characteristics, correction factor, measuring 
instrument.

Введение. В современной промышленности и повседневной жизни вопросы измерения расхода 
различных жидкостей, газов и веществ имеют большое значение. Их роль в настоящее время суще-
ственно возрастает в связи с коммерциализацией учета энергоносителей и необходимостью макси-
мальной экономии энергетических и водных ресурсов страны, которые все больше дорожают. 

Без расходомеров невозможно обеспечить управление и оптимизацию технических и/или техно-
логических режимов в энергетике, металлургии, химической и нефтехимической, газовой, целлю-
лозно-бумажной, пищевой и в других отраслях промышленности. Без этих средств измерений невоз-
можны и автоматизация производства, и достижение его максимальной эффективности [1].

На территории Республики Беларусь номенклатура применяемых средств учета объемного  
и массового расхода в настоящее время значительно расширилась за счет освоения расходомеров  
и счетчиков как отечественного, так и импортного производства. В Государственный реестр средств 
измерений Республики Беларусь внесено 221 наименование средств измерений расхода разных типов 
(включая исключенные из реестра и просроченные средства измерений расхода) [2].

Однако сложности конструкций, алгоритмов работы, монтажа и эксплуатации средств изме-
рений создают возможность некорректной работы, фальсификации показаний и некачественно-
го сервисного обслуживания данных средств измерений. В результате проблема учета газа  
и различных жидкостей переросла из чисто государственной в коммерческо-потребительскую. 
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Часто результаты государственных испытаний на надежность при утверждении типа сред-
ства измерений, проводимых в лабораторных условиях, не дают объективной информации о де-
градации измерительных каналов средств измерений в реальных условиях эксплуатации под 
воздействием внешних факторов. В существующей на данный момент нормативной документации, 
устанавливающей требования к межповерочным интервалам, рассматривается тип средства из-
мерения, а не конкретный экземпляр, при этом характер временных изменений метрологиче-
ских характеристик может быть весьма разнообразным даже у однотипных средств измерений. 
Поэтому для повышения достоверности исследований необходимо учитывать как индивидуаль-
ные особенности средства измерений расхода, так и условия его эксплуатации.

Цель данной статьи – оценка работ по периодической поверке расходомеров на установке 
«Исходный эталон единиц массового и объемного расхода воды № ИЭ РБ 9–05» в период с 2008  
по 2015 г. Проанализированы основные типы средств измерений расхода, которые применяются 
на промышленных предприятиях Республики Беларусь, определены современные требования, 
предъявляемые к расходомерам, а также представлены результаты оценки метрологической на-
дежности для некоторых типов расходомеров в плане дальнейшего повышения точности и уни-
версальности их применения.

Современные требования, предъявляемые к средствам измерений объемного и массово-
го расхода, многочисленны и разнообразны. Одно средство измерений не может удовлетво-
рять всем требованиям, поэтому при выборе того или иного типа средства следует исходить из 
сравнительной важности тех или иных требований, предъявляемых к измерению расхода или 
количества в каждом случае. 

Рассмотрим базовые требования [3], предъявляемые к расходомерам и счетчикам:
1. Т о ч н о с т ь  с р е д с т в а  и з м е р е н и й.  Характеристика качества средства измерений, 

отражающая близость его погрешности к нулю. Это важно, когда необходимо измерять не мгно-
венный расход, а количество (массу или объем) прошедших через расходомер веществ. Если 
раньше погрешность измерения в 1,5–2% считалась приемлемой, то теперь нередко требуется 
иметь погрешность не более 0,05–0,5%.

2. М е т р о л о г и ч е с к а я  н а д е ж н о с т ь.  Подразумевается надежность средств измере-
ний в части сохранения его метрологической исправности. Она оценивается временем, в течение 
которого средство измерений сохраняет работоспособность и все его нормируемые метрологи-
ческие характеристики соответствуют установленным требованиям. Она зависит от типа сред-
ства измерений и от условий его эксплуатации. Некоторые расходомеры и их элементы, не имею-
щие движущихся частей, могут надежно работать продолжительное время. Тахометрические 
расходомеры и счетчики с движущимся ротором имеют много меньший срок службы, завися-
щий от степени чистоты измеряемого вещества и его смазывающей способности. 

3. М а л а я  з а в и с и м о с т ь  т о ч н о с т и  и з м е р е н и я  о т  и з м е н е н и я  п л о т - 
н о с т и  в е щ е с т в а.  Лишь тепловые и силовые расходомеры, измеряющие массовый расход, 
обладают этим ценным свойством. У других типов приборов надо иметь устройства, автомати-
чески вводящие коррекцию на изменение плотности или хотя бы температуры и давления изме-
ряемого вещества. Это особенно необходимо при измерении расхода газа.

4. Б ы с т р о д е й с т в и е  п р и б о р а  и л и  е г о  в ы с о к и е  д и н а м и ч е с к и е  х а - 
р а к т е р и с т и к и.  Это важно, когда расходомер применяют в системах автоматического регу-
лирования и при измерении быстроменяющихся расходов. Быстродействие удобно оценивать 
значением постоянной времени Т прибора, т. е. временем, в течение которого его показания при 
скачкообразном изменении расхода от Q1 до Q2 изменяются приблизительно на две трети от зна-
чения Q2 – Q1. Имеется большая градация быстродействия Т, которая измеряется в пределах со-
тых и тысячных долей секунды у турбинных расходомеров, и величины Т, измеряемая десятка-
ми секунд у тепловых расходомеров. Для улучшения быстродействия последних применяют 
особые (дифференцирующие) измерительные схемы.

5. Ш и р о к и й  д и а п а з о н  и з м е р е н и й  Qmax/Qmin. Область значений величины, в преде-
лах которой нормированы допускаемые пределы погрешности средства измерений.

6. О б е с п е ч е н н о с т ь  м е т р о л о г и ч е с к о й  б а з о й.  В настоящее время в состав 
метрологической базы по обслуживанию средств измерений расхода на территории Республики 
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Беларусь входит 125 проливных установок, которые прошли метрологический контроль в РУП 
«БелГИМ». Они обеспечивают осуществление метрологического контроля расходомеров и счет-
чиков воды, в том числе из состава теплосчетчиков. Только 68 проливных установок реализуют 
измерение массового и объемного расхода методом статического взвешивания, что составляет 
порядка 54% от их общего количества.

7. Ш и р о к и й  д и а п а з о н  п о к а з а н и й. Область значений шкалы, ограниченная на-
чальной и конечной величинами. Для жидкостей требуется измерять расходы в пределах от 10–2 
до 105–106 кг/ч, а для газов – в пределах от 10–4 до 107–108 кг/ч, т. е. расходы, значения которых 
отличаются на десять порядков. Особые трудности возникают при измерении как малых, так  
и больших расходов, здесь нередко приходится применять особые методы измерения, например, 
парциальный (при больших расходах).

8. Э к с т р е м а л ь н ы е  у с л о в и я  э к с п л у а т а ц и и.  Необходимость измерения расхода не 
только в нормальных, но и в экстремальных условиях при очень низких или высоких температурах  
и давлениях. Расход криогенных жидкостей (например, сжиженного водорода) надо измерять при 
низких температурах (до –255 °С), а расход перегретого пара сверхвысокого давления и расход рас-
плавленных металлов теплоносителей – при температурах, достигающих +600 °С. Подобные усло-
вия создают дополнительные трудности для обеспечения надежного измерения расхода. 

9. Ш и р о к а я  н о м е н к л а т у р а  и з м е р я е м ы х  в е щ е с т в.  Вещества могут быть не 
только однофазными и однокомпонентными, но также многофазными и многокомпонентными. 
Основные методы измерений расхода разрабатывались в основном для однофазных сред, т. е. 
для жидкости, газа и пара.

При этом необходимо учитывать как параметры (давление, температура), так и особые свой-
ства (агрессивность, абразивность, токсичность, взрывоопасность и т. д.) веществ внутри каждой 
из этих сред. Особая задача – измерение расхода расплавленных металлов-теплоносителей при 
высоких температурах. Все актуальнее становится процесс измерения двухфазных и иногда 
трехфазных сред. К ним относятся гидросмеси или пульпы, смеси твердой и газообразной фаз, 
смеси жидкости с газом (нефтегазовая смесь) или с паром (влажный пар) и газированная пульпа, 
представляющая собой смесь всех трех фаз [3].

Опыт работы по периодической поверке и калибровке средств измерений расхода. На 
производственных площадях Объединенного института энергетических и ядерных исследова-
ний – Сосны НАН Беларуси в рамках ГНТП «Эталоны Беларуси» в 2003 г. создан «Исходный 
эталон единиц массового и объемного расхода воды № ИЭ РБ 9-05» (далее установка «Эталон»), 
основными задачами которого являются воспроизведение, хранение, передача единицы расхода 
нижестоящим средствам измерений и подтверждение их характеристик требованиям установ-
ленных норм точности. 

На белорусском рынке средств учета объемного и массового расхода представлены средства 
измерений импортного и отечественного производства. Рассматриваемый рынок условно можно 
разделить на семь сегментов по отраслям экономики (материального производства и социально-
культурной ориентации, так называемой сферы услуг):

пищевая промышленность занимает порядка 38% в количественном выражении всего рынка;
топливная промышленность (для РБ в основном это газовая и нефтеперерабатывающая) за-

нимает порядка 25% в количественном выражении всего рынка;
машиностроение и металлообработка 3%;
химическая и нефтехимическая промышленность 4%;
электроэнергетика 2%;
сфера услуг (наука, ЖКХ, торговля и др.) занимает порядка 27% в количественном выраже-

нии всего рынка;
прочие виды деятельности 2%.
На целевом рынке представлены преимущественно средства учета зарубежного производ-

ства с рыночной долей 86% в количественном и стоимостном выражении всего рынка средств 
учета массового и объемного расхода. Лидерами по объемам поставок являются такие извест-
ные компании, как Endress+Hauser���������������������������������������������������������� ���������������������������������������������������������Flowtec�������������������������������������������������� �������������������������������������������������AG����������������������������������������������� (Швейцария), ���������������������������������Krohne��������������������������� (Германия), ��������������Yokogawa������ �����Elec-
tric Corporation (Япония), Emerson Process Management (Германия), SIEMENS AG (Германия)  
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и ABB Automation Systems (Германия) [2], которые уже прочно закрепились на рынке и нашли 
своего потребителя, хотя конкуренция между ними все еще существует.

Средства учета расхода отечественного производства занимают на рынке долю в 14% (коли-
чественная оценка) и характеризуются умеренными темпами роста производства. Основными 
белорусскими производителями на рынке средств учета можно назвать такие компании, как 
СООО «АРВАС», НП ООО «Белсимет», УП «Минсккоммунтеплосеть», РУП «БЕЛТЭИ», СП 
ООО «Термо-К», НП ООО «Гран-Система-С», ООО «ТЭМ-энерго», ООО «ВОГЕЗ ЭНЕРГО», 
ООО «ФАКОМТЕХНОЛОДЖИЗ» и др. [2].

В целом спрос на все средства учета определяется проводимой политикой государства по 
переходу к энергосберегающим и ресурсосберегающим технологиям. В коммунальном хозяй-
стве измеренный расход жидкости лежит в основе расчетов за потребление воды, за водоотведе-
ние и за тепловую энергию, в нефтегазовой промышленности расход жидкости является одним 
из основных технологических параметров, контролирование которых обеспечивает управляе-
мость производственными процессами.

Все эксплуатируемые расходомеры можно четко разделить по принципу действия, причем 
каждый тип расходомеров имеет свои особенности и занимает соответствующую нишу на рын-
ке Республики Беларусь. 

Как видно на рис. 1, белорусский рынок представлен следующими типами расходомеров:
электромагнитные расходомеры 38% (среди них наиболее распространены Promag 10/30/33/50/53H 

(Endress+Hauser) 56%, Sitrans F M Magflo MAG5000/MAG6000 (SIEMENS) 39% от общего коли-
чества электромагнитных расходомеров);

массовые (кориолисовы) расходомеры 34% (Micro Motion (модели датчиков ELIT, R, T, F, H, 
D, CNG) (Emerson Process Management) 49%, Optimass 2000/7000/9000 (KROHNE) 22%, PROMASS 
исполнение F/E (Endress+Hauser) 15% и расходомеры-счетчики массовые Sitrans F C Massflo 
Mass3000/Mass6000 (SIEMENS) 11% от общего количества массовых (кориолисовых) расходомеров);

ротаметры 15%;
вихревые расходомеры 9% (Prowirl 72F/72W/73F/73W (Endress+Hauser) 51%, FS 4000/FV 4000 

(ABB) 28%, YEWFLO серии DY (Yokogawa Electrics) 21% от общего количества вихревых расхо-
домеров);

турбинные расходомеры 2% (компаний «Рошар», Шлюмберже», «Метер-Флоу», «Турбоквант»);
ультразвуковые расходомеры 1% (FLUXUS ADM 6725/ Altometr/ PORTAFLOW 216/АКРОН 01);
расходомеры с другими принципами действия 1% (например, магнитно-индукционные рас-

ходомеры).
Несмотря на то, что рассмотренные средства учета энергоресурсов применяются уже не один 

десяток лет, их поверка и калибровка до настоящего времени вызывают определенные трудно-
сти и являются весомыми статьями затрат в процессе эксплуатации. Поэтому потребитель дол-
жен быть уверен в том, что средства учета расхода метрологически надежны на протяжении не 
только всего межповерочного интервала (МПИ), но и всего срока службы.

Рис. 1. Соотношение средств измерений расхода по используемому принципу измерений
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Оценка метрологической надежности средств учета объемного и массового расхода. Од-
ним из основных показателей качества средств измерений расхода является метрологическая на-
дежность [4] – свойство измерений сохранять во времени метрологические характеристики  
в пределах установленных норм. 

Метрологическая надежность определяется характером и темпом изменения нормируемых 
метрологических характеристик. Чем выше показатели метрологической надежности (вероят-
ность работы без метрологического отказа, метрологический ресурс, интенсивность отказов и т. д.), 
тем реже приходится поверять средства измерений и тем меньший риск использования неис-
правного прибора в течение межповерочного интервала. Сведения о метрологической надежно-
сти средств измерений необходимы потребителю для правильной организации его метрологиче-
ского обслуживания, а также назначения сроков очередной поверки или ремонта [5].

Наиболее точными, надежными, универсальными по совокупности эксплуатационных ха-
рактеристик [6] и распространенными в Республике Беларусь являются электромагнитные рас-
ходомеры. Их показания практически не зависят от изменения физических свойств измеряемой 
среды (плотности, вязкости, электропроводности т. д.) [7] и незначительно зависят от распреде-
ления скорости потока в канале [6]. 

Характер изменения метрологических характеристик на примере электромагнитных расхо-
домеров в межповерочном интервале представлен на рис. 2. 

Проанализированы показания 20 однотипных электромагнитных расходомеров, поступив-
ших на периодическую поверку после эксплуатации (МПИ 4 г.) на одном предприятии в схожих 
условиях окружающей и рабочей среды. 

На рис. 2 изображена прямая усредненных показаний откалиброванного расходомера (1), ко-
торая находится в пределах допускаемой основной относительной погрешности D = ±0,2% (2, 3). 

Анализ показал, что 81% (количественная оценка) расходомеров не удовлетворяет требова-
ниям по метрологической надежности: на практике основная относительная погрешность изме-
рения превышает допускаемую на 0,62, 0,54 и 0,48% на 10, 50 и 90% номинального расхода – 
прямая усредненных показаний расходомера после эксплуатации (4).

Калибровка такого типа расходомеров, как правило, осуществляется при помощи настройки 
нулевой точки (zero) [7] и установки поправочного коэффициента (К-фактор). 

К-фактор – коэффициент, выражающий соотношение между единицей объема пропускаемой 
жидкости (1 л) к объему, пропускаемому расходомером за один оборот: 

	 VR = DVR·KR ,	 (1)

где VR – объем, прошедший через расходомер, DVR – объем жидкости, отмеряемый за один оборот 
измерительного узла расходомера, KR – количество оборотов, приходящееся на 1 л (1 м3 и т. д.) [8].

Рис. 2. Изменение метрологических характеристик электромагнитного расходомера
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Проще говоря, К-фактор – множитель, используемый в расходомерах. 
Все расходомеры после изготовления проходят этап калибровки и получают калибровочный 

сертификат, где указываются диапазон измерений расхода и средний поправочный коэффициент 
(К-фактор) для данного расходомера. Например, К-фактор задается в количестве импульсов, со-
ответствующем конкретному объемному расходу (200 имп/л и т. д.)

Данный коэффициент используют для преобразования импульсного сигнала, пропорцио-
нального расходу, в технические единицы [9].

Основной причиной метрологического отказа у расходомеров является неучет условий экс-
плуатации, которые существенно влияют на измеряемую величину, параметры применяемых 
средств измерений расхода и деградацию измерительных каналов. Среди таких условий необхо-
димо отметить аэрацию жидкости, пульсацию измеряемого расхода в реальных условиях, «за-
растание» стенок трубопровода и др. 

Установлено несанкционированное вмешательство оператора в работу средства измерений  
(в 54% расходомеров был изменен К-фактор), что противоречит требованиям технической и норма-
тивной документации и приводит к искажению результатов. Тем не менее, когда расходомеру задава-
лись настройки предыдущей поверки (паспортные «zero» и К-фактор), основная относительная по-
грешность измерения превышала предел допускаемой основной относительной погрешности. Поэто-
му в настоящее время актуальной для электромагнитных расходомеров остается проблема степени 
накопления нестабильности показаний расходомера на межповерочном интервале. 

В процессе эксплуатации расходомеров важно гарантировать также соблюдение правил уста-
новки, корректную настройку нулевой точки и исключить вмешательство оператора в процесс 
функционирования приборов (изменение без надобности корректировочных и калибровочных 
коэффициентов).

На предприятиях Республики Беларусь, особенно в химической, нефтехимической и нефте-
перерабатывающей промышленности, благодаря своим конструктивным особенностям, ста-
бильности метрологических характеристик и возможности эксплуатации в агрессивных средах, 
без потери точности и стабильности показаний широко применяются массовые (кориолисовы) 
расходомеры, их доля рынка на текущий момент составляет 34%.

Насколько точно и надежно работают такие расходомеры в межповерочном интервале отраже-
но на рис. 3. 

Изменение конфигурации кривых (1, 2, 3) на рис. 3 во времени зависит от состояния поверочной 
среды и метрологических характеристик поверочной установки. С течением времени (МПИ 2 г.) су-
щественных изменений в показаниях рассматриваемого расходомера не наблюдается. Все кривые  

Рис. 3. Оценка метрологической надежности кориолисова массового расходомера во времени



(1, 2, 3) находятся в пределах допускаемой основной относительной погрешности, которая определя-
ется, как D = ±0,1% ±[(2,76/Qmax)100%]. Смещение первой точки на кривых (2, 3) обусловлено лишь 
измерением нулевой точки, которая настраивается оператором при каждой установке расходомера. 

После настройки нулевой точки для сохранения качества измерений монтаж расходомера не 
должен претерпевать никаких изменений. Это означает, что после любых изменений в системе 
(монтаж / демонтаж датчика или изменение фактора калибровки) необходимо проводить повтор-
ную калибровку нулевой точки.

В массовых расходомерах фактор калибровки используется только для случаев, когда расхо-
домер существенно завышает либо занижает показания. Исследования показали, что в 24% слу-
чаев существует необходимость подобных манипуляций, а именно при занижении показаний 
вводить погрешность измерений в процентах с положительным значением, а при завышении –  
погрешность с отрицательной величиной.

Для данного типа расходомеров правильно выбран межповерочный интервал, в пределах ко-
торого расходомер сохраняет свою метрологическую исправность.

При работе с любым массовым расходомером необходимо соблюдать общие принципы монтажа 
и корректно проводить настройку нулевой точки. Если при этом погрешность измерений имеет вы-
сокое значение, то настройка прошла некорректно по следующим причинам: имеет место протечка 
клапанов либо наличие газовых включений, либо имеются некоторые отложения на трубе. 

Заключение. Разнообразие конструкций и типов расходомеров на рынке Республики Бела-
русь обусловлено постоянным совершенствованием методов и средств измерений расхода и ко-
личества вещества, а также стремлением к достижению высокой точности и метрологической 
надежности измерений.

На основании приведенной классификации и оценки метрологических характеристик выяв-
лено, что наиболее перспективными в плане дальнейшей работы по повышению метрологиче-
ской надежности являются электромагнитные и массовые расходомеры. Они наиболее распро-
странены на территории Республики Беларусь (их доля на рынке составляет 38 и 34%) и обладают 
набором важных эксплуатационных характеристик и возможностью эксплуатации и в нормаль-
ных, и в экстремальных условиях.

Анализ результатов поверок в период 2008–2015 гг. показал, что межповерочный интервал 
для электромагнитных расходомеров, назначенный на основании требований действующих нор-
мативных документов, является завышенным. Это приводит к снижению метрологической на-
дежности таких расходомеров во времени и получению недостоверных результатов измерений 
на практике в процессе их эксплуатации на рабочих местах. 
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Установлено влияние вязкости водного раствора хлорида натрия, вводимого в керамзит, на его значения коэф-
фициентов отражения и передачи в диапазоне частот 0,9–17 ГГц. Определены оптимальные величины концентраций 
водного раствора. Предложено использование полученных результатов исследования при разработке конструкций 
экранов электромагнитного излучения для создания экранированных помещений.

Ключевые слова: экран, электромагнитное излучение, керамзит, хлорид натрия, водный раствор, вязкость, раз-
мер фракций, коэффициент отражения, коэффициент передачи.
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EFFECT OF VISCOSITY OF AQUEOUS SODIUM CHLORIDE SOLUTION,  
INTRODUCED INTO PORES OF EXPANDED CLAY, ON ITS RADIOABSORBING PROPERTIES 
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Agency of viscosity of an aqueous solution of chloride of the sodium inducted into expanded clay, on its values of coeffi-
cients of reflexion and transfer over the range frequencies of 0,9–17 GHz is determined. Optimum values of concentrations of 
an aqueous solution are spotted. Use of the gained effects of examination is offered by working out of constructions of shields 
of an electromagnetic radiation for making shielding premises.

Keywords: screen, electromagnetic radiation, expanded clay, sodium chloride, aqueous solution, viscosity, size fractions, 
reflection coefficient, transfer coefficient.

Ведение. Для создания конструкций экранов электромагнитного излучения (ЭМИ) широко 
применяются металлы и их сплавы ввиду их технологичности и коррозионной стойкости. Одна-
ко использование таких материалов ограничивается диапазоном рабочих частот, влиянием на 
экранируемый объект и стоимостью. Наиболее перспективными для формирования конструк-
ций экранов ЭМИ представляются влагосодержащие материалы, характеризующиеся широким 
рабочим диапазоном частот, высокой эффективностью экранирования и невысокой стоимостью. 
Формирование влагосодержащих материалов основано на фиксации водных растворов в капил-
лярах и порах матрицы методом ее пропитки [1].

Применение воды в качестве поглощающей среды в конструкциях экранов обусловлено ее 
значительными диэлектрическими потерями, связанными с механизмом дипольной релаксации 
молекул воды под воздействием внешнего электромагнитного поля. Введение в воду примесей  
в виде солей, спиртов, кислот изменяет ее характеристики (электропроводность, диэлектрическую 
проницаемость, вязкость и т. д.), что позволяет синтезировать на ее основе растворы с определенны-
ми значениями коэффициентов отражения и передачи электромагнитного излучения.

Формирование конструкций экранов ЭМИ на основе влагосодержащих материалов, в поро-
вых пространствах которых содержатся водные растворы, позволяет получать экраны, радиопо-
глощающие свойства которых определяются конструктивным исполнением, влагосодержанием, 
примесями и их концентрациями в водном растворе, структурой и свойствами матрицы. В каче-
стве матрицы для создания конструкций экранов ЭМИ предпочтительно для использования ка-
пиллярно-пористых (волокнистых, тканых и нетканых, порошкообразных и гранулированных) 
материалов с различными растворными наполнителями [2-5].
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Получение необходимых значений коэффициентов отражения и передачи в таких конструк-
циях характеризуется объемным содержанием в порах матрицы растворного наполнителя. По-
казано, что увеличение объемного влагосодержания повышает эффективность экранирования 
таких конструкций [6]. Однако их существенными недостатками являются большой вес, обу-
словленный в основном высоким влагосодержанием растворного наполнителя (до 70%), а также 
необходимость стабилизации влагосодержания на длительный временной промежуток для со-
хранения радиоэкранирующих характеристик. Герметизация таких конструкций экранов ЭМИ 
достигается путем применения полимерных пленок и связующих веществ, позволяющих сни-
зить испарение влаги [7].

Требуемые значения радиопоглощающих характеристик конструкций экранов ЭМИ на осно-
ве влагосодержащих материалов без существенного увеличения их влагосодержания и соответ-
ственно веса таких конструкций возможны при изменении вязкости растворного наполнителя, 
вводимого в поры матрицы, в качестве которой предложено использовать керамзит с размером 
фракций до 4 мм. Перспективность применения такого материала в конструкциях экранов ЭМИ 
обоснована в [8, 9]. 

Цель данной работы – определение влияния вязкости водного раствора хлорида натрия 
(������������������������������������������������������������������������������������������NaCl��������������������������������������������������������������������������������������), вводимого в керамзит, на его значения коэффициентов отражения и передачи ЭМИ в диа-
пазоне частот 0,9–17,0 ГГц.

Обоснование выбора композитного материала. В качестве растворного наполнителя пред-
ложено использовать водный раствор ����������������������������������������������������NaCl������������������������������������������������ с концентрацией растворенного вещества 20%. Вы-
бор хлорида натрия обусловлен его широким распространением и невысокой стоимостью. Его 
водный раствор обладает высокой степенью электролитической диссоциации (около 1), т. е. яв-
ляется «сильным» электролитом. Растворимость хлорида натрия в воде составляет до 36,0 г на 
100 г воды при 20 °С, при этом диэлектрическая проницаемость ( ′e ) раствора равна 23. 

Как показано в [10], 20%-ный водный раствор NaCl в СВЧ-диапазоне обеспечивает максимум 
диэлектрических потерь при незначительной зависимости их от температуры. Диэлектрические 
потери представляют собой результат взаимодействия электромагнитной волны с водным рас-
твором соли и обусловливаются процессами ионной проводимости растворенного вещества 
(хлорида натрия) и дипольного вращения молекул растворителя (молекул воды). 

Ионная проводимость раствора хлорида натрия определяется электрофоретической мигра-
цией ионов Na  и Cl– в растворе при воздействии электромагнитного поля. Потери, связанные  
с движением ионов, зависят от их размера, заряда и удельной электропроводности [11].

С увеличением концентрации ионов Na  и Cl– в водном растворе NaCl повышается величина 
его электропроводности, которая уменьшается со снижением подвижности ионов и расстояния 
между ними. Для данного эффекта характерно увеличение диэлектрической проницаемости во-
дного раствора NaCl ( ′e ) в области средних и больших концентраций, что обусловливает рост 
коэффициента диэлектрических потерь ( ′′e ).

Вращательное движение диполей H2O���������������������������������������������������� возникает вследствие того, что с увеличением интен-
сивности электромагнитного излучения молекулы воды, имеющие постоянный дипольный мо-
мент, приобретают определенную ориентацию, что приводит к ослаблению ЭМИ. Благодаря 
большому значению дипольного момента молекул (6,2 · 10–30 Кл·м), вода может в 80 раз ослабить 
внешнее ЭМИ. При отсутствии воздействия ЭМИ на водные растворы NaCl за время релаксации 
t  в результате теплового движения молекулы возвращаются в беспорядочное состояние с выде-
лением тепловой энергии [12].

Ослабление ЭМИ водными растворами хлорида натрия в значительной степени определяет-
ся подвижностью и концентрацией ионов в растворе, степенью взаимодействия ионов Na  и Cl–  
с молекулами 2H O , временем релаксации диполей воды, частотой электромагнитного излуче-
ния и вязкостью раствора, так как последняя определяет подвижность ионов растворенного ве-
щества и диполей растворителя. 

Методика эксперимента. Для проведения исследования изготовлены конструкции экранов 
ЭМИ, выполненные в виде модулей с плоской формой поверхности, внутренний объем которых 
заполнялся влагосодержащим керамзитом с размерами фракций до 4 мм при толщине слоя 10 мм. 
Линейный размер модулей составлял 470×360 мм.
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Водные растворы, инкорпорированные в поры керамзита, представляли собой 20% -ный рас-
твор хлорида натрия (далее по тексту раствор № 1). Для изменения значений вязкости в водный 
раствор NaCl вводилась натриевая соль карбоксиметилцеллюлозы (Na-карбоксиметилцеллюлоза) 
в виде 1%- и 3%-ного водного раствора (далее по тексту раствор № 2 и № 3). 

Влагосодержание конструкций экранов ЭМИ, пропитанных водными растворами № 1, № 2  
и №  3, оценивали гравиметрическим методом и варьировали в пределах 24–26, 35–37  
и 52–53% соответственно [13]. Относительная погрешность измерений составляла ±2%.

Измерения значений динамической вязкости h  образцов водных растворов проводили на ро-
тационном вискозиметре Реотестат 2.1 с использованием цилиндрических измерительных 
устройств по Сирле (Searle) при скорости сдвига 127r с-γ =  согласно инструкции по эксплуата-
ции. При реологических исследованиях образцов водных растворов хлорида натрия их темпера-
туру поддерживали с помощью термостата СС1 фирмы �����������������������������������   Huber������������������������������    (Германия). Относительная по-
грешность измерений составляла не более 1%.

Для измерения коэффициентов отражения и передачи исследуемых конструкций экранов 
ЭМИ в диапазоне частот 0,9–17,0 ГГц использовался панорамный измеритель коэффициентов 
передачи и отражения SNA 0,01-18, работающий по принципу раздельного выделения и непо-
средственного детектирования уровней падающей и отраженной волн, и антенны П6-23М. Из-
мерения проводили по методике [14].

Результаты и их обсуждение. По результатам измерений определены следующие значения 
вязкости водных растворов хлорида натрия: раствор № 1 – 1,6·10–3 Па·с; раствор № 2 – 3,0·10–3 Па·с; 
раствор № 3 – 5,9·10–3 Па·с. 

В рассмотренном диапазоне частот можно выделить три области, в которых отличие значе-
ний коэффициентов отражения и передачи зависит от величины вязкости вводимого в керамзит 
водного раствора.

Диапазон частот 0,9–3 ГГц. Повышение вязкости водного раствора NaCl от  1,6  ·  10–3 до 
5,9 · 10–3 Па·с, вводимого в поры керамзита по-
зволяет:

увеличить значения коэффициента отраже-
ния исследуемой конструкции экрана ЭМИ, 
выполненной на его основе, от –7,7 до –0,4 дБ  
и от –11,0 до –1,0 дБ при закреплении такой 
конструкции экрана ЭМИ на металлической 
подложке (рис. 1, а, б);

снизить значения коэффициента передачи 
исследуемой конструкции экрана ЭМИ, выпол-
ненной на основе влагосодержащего керамзи-
та, с –5,0 до –25,5 дБ (рис. 2).

Диапазон частот 3–9 ГГц. Повышение вяз-
кости водного раствора NaCl от  1,6  ·  10–3 до 
3,0 · 10–3 Па·с, вводимого в поры керамзита, по-
зволяет повысить значения коэффициента от-
ражения исследуемой конструкции экрана ЭМИ, 
выполненной на его основе, от –12,8 до –3,0 дБ 
и от –12,6 до –3,0 дБ при закреплении такой 
конструкции экрана ЭМИ на металлической 
подложке (рис. 3, а, б). Следует отметить, что 
указанная закономерность, обусловленная по-
вышением вязкости водного раствора NaCl, 
вводимого в керамзит, наблюдается при изме-
нении частоты электромагнитных колебаний 
от 3 до 6,5 ГГц. На частотах свыше 6,5 ГГц рас-
сматриваемого диапазона частот происходит 

Рис. 1. Частотные зависимости коэффициента отраже-
ния (а) и коэффициента отражения с металлом (б) кон-
струкции экрана ЭМИ в диапазоне частот 0,9–3 ГГц, вы-
полненной на основе керамзита, содержащего водные 
растворы хлорида натрия: 1 – раствор № 1; 2 – раствор 

№ 2, 3 – раствор № 3
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снижение  значений коэффициента отражения для 
исследуемой конструкции экрана ЭМИ с –12,8 
до –15,0 дБ и с –13,8 до –15,6 дБ при размеще-
нии такой конструкции экрана ЭМИ на метал-
лической подложке (рис. 3, а, б).

Увеличение вязкости водного раствора NaCl 
от 3,0 · 10–3 до 5,9 · 10–3 Па·с, введенного в ке-
рамзит, приводит к снижению значений коэф-
фициента  отражения  исследуемой конструк-
ции экрана ЭМИ, выполненной на его основе,  
с –3,0 до –19,4 дБ и с –3,0 до –19,8 дБ при закре-
плении такой конструкции экрана ЭМИ на ме-
таллической подложке (рис. 3, а, б).

Установлено, что повышение вязкости во-
дного раствора хлорида натрия от 1,6  · 10–3 до 
5,9 · 10–3 Па·с, вводимого в керамзит, позволяет 
снизить значения коэффициента передачи кон-
струкции экрана ЭМИ, выполненной на его 
основе, в рассматриваемом диапазоне частот  
с –6,2 до –26,7 дБ (рис. 4).

Диапазон частот 9–17 ГГц. Рост вязкости 
водного раствора хлорида натрия от  3,0  · 10–3 
до 5,9  ·  10–3  Па·с, вводимого в керамзит, по
зволяет увеличить значения коэффициента отра
жения исследуемой конструкции экрана ЭМИ, 
выполненной на основе влагосодержащего ке-
рамзита, от –14,6 до –2,6 дБ (рис. 3, а).

Изменение вязкости водного раствора хло
рида натрия в указанных выше пределах не 
оказывает существенного влияния на значения 
коэффициента отражения в диапазоне частот 
9–17 ГГц исследуемой конструкции экрана ЭМИ  
в случае ���������������������������������������ее закрепления на металлической подлож-
ке (рис. 3, б).

Показано, что значения коэффициента пере
дачи исследуемой конструкции экрана ЭМИ 
снижаются с –12,7 до –28,6 дБ (рис. 4) с повы
шением вязкости водного раствора хлорида 
натрия от 1,6 · 10–3 до 5,9 · 10–3 Па·с при частоте 
электромагнитных колебаний 9���������������–��������������11 ГГц. На ча-
стотах свыше 11 ГГц изменение вязкости вод

ного раствора хлорида натрия в указанных выше пределах не оказывает существенного влияния 
на значения коэффициента передачи конструкций экранов ЭМИ.

Можно предположить, что в диапазоне частот 0,9-3,0 ГГц снижение значений коэффициента 
отражения ЭМИ обусловлено в большей степени влиянием ионной проводимости раствора NaCl, 
введенного в керамзит, а на частотах 3,0–17 ГГц - дипольно-релаксационной поляризацией мо-
лекул воды в вязкой среде [15].

Показано, что повышение вязкости 20%-ного водного раствора хлорида натрия в пределах 
3,0-5,9  ·  10-3 Па·с, введенного в поры керамзита, на основе которого выполнены конструкции 
экранов ЭМИ, позволяет обеспечить более высокое ослабление ЭМИ в диапазоне частот  
0,9–17,0 ГГц, что обусловливает перспективность применения в конструкциях экранов ЭМИ 
вязких водных растворов хлорида натрия.

Рис. 2. Частотные зависимости коэффициента передачи 
конструкции экрана ЭМИ в диапазоне частот 0,9–3 ГГц, 
выполненной на основе керамзита, содержащего водные 

растворы хлорида натрия: 1 – 3 см. на рис. 1

Рис. 3. Частотные зависимости коэффициента отраже-
ния (а) и коэффициента отражения с металлом (б) кон-
струкции экрана ЭМИ в диапазоне частот 3–17 ГГц, вы-
полненной на основе керамзита, содержащего водные 

растворы хлорида натрия: 1 – 3 см. на рис. 1



Заключение. В результате исследова-
ний, установлено, что для снижения значе-
ний коэффициента отражения в диапазоне 
частот 0,9–3 ГГц конструкций экранов ЭМИ 
(толщина 10  мм), выполненных на основе 
керамзита с размерами фракции до 4 мм, 
предпочтительно использовать для его 
пропитки водные растворы NaCl, величи-
на динамической вязкости которых не пре-
вышает 1,6·10-3  Па·с,  в  диапазоне частот 
3,0–9,0  ГГц - 5,9·10-3  Па·с, а в диапазоне  
частот 9,0–17 ГГц - 3,0·10-3Па·с. Для сни-
жения значений коэффициента передачи  
в диапазоне частот 0,9-17,0 ГГц конструк-
ций экранов ЭМИ, выполненных на основе 
керамзита, предпочтительно использовать 
для его пропитки водные растворы хлорида натрия, динамическая вязкость которых находится  
в пределах 3,0-5,9 · 10-3 Па·с. Таким образом, практическое использование указанных выше за-
кономерностей позволяет формировать конструкции экранов ЭМИ, характеризующиеся значе-
ниями коэффициентов отражения от –0,4 до –19,4 дБ и передачи от –5,0 до –28,6 дБ в диапазоне 
частот 0,9–17 ГГц, что позволяет рекомендовать их для применения при создании экранирован-
ных помещений.

Список использованной литературы
1. Новые материалы для экранов электромагнитного излучения / Л. М. Лыньков [и др.] // Докл. БГУИР. – 2004. – № 3 (7). –  

С. 152–157.
2. Влияние природы растворных наполнителей на характеристики гибких радиопоглощающих покрытий / В. А. Богуш [и др.] // 

СВЧ-техника и телекоммуникационные технологии: материалы 15-й Междунар. Крымской конф., Севастополь, Украина, 12– 
16 сент. 2005 г. в 2 т. / СевНТУ; редкол.: д-р техн. наук, проф. М. П. Батура [и др.]. – Севастополь, 2005. – Т. 2. – С. 718–719.

3.  Пористые волокнистые материалы с жидкостными наполнителями для экранирования электромагнитного излучения / 
Колбун Н. В. [и др.] // Вестн. ПГУ, Сер. В. «Прикладные науки». – 2004. – № 12. – С. 30–35. 

4.  Казанцева, Н. Е. Перспективные материалы для поглотителей ЭМВ СВЧ-диапазона / Н. Е. Казанцева, Н. Г. Рывкина,  
И. А. Чмутин // Радиотехника и электроника. – 2003. – Т. 48, № 2. – С. 196–209.

5. Гибкие конструкции экранов электромагнитного излучения / Л. М. Лыньков [и др.]; под ред. Л. М. Лынькова. – Минск: БГУИР, 
2000. – 284 с.

6. Пухир, Г. А. Использование органических влагоудерживающих компонентов в качестве основы экранирующих конструк-
ций СВЧ-диапазона / Г. А. Пухир, Насонова Н. В., Пулко Т. А. // СВЧ-техника и телекоммуникационные технологии: материалы 
23-й Междунар. Крымской конф., Севастополь, Украина, 8–13 сент. 2013 г. в 2 т. / СевНТУ; редкол.: д-р техн. наук, проф. М. П. Батура 
[и др.]. – Севастополь, 2013. – Т. 2. С. 718–719.

7. Колбун, Н. В. Технология изготовления экранов электромагнитного излучения на основе влагосодержащих капиллярно-по-
ристых материалов: автореф. дис. … канд. техн. наук: 05.27.06 / Н. В. Колбун; Белорус. гос. ун-т информатики и радиоэлектроники. – 
Минск, 2005. – 24 с.

8.  Саванович, С. Э. Радиоэкранирующие свойства электромагнитных экранов на основе влагосодержащего керамзита /  
С. Э. Саванович, В. Б. Соколов // Докл. БГУИР. – 2014. – № 4 (82). – С. 48–52.

9. Влияние размеров фракций влагосодержащего керамзита на его коэффициенты отражения и передачи электромагнитного 
излучения / С. Э. Саванович [и др.] // Докл. БГУИР. – 2014. – № 8 (86). – С. 36–41.

10.  Анциферов, Е. А. Диэлектрические свойства водных растворов солей щелочных металлов, галогеноводородных кислот  
и щелочей: автореф. дис. ... канд. хим. наук: 02.00.01 / Е. А. Анциферов. – Иркутск, 2006. – 24 с.

11. Пробоподготовка в микроволновых печах. Теория и практика: пер. с англ. / Л. Б. Джесси [и др.]; под ред. Г. М. Кингстона. –  
М.: Мир, 1991. – 336 с.

12. Равич-Щербо, М. И. Физическая и коллоидная химия: учебник для мед. ин-тов / М. И. Равич-Щербо, В. В. Новиков – М.: 
Высшая школа, 1975. – 255 с.

13.  Гравиметрическое исследование временной стабильности жидкостносодержащих поглотителей ЭМИ / Л. М. Лыньков  
[и др.] // Технические средства защиты информации: материалы II Белор.-рос. науч.-техн. конф., Нарочь, 17–21 мая 2004 г. / Бело-
рус. гос. ун-т информатики и радиоэлектроники; редкол.: д-р техн. наук, проф. В. Ф. Голиков [и др.]. – Минск, 2004. – С. 42–44.

14.  Радиоэкранирующие модульные конструкции на основе порошкообразных материалов / М. Р. Неамах [и др.]; под ред.  
Л. М. Лынькова. – Минск: Бестпринт, 2013. – 184 с.

15. Богородицкий, Н. П. Электротехнические материалы: учебник для вузов / Н. П. Богородицкий, В. В. Пасынков, Б. М. Таре-
ев – Изд. 7-е. – Л.: Энергоатомиздат, 1985. – 304 с.

Поступила в редакцию 09.07.2015

Рис. 4. Частотные зависимости коэффициента передачи кон-
струкции экрана ЭМИ в диапазоне частот 3–17 ГГц, выпол-
ненной на основе керамзита, содержащего водные растворы 

хлорида натрия: 1 – 3 см. на рис. 1
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УДК 621.396.96

А. С. ХРАМЕНКОВ, С. Н. ЯРМОЛИК, М. В. СВИНАРСКИЙ1

СИНТЕЗ УСТРОЙСТВА РАДИОЛОКАЦИОННОГО РАСПОЗНАВАНИЯ ОБЪЕКТОВ  
С ВОЗМОЖНОСТЬЮ ОСТАНОВКИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ ПРОЦЕДУРЫ

Военная академия Республики Беларусь, Минск, Беларусь, e-mail: xras.tech@mail.ru

Для повышения достоверности классификации радиолокационных объектов предлагается использовать после-
довательный байесовский алгоритм распознавания, обеспечивающий минимизацию риска принимаемых решений  
о классе объекта и о продолжении дальнейшего наблюдения. С целью обеспечения возможности последовательного 
уточнения информации при реализации последовательного алгоритма предложено использование апостериорной 
вероятности решающей статистики предыдущего шага классификации в качестве априорной информации для сле-
дующего шага.

Ключевые слова: последовательный байесовский алгоритм распознавания, минимум среднего риска, последова-
тельное уточнение априорной информации.

A. S. KHRAMIANKOU, S. N. YARMOLIK, M. V. SVINARSKI

SYNTHESIS OF A RADAR RECOGNITION DEVICE WITH POSSIBILITY  
TO STOP THE SEQUENTIAL PROCEDURE

Military academy of the Republic of Belarus, Minsk, Belarus, e-mail: xras tech@mail.ru

For increase of reliability of radar objects classification it is offered to use sequential Bayesian recognition algorithm, 
providing minimisation risk of accepted decisions on an object class and further supervision continuation. For sequential 
specification of data it is proposed to use a posteriori probability of solving statistics of the previous step of classification as  
a priori information for the following step.

Keywords: �������������������������������������������������������������������������������������������������������������sequential Bayesian algorithm of recognition�����������������������������������������������������������������, ���������������������������������������������������������������minimum average risk�������������������������������������������, �����������������������������������������sequential specification of the prior in-
formation.

Введение и постановка задачи. Задача радиолокационного распознавания заключается в уста
новлении факта принадлежности наблюдаемого объекта к определенному классу [1–3]. Процесс 
распознавания радиолокационных объектов осуществляется в условиях сложной помеховой об-
становки: наличие активных, пассивных и имитирующих помех, преднамеренное использова-
ние ложных целей [1, 3, 4]. Принятие решения о классе наблюдаемого объекта носит статистиче-
ский характер и решается соответствующими методами [1–6].

Общее решение задачи радиолокационного распознавания класса объекта при использова-
нии байесовского критерия оптимальности известно [1–3]. На практике наибольшее распростра-
нение получил алгоритм максимального правдоподобия [1]. Решающее правило устройства рас-
познавания M классов объектов предполагает формирование M отношений правдоподобия 

( )lAΛ ξ  , 1,l M= , и сравнение их между собой:

если ( ) ( )k lA AΛ ≥ Λξ ξ  , 1,l M= , l ≠ k, то принимается решение в пользу k-го класса,

где	
0

( )
( )

( )
k

k
p A

A
p A

Λ =
ξ

ξ
ξ

  
0

( )
( )

( )
l

l
p A

A
p A

 
Λ =  
 

ξ
ξ

ξ
  – отношение правдоподобия, сформированное 

при условии наблюдения объекта k (l)-го класса; ( )kp Aξ    ( ( )lp Aξ  ) – многомерная плотность 
вероятности (функция правдоподобия) дискретных отсчетов аддитивной смеси сигнала и фона 
при условии наблюдения объекта k (l)-го класса; 0( )p Aξ   – многомерная плотность вероятности 
дискретных отсчетов радиолокационного фона.
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121

Следует отметить, что, несмотря на значительные успехи и достижения в теоретической  
и экспериментальной областях [1–5], на пути практической реализации разработанных методов 
и способов распознавания в современных и перспективных радиолокаторах встречаются значи-
тельные трудности. Основной причиной этого является сравнительно низкая достоверность ре-
шений, принимаемых при наличии интенсивного и сложного радиолокационного фона особенно 
в условиях ограниченного времени наблюдения объектов. Кроме того, в настоящее время отсут-
ствует оптимальная процедура выбора наиболее информативных признаков классификации, что 
заставляет разработчиков переходить к квазиоптимальным алгоритмам, используя различные 
комбинации отличительных признаков. Важным вопросом при решении задачи классификации 
объектов является также преодоление априорной неопределенности о параметрах обрабатывае-
мых сигналов [6]. 

Для повышения достоверности принимаемых решений при классификации определенный 
интерес представляет увеличение времени наблюдения радиолокационного объекта [1]. Однако 
непосредственное увеличение времени контакта с целью не всегда возможно. Вместе с этим  
в ряде практически важных случаев радиолокатор имеет возможность последовательного много-
кратного обращения к цели [7]. Использование последовательных процедур при решении задач 
распознавания объектов позволяет осуществлять адаптацию решающего правила к условиям на-
блюдения [6] и открывает возможности изменения границ признакового пространства путем ис-
ключения из рассмотрения наименее вероятных классов [8].

В связи с тем, что существует определенная связь между количеством извлекаемой информа-
ции о наблюдаемом объекте и длительностью интервала наблюдения в последовательных про-
цедурах, неизбежно возникает задача оптимизации длительности процедуры обработки [6]. При 
этом важно обеспечить рациональное соотношение между требуемым качеством распознавания 
и продолжительностью процедуры принятия решения.

Следует отметить, что в технической литературе детально рассматривают последовательные 
правила применительно к двум гипотезам [6, 8]. Последовательные методы решения многоаль-
тернативных задач часто рассматриваются в обобщенном виде [6], а приведенные результаты 
носят эмпирический характер [8]. Определенный интерес представляет задача синтеза байесов-
ского многошагового алгоритма последовательной классификации радиолокационных объектов, 
обеспечивающего минимизацию риска принимаемых решений о классе объекта и о продолже-
нии дальнейшего наблюдения.

Синтез решающего правила последовательной классификации объектов. Задача после-
довательного радиолокационного распознавания объекта k-го класса kA  ( 1,k M= ) на каждом 
шаге наблюдения сводится к принятию решения о принадлежности наблюдаемой цели к одному 
из l классов ∗

lA  ( Ml ,1= ) или к вынесению решения о продолжении наблюдения ∗
+1MA . Очевид-

но, что событиям kl =  соответствуют правильные решения, а событиям kl ≠ – ошибочные ре-
шения. Оптимальным в смысле байесовского последовательного критерия распознавания будет 
правило, обеспечивающее минимизацию среднего значения потерь (риска), связанных с после-
довательной процедурой, при принятии решения о классе наблюдаемого объекта или о продол-
жении наблюдения. При этом процесс минимизации значения среднего риска последовательной 
процедуры сводится к минимизации среднего риска на каждом шаге наблюдений [6].

Средний риск принятия решения на n-м шаге наблюдения можно представить в виде суммы 
среднего риска за принятые решения в пользу определенного класса и среднего риска за реше-
ние о продолжении наблюдения:

	
1, 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

M M Mn n
n n i ki n k i n i M i n M i

k i i
R P A C P A A P A C P A A∗ ∗

+ +
= = =

= +∑ ∑ ∑ ,	  (1)

где )( in AP  – априорная вероятность наличия объекта i-го класса на n-м шаге; n
kiC   – цена за при-

нятое решение в пользу k-го класса при наличии объекта i-го класса на n-м шаге; )( ikn AAP ∗  – ус-
ловная вероятность принятия решения в пользу k-го класса при наличии объекта i-го класса на 
n-м шаге; 1,

n
M iC +  – цена за принятое решение о продолжении наблюдения ((M + 1)-я гипотеза) 

при наличии объекта i-го класса на n-м шаге; )( 1 iMn AAP ∗
+  – условная вероятность принятия ре-
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шения о продолжении наблюдения ((M + 1)-я гипотеза) при наличии объекта i-го класса на 
n-м шаге.

Последовательное байесовское распознавание предполагает на каждом шаге наблюдения 
разбиение области принятия решения )()()()( 121 nnnn M +Γ∪∪Γ∪Γ=Γ   таким образом, чтобы 
обеспечить минимум среднего риска (1). При этом условные вероятности принимаемых реше-
ний находятся путем интегрирования распределения решающей статистики по требуемой обла-
сти  )(nkΓ :

	 ( )
( ) ( )

k
n k i n i n

n
P A A p A d∗

Γ
= ∫ ξ ξ  ,	  (2)

где nξ   – наблюдаемый вектор принятого сигнала на n-м шаге, представляющий собой аддитив-
ную смесь сигнальной составляющей радиолокационного портрета объекта и фона; ( )n ip Aξ   – 
многомерная плотность вероятности (функция правдоподобия) дискретных отсчетов смеси сиг-
нала, отраженного от объекта i-го класса и фона на n-м шаге.

При расчете среднего риска за принятые решения в пользу определенного класса отдельно 
выделим слагаемое, определяющее средний риск за правильно принятые решения ( ki = ):
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(3)

Поскольку области принятия решений на каждом шаге процедуры являются непересекаю-
щимися, каждую из них можно представить в следующем виде:

	
)()()(

1

,1
nnn i

M

kiik Γ∪-Γ=Γ
+

≠=
, 1,1 += Mk .	  (4)

Подставим значения областей принятия решений (4) в выражение для риска за правильно 
принятые решения ( ki = ) (3): 
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После группировки слагаемых и с учетом того, что 
( )

( ) 1n i n
n

p A d
Γ

=∫ ξ ξ  , выражение для сред-
него риска (3) примет вид (5)
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 (5)

Первое слагаемое в выражении (5) является постоянной величиной, поэтому решению о при-
надлежности наблюдаемого объекта к определенному классу или о продолжении процедуры на 
n-м шаге соответствует гипотеза, характеризующаяся минимальным значением подынтеграль-
ного выражения:
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1,
( ) ( )( ) ( )

Mk n n
n n n i ki ii n i

i i k
R P A C C p A

= ≠
= -∑ξ ξ  ,

 
Mk ,,1=  ,
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1,
1

( ) ( )( ) ( )
MM n n

n n n i M i ii n i
i

R P A C C p A+
+

=
= -∑ξ ξ  ,

 

(6)
где ( )k

n nR ξ   – значение апостериорного риска, характеризующее принадлежность наблюдаемого 
объекта к k-му ( Mk ,1= ) классу на n-м шаге процедуры распознавания; 1( )M

n nR + ξ   – значение 
апостериорного риска, характеризующее продолжение наблюдения на n-м шаге процедуры рас-
познавания.

Очевидно, что если минимальным оказывается одно из M значений ( )k
n nR ξ  , Mk ,1= , то при-

нимается решение о принадлежности цели к k-му классу ∗
kA  и процедура распознавания прекра-

щается. Если же минимальным оказывается 1( )M
n nR + ξ  , то принимается решение о продолжении 

наблюдения ∗
+1MA .

Выражения для апостериорного риска можно представить в несколько иной форме. Разделим 
( )k

n nR ξ   и 
1( )M

n nR + ξ   на плотность вероятности шума 0 0( )p Aξ  :
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= - Λ∑ξ ξ  , Mk ,,1= ,

	

1
1,

1
( ) ( )( ) ( )

MM n n
n n n i M i ii n i

i
J P A C C A+

+
=

= - Λ∑ξ ξ  , 	 (7)

где 
0 0

( )
( )

( )
n i

n i
p A

A
p A

Λ =
ξ

ξ
ξ

  – отношение правдоподобия объекта i-го класса на n-м шаге процедуры 

распознавания.
Таким образом, решающее правило последовательного распознавания радиолокационных 

объектов, обеспечивающего минимизацию среднего риска принимаемых решений, включает  
в себя предварительное решение о наблюдении объекта k-го класса ∗′kA  и окончательное реше-
ние в пользу объекта k-го класса ∗

kA  или о продолжении наблюдения ∗
+1MA . Если ( ) ( )k l

n n n nJ J≤ξ ξ  , 
Ml ,1= , kl ≠ , то принимается предварительное решение о наблюдении объекта k-го класса ∗′kA . 

После принятия предварительного решения ∗′kA  проверяется возможность остановки последова-
тельной процедуры наблюдения. Если 1( ) ( )k M

n n n nJ J +≤ξ ξ  , то принимается окончательное реше-
ние о принадлежности наблюдаемой цели к k-му классу ∗

kA . Если указанное условие не выпол-
няется (риск продолжения наблюдения меньше риска принимаемого решения), то принимается 
решение о продолжении наблюдения ∗

+1MA  и осуществляется переход к (n + 1)-му шагу процеду-
ры распознавания.

Обобщенная структурная схема, реализующая полученное последовательное решающее 
правило, минимизирующее средний риск принимемых решений, представлена на рисунке.

При необходимости контроля процесса классификации существует возможность после каж-
дого контакта с целью совместно с окончательным решением о классе цели либо о продолжении 
наблюдения выдавать предварительное решение только о классе цели по минимальному значе-
нию ( )l

n nJ ξ  , Ml ,1= .
С учетом выражения (7) решающее правило при последовательном распознавании может 

быть представлено с использованием значений отношения правдоподобия:
если
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Λ ≥ - Λ

-
∑ξ ξ  , Ml ,1= , kl ≠ ,

то предварительное решение ∗′kA ;
если											            (8)

	
1,

1,1,

1( ) ( )( ) ( )
( )( )

M n n
n k n i ki M i n in n

i i kn k M k kk
A P A C C A

P A C C +
= ≠+

Λ ≥ - Λ
-

∑ξ ξ  , 

то окончательное решение ∗
kA , иначе – продолжение наблюдения.
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В ряде практических случаев удобнее использовать монотонную функцию (например, лога
рифм) от апостериорного риска ( ) ln[ ( )]k k

n n n nU J=ξ ξ  , 1,1 += Mk .
Рассмотренный подход позволяет обеспечить минимизацию среднего риска принимаемых 

решений о классе объекта и о продолжении дальнейшего наблюдения. 
Таким образом, использование последовательной процедуры с минимизацией среднего риска 

принимаемых решений позволяет повысить эффективность классификации радиолокационных 
объектов по сравнению с одноэтапными процедурами. Ценой за повышение качества распозна-
вания является увеличение времени на принятие решения. При этом длительность процедуры 
определяется имеющимися условиями наблюдения объектов.

Реализация байесовского алгоритма, минимизирующего средний риск принимаемых реше-
ний, предполагает использование полного комплекта априорных данных [2]. Полученное байе-
совское решающее правило (8) в процессе формирования решающей статистики на каждом шаге 
классификации предполагает использование следующих величин:

априорные вероятности появления объектов различных классов ( )( ln AP , Ml ,1= );
цены за принятые решения на каждом этапе процедуры распознавания ( n

klC , n
lMС 1+ , Mlk ,1, = ).

Проведенные исследования позволяют сформулировать некоторые рекомендации по выбору 
требуемых значений априорных данных.

Рекомендации по нахождению априорных вероятностей появления объектов различ-
ных классов. Исходя из максимальной априорной неопределенности, на первом шаге процеду-
ры априорные вероятности появления распознаваемых объектов принято считать одинаковыми 

MAP ln 1)(1 == , Ml ,1=  [1–3].
При учете взаимосвязи последовательно наблюдаемых процессов и возможности последова-

тельного уточнения информации в качестве априорных вероятностей для последующих шагов 
целесообразно использовать апостериорные вероятности предыдущего шага классификации. 
Очевидно, что выражение для априорной вероятности l-го класса на (n + 1)-м шаге можно пред-
ставить следующей рекуррентной формулой:
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где ( )n l nP A ξ   – апостериорная вероятность принадлежности цели к l-му классу на n-м шаге; 
)( ln AP  – априорная вероятность принадлежности цели к l-му классу на n-м шаге; ( )n lp Aξ   – ус-

Структурная схема устройства распознавания объектов с возможностью остановки последовательной процедуры
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ловная плотность вероятности (функция правдоподобия) принятой реализации сигнала на входе 
l-го канала обработки на n-м шаге.

Если числитель и знаменатель выражения (9) разделить на плотность вероятности шума 
0 0( )p Aξ  , то априорную вероятность l-го класса на (n + 1)-м шаге можно представить через от-

ношение правдоподобия:
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Рассмотренный подход позволяет при формировании решения на текущем шаге процедуры 
классификации учитывать информацию о распределении статистики с предыдущих этапов на-
блюдения. Последовательное уточнение априорной информации в ряде случаев позволяет сокра-
тить длительность процедуры принятия решения и повысить качество принимаемых решений.

Рекомендации по выбору цен за принятые решения на каждом этапе процедуры распоз-
навания. Значения цен за принятые решения при последовательном распознавании определяют-
ся физической природой наблюдаемых процессов. Использование последовательных процедур 
позволяет улучшить достоверность классификации за счет увеличения времени наблюдения 
объекта. На первых этапах классификации в связи с небольшим количеством сведений о наблю-
даемом объекте принятие ошибочных решений наиболее вероятно, однако нежелательно. Ком-
промиссом является возможность продолжения наблюдения. Исходя из этого, цены за ошибоч-
ные решения целесообразно выбирать больше стоимостей продолжения наблюдения, а послед-
ние больше цен за правильные решения 1,

n n n
kl M l llС С С+> > , Mlk ,1, = , lk ≠  [6].

Следует отметить, что определенным выбором на каждом шаге соотношения между ценами 
за ошибочные решения и за продолжение наблюдения можно добиться усечения последовательной 
процедуры классификации. Если все цены одинаково зависят от номера шага процедуры �������распоз-
навания n, отличаясь лишь величиной коэффициента пропорциональности, то их можно пред-
ставить в виде произведения ( )n

kl klС С f n= , 1, 1, ( )n
M l M lС С f n+ += . Данное представление позволя-

ет упростить расчет значений решающей статистики (7), исключив зависимость значений цен от 
номера шага процедуры распознавания. При этом длительность последовательной процедуры 
распознавания будет случайной величиной.

Для дальнейшего упрощения оптимизации алгоритма распознавания по аналогии с критери-
ем идеального наблюдателя стоимость правильных решений может быть принята равной нулю 

0
ll
nС = , Ml ,1= , а цены ошибочных решений – равными единице 1n

klС = , Ml ,1= . Стоимость 
продолжения наблюдения может быть выбрана 1, 0,5n

M lС + = , Ml ,1= .
Другим способом упрощения алгоритма распознавания является замена штрафов за непра-

вильные решения «премиями» за правильные решения, т. е. 0n n
kk llС С≠ ≠  и 0n

klС = , Mlk ,1, = . 
Учет неравнозначности различных правильных решений в этом случае сохраняется.

Таким образом, исходя из технических возможностей и требований, предъявляемых к устрой-
ству распознавания, с помощью вариации цен за принятые решения можно получить различные 
варианты квазиоптимальных алгоритмов последовательной классификации.

Заключение. Повышение достоверности решений о классе радиолокационных объектов, 
принимаемых при наличии интенсивного и сложного радиолокационного фона в условиях огра-
ниченного времени наблюдения, в ряде случаев может достигаться путем перехода к использо-
ванию последовательных процедур обработки. При этом обеспечение большей информативности 
процедур классификации наблюдаемых объектов неизбежно приводит к увеличению длитель-
ности процесса принятия решений. Использование предложенного алгоритма последовательной 
классификации радиолокационных объектов, обеспечивающего минимизацию риска принимае-
мых решений о классе объекта и о продолжении дальнейшего наблюдения, позволяет обеспе-
чить рациональное соотношение между требуемым качеством распознавания и продолжитель-
ностью процедуры принятия решения. При этом использование апостериорной вероятности ре-
шающей статистики предыдущего шага классификации в качестве априорной информации для 
следующего шага обеспечивает возможность последовательного уточнения информации.
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