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ПОЛУЧЕНИЕ ВЫСОКОПРОЧНЫХ ДЕФОРМИРУЕМЫХ АЛЮМИНИЕВЫХ СПЛАВОВ 
ТИПА АМг10

Аннотация. Традиционные марки алюминиевых сплавов не всегда могут обеспечить выполнение требований 
современной ракетно-космической и авиационной техники. Литейные сплавы системы Al–Si из-за структурных осо-
бенностей – грубых хрупких включений кремния и интерметаллических фаз, имеют невысокий уровень прочност-
ных свойств и низкую пластичность, не позволяющую проводить их обработку давлением. Предложена техноло-
гия создания высокопрочных алюминиевых сплавов, заключающаяся в получении кольцевых заготовок методом 
направленной кристаллизации расплава при наложении нестационарных силовых полей центробежных сил и одно-
временном введении модификаторов. Полученные заготовки имеют микроструктуру и пластичность, позволяющую 
подвергать их раскатке, и форму трубных заготовок, механическая прочность которых соизмерима с конструкци-
онной сталью. Технология включает в себя гидротермальный синтез наноструктурированных частиц оксида алю-
миния, которые перед введением в расплав алюминиевого сплава перегреваются выше температуры расплава, что 
повышает полноту протекания процессов интеркристаллического упрочнения при минимальных колебаниях по 
объему упрочненного материала внутренних напряжений. Материалы имеют предел прочности до 380 МПа (до мо-
дификации нанодисперсным оксидом алюминия – 210 МПа). В микроструктуре наблюдается изменение игольчатой 
дендритной составляющей, которая становится более дисперсной и равноосной, что и приводит к повышению меха-
нической прочности в 1,25–1,32 раза.

Ключевые слова: алюминий, сплав АМг10, расплав, легирование, термообработка, микроструктура
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PRODUCING HIGH-STRENGTH DEFORMABLE ALUMINUM ALLOYS OF TYPE AMg10

Abstract. Traditional grades of aluminum alloys do not always meet the requirements of modern aerospace engineer-
ing. Al–Si foundry alloys possess insufficient mechanical strength characteristics and low plasticity due to their structural 
features (coarse brittle silicon inclusions and intermetallic phases). Therefore they cannot be exposed to pressure treatment. 
A technique for producing high-strength aluminum alloys, which consists in obtaining ring blanks by means of direct crys-
tallization of melts with application of non-stationary centrifugal force fields and simultaneous introduction of modifiers, is 
proposed. The microstructure and plasticity of resulting tube-shaped blanks allow them to be exposed to sheeting for subse-
quent production of pipe workpieces with mechanical strength commensurate with mechanical strength of structural steel. 
The technique involves hydrothermal synthesis of nanostructured particles of aluminum oxide, which are overheated above 
the melt temperature prior to introduction into the molten aluminum alloy. This procedure enhances the processes of inter-
crystalline hardening with minimal fluctuations of internal stresses within the hardened material. The materials have tensile 
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strength of up to 380 MPa (before modification by nanodispersed aluminum oxide it was 210 MPa). The microstructure has 
showed changes in the acicular dendrite component, which tends to become more dispersed and equiaxial. Eventually this 
leads to an increase in the mechanical strength by a factor of 1.25–1.32.

Keywords: aluminum, AMg10 alloy, melt, alloying, heat treatment, microstructure
For citation. Vityaz P. А., Ilyushenko A. Ph., Sobol S. Ph., Savich V. V., Churik M. N. Producing high-strength deform-

able aluminum alloys of type AMg10. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. Seryya fizika-technichnych navuk = 
Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2017, no. 4, pp. 7–16 (in Russian).

Введение. Одним из важнейших направлений развития ракетно-космической техники явля-
ется разработка технологий получения алюминиевых сплавов с повышенным уровнем механи-
ческих и эксплуатационных свойств. Анализ известных основных технологий в промышленно 
развитых странах мира показывает, что методы легирования и модифицирования, используемые 
для повышения свойств алюминиевых сплавов, во многом исчерпали себя и уже не дают того 
повышения механических и эксплуатационных свойств, которые обеспечили бы новый уровень 
качества изделий из них. В связи с этим поиск новых инновационных технологических методов 
для повышения как механических, так и эксплуатационных свойств алюминиевых сплавов яв-
ляется актуальной научно-технической задачей, от которой зависит дальнейшая модернизация 
и совершенствование производства широкой номенклатуры изделий.

Потенциальные возможности группы сплавов Al–Mg не раскрыты в полной мере, что, несмо-
тря на их высокую востребованность в производстве, ограничивает их использование. Одна из 
основных причин популярности этих сплавов в аэрокосмической отрасли – их высокая удельная 
прочность, численно выражаемая отношением прочности к удельному весу сплава. Это связано 
с тем, что существующие многокомпонентные сплавы, а также технологии их производства не 
обеспечивают стабильности повышенных характеристик прочности и, особенно, пластичности, 
с увеличением содержания магния в сплаве выше 5–6 %. Поэтому сплавы с повышенным со-
держанием магния используются в основном для изготовления литых заготовок деталей, в то 
время как сфера потребления листового проката в ракетно-космической технике может быть су-
щественно расширена при использовании сплавов с повышенным комплексом свойств. Известно 
применение алюминиево-магниевых сплавов и в ракетостроении. Корпуса первой и второй сту-
пеней баллистических ракет серии РС с жидкостным ракетным двигателем состоят из боковых 
оболочек, изготовленных из сплава Al–Mg (6 %), так как отливки из сплава с бóльшим содержа-
нием Mg (например, 10 %) невозможно прокатать и гнуть из-за крупного зерна. Прочность спла-
вов на основе системы Al–Mg с увеличением концентрации магния до 13 % возрастает, при этом 
основной упрочняющей фазой является химическое соединение Al3Mg2.

Современное состояние проблемы. Прочность сплавов на основе системы Al–Mg (АМг10, 
АМг10ч, АМг5К, АМг11, АМг6л, АМг6лч, АМг5Мц) с увеличением концентрации магния до 
13 % возрастает, но пластичность начинает снижаться при его содержании более 11 %. Основной 
упрочняющей фазой является химическое соединение β (Al3Mg2). Сплавы с содержанием Mg, %: 
4,5–7 – сплавы средней прочности, применяемые без термической обработки (АМг5к, АМг6л); 
9,5–13 – сплавы повышенной прочности, применяемые в закаленном состоянии (АМг10, АМг11). 
Для улучшения технологических свойств в большинство сплавов вводят до 0,15–0,20 % титана 
и циркония. Образующиеся на их основе интерметаллиды TiAl3 и ZrAl3 более тугоплавкие, чем 
основа сплава, и являются модификаторами первого рода. При их использовании механические 
свойства сплавов повышаются на 20–30 %. Сплавы системы Al–Mg обладают повышенной склон-
ностью к взаимодействию с газами и к образованию газовой и газоусадочной пористости, а при 
взаимодействии с азотом и парами воды образуются неметаллические включения и оксидные пле-
ны. Плавку сплавов следует проводить под слоем флюса, а если в их состав входит Be – без флюса.

Сплавы АМг10 применяют только в закаленном состоянии. Особенностью сплавов АМг10, 
АМг10ч является повышенная чувствительность к естественному старению. Поэтому литые 
детали из них можно применять для рабочих температур от –60 до +80 °С. Детали из сплавов 
АМг10 используют в судостроении (в условиях высокой влажности), в летательных аппаратах, 
где важно значение удельной прочности.
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Сплавы АМг6л, АМг6лч и АМг5Мц, не содержащие Si, применяют без термической обра-
ботки. Механические свойства этих сплавов невысоки, пластичность низкая. Их рекомендует-
ся использовать для литья в кокиль и песчаные формы средненагруженных деталей, работаю-
щих в коррозионных средах. Сплавы АМг6л и АМг6лч применяются в литом состоянии без 
термической обработки и в закаленном состоянии. Сплавы АМг6л и АМг6лч в литом состоянии 
предназначены для изготовления деталей, несущих средние статические и небольшие ударные 
нагрузки, а в термически обработанном состоянии сплав АМг6лч используют для изготовления 
деталей, работающих при средних статических и ударных нагрузках. Сплав АМг5Мц приме-
няют в литом состоянии для изготовления арматуры трубопроводов пресной воды, масляных 
и топливных систем, а также для деталей судовых механизмов и оборудования.

Сплавы АМг5Ки АМг11, содержащие 0,8–1,3 % Si, имеют более высокие литейные свой-
ства, так как кремний увеличивает количество эвтектики, в результате чего повышается жид-
котекучесть и плотность отливок, снижается их склонность к образованию горячих трещин. 
Рекомендуется применять эти сплавы для литья в кокиль, песчаные формы и, особенно, под дав-
лением. Из сплава АМг5К изготовляют детали морских судов, а также детали, работающие при 
температуре 180–200 °С (например, головки двигателей воздушного охлаждения).

Для модифицирования микроструктуры авторами работы [1] предложено дополнительно ле-
гировать алюминиевый сплав с высоким (10 мас.%) содержанием магния элементами Sc, Zr и Ti 
в количествах 0,05–0,20 мас.%, что обеспечивает измельчение зерна в отливке, однако приводит 
к удорожанию процесса и сложности при введении легирующих компонентов.

Авторами [2] рекомендовано два листа с очищенной и обезжиренной поверхностью склады-
вать пакетом, который после предварительного нагрева (до температур ниже температур рекри-
сталлизации) прокатывается с разовым обжатием не менее 50 % для обеспечения соединения 
(сваривания) отдельных слоев. Затем полученная полоса, состоящая из двух сваренных слоев, 
режется на две части, соединяемые стороны которых очищают, складывают в пакет, нагревают 
и снова прокатывают. Процесс повторяют вплоть до достижения заданного числа циклов про-
катки. При прокатке алюминиевого сплава АМг10 по этому методу, названному авторами ARB, 
формируется сильно фрагментированная ультрамелкозернистая структура с размером блоков 
около 200–500 нм. При этом для обеспечения достигнутого результата необходимо, чтобы ве-
личина накопленной интенсивности деформаций составляла порядка 9–10. При всей привлека-
тельности полученных в [2] результатов вызывает сомнение пригодность ARB-технологии для 
промышленного производства ввиду ее крайне большой трудоемкости.

Автор работы [3] исследовала процессы термообработки сплава АМг10 и показала, что ста-
рение этого сплава при температуре Тст = 180 °С, времени выдержки τ = 4,0 ч и предварительной 
деформации со степенью ε = 21,0 % приводит к снижению уровня остаточных напряжений I рода 
в 4 раза, росту напряжений II и III рода – в среднем в 2,5–3 раза, что способствует повышению 
штампуемости в 2,4 раза по сравнению со штампуемостью без ТО и предварительной деформа-
ционной обработки.

В работе [4] показано, что после взрывного деформирования наблюдается изменение формы 
зерен, с увеличением степени деформации зерна вытягиваются, изменяется их ориентировка, 
что приводит к образованию текстуры. Ввиду вытягивания зерна площадь его сечения в плоско-
сти, перпендикулярной к направлению вытяжки, уменьшается.

Установлено влияние лигатуры АlС0,9Ті0,8 на размер зерна, механические и технологиче-
ские свойства сплавов АМг10 [5]. Показано, что микролегирование комплексом углерода и ти-
тана в оптимальных количествах позволяет достигнуть уменьшения размера зерна сплавов на 
16–27 %, повысить относительное удлинение на 30–50 %. Также улучшаются технологические 
свойства сплавов.

Материалы, методика и оборудование исследований. Для исследований был выбран ли-
тейный сплав АМг10 (ГОСТ 1583-93), который, как известно, труднодеформируемый и получе-
ние из него проката в промышленном производстве проблематично, так как при прокате изделие 
разрушается. Химический состав сплава приведен в табл. 1.
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При разработке технологии получения проката из 
алюминиевых сплавов используется компьютерный ме-
тод обработки микроструктур, который позволяет коли-
чественно классифицировать режимы обработки по ми-
кроструктурам.

Для разработки оборудования и анализа процессов, 
протекающих при обработке, создана компьютерная 
система многомерного моделирования динамики изме-
нения жидко-твердого состояния сплава в специальном 
оборудовании. Основу компьютерной системы составля-
ют специальные математические модели, построенные 
на уравнениях Навье – Стокса, неразрывности потока, 
теплопроводности, которые численно решаются для си-

стемы граничных условий, учитывающих пространственные особенности оборудования.
На рис. 1, 2 представлены варианты исследовательского оборудования. В литейных машинах 

достигается изменение технологических параметров, необходимых для реализации обработки, 
и осуществляется управляемая кристаллизация сплава.

На опытном оборудовании разработана технология изготовления проката из сплава АМг10. 
Полученные образцы из проката были изучены в Исследовательском центре Института по-
рошковой металлургии. Образцы АМг10, обработанные при различных режимах, исследованы 
на испытательной машине INSTRON 1195, металлографические исследования проводились с по-
мощью металлографического микроскопа MeF-3, замер твердости осуществлялся на приборе 
ТШ‑2М. Первичные свойства деформируемого сплава АМг10 и образцы изделий из проката так-
же изучались в Исследовательском центре Университета Дуйсбург-Эссен (Германия).

Результаты исследований и их обсуждение. Существует два вида прикладных задач, кото-
рые целесообразно решать с помощью центробежной кристаллизации: перераспределение ком-
понентов вещества и повышение структурного совершенства получаемого композиционного ма-
териала.

Центрифугирование при массовой (объемной) кристаллизации может быть положено 
(и в ограниченных масштабах используется сейчас) в основу многих производств, таких как ра-
финирование расплавов, обогащение, создание защитных покрытий для химически активных 
металлов, выделение эвтектик из многокомпонентных сплавов. Развитие этих приложений для 
многих систем с незначительным различием плотностей кристаллизующейся (отделяемой) и ма-
точной жидкой фаз сдерживается неполным или замедленным развитием ликвации в стационар-
ных условиях.

Т а б л и ц а  1.  
Химический состав сплава АМг10

T a b l e  1.  
Chemical composition of  AMg10 alloy

Химический элемент Содержание, мас.%

Mg 10,6
Si 0,16
Fe 0,20
Be 0,005
Ti 0,1
Al Остальное

Рис. 1. Лабораторная установка для по-
лучения заготовок массой 30 кг

Fig. 1. Laboratory plant for production 
blanks weighing 30 kg

Рис. 2. Опытный образец промышленной уста-
новки для получения заготовок массой 200 кг
Fig. 2. Prototype sample of the industrial plant for 

production blanks weighing 200 kg
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Дополнительно к этому постановка экспериментов с использованием управляемой ликвации, 
когда скорость кристаллизации определяется условиями контролируемого теплоотвода (направ-
ленная кристаллизация, зонная плавка), на центрифугах позволяет изучать эффекты, опреде-
ляемые условиями конвективного перемешивания. В зависимости от технологической задачи 
конвекция, обусловленная градиентом плотности перед фронтом кристаллизации, в условиях 
центрифугирования может быть существенно усилена или ослаблена. К настоящему времени 
перспективность такого использования центробежных полей подтверждена при получении ком-
позитных материалов на основе двойных металлических сплавов.

Представляет значительный интерес проведение сравнительных кристаллизационных экспе-
риментов в различных условиях с целью изучения явлений, зависящих и не зависящих от цен-
тробежных сил, и одновременного получения информации о возможности синтеза сплавов с бо-
лее совершенными структурой и свойствами.

Выявлено, что центрифугирование создает предпосылки для формирования при кристалли-
зации более мелкодисперсной микроструктуры с преобладанием доли равноосных частиц и не 
приводит к перераспределению концентрации компонентов сплава. С увеличением центробеж-
ной перегрузки и скорости охлаждения степень дифференцировки микроструктуры возрастает 
неоднородно: наибольшие изменения фиксируются у частей образцов, находившихся в процес-
се центрифугирования на удаленном от центра вращения конце. Изменение микроструктуры 
в пределах одного образца связано с неоднородностью термических условий кристаллизации 
за счет седиментационных процессов, обусловленных действием центрифугирования. Это было 
подтверждено дополнительным экспериментом по центробежной кристаллизации чистого алю-
миния, в результате которого морфология и размеры кристаллических зерен, сформировавших 
структуру разных частей образца, существенно отличались, а при оптимальных режимах литья 
и частоты вращения – были одинаковыми во всем объеме отливки (рис. 3).

Рис. 3. Структура Al, полученная при центробеж-
ном литье, ç 200; t печи – 800 °C; частота вращения – 
825 об/мин: а – внутренняя сторона кольцевой отливки, 

b – наружная, c – середина
Fig. 3. Al structure, obtained by centrifugal casting, ç 200; 
oven t – 800 °C; rotation frequency – 825 rpm: a– inner side 

of the ring casting, b – external side, c – midpoint
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Использование центробежного литья алюминиевых композиционных материалов позволя-
ет частично снять противоречие между повышением служебных (прочность, твердость, ударная 
вязкость, пластичность, износостойкость) и снижением технологических (обрабатываемость ре-
занием, давлением, жидкотекучесть) свойств при повышении объемной доли наполнителя.

Установлено, что различий в удельном весе армирующих частиц и матричного сплава доста-
точно, чтобы под действием центробежных сил более тяжелые частицы из расплава алюминие-
вого композиционного материала осели на внешнюю поверхность отливки, образовав упрочнен-
ный слой с 30–40 об.% частиц, и внутреннюю часть отливки, полностью свободную от частиц. 
Этот способ позволяет получать литые слоистые изделия, а также изделия с градиентной струк-
турой из легких сплавов с относительно небольшой объемной долей наполнителя (до 13 %) и хо-
рошими литейными свойствами.

В ходе исследований изучались возможности получения композиционных материалов на ос-
нове сплавов алюминия с повышенными эксплуатационными и механическими свойствами пу-
тем использования поля центробежных сил центрифуги при введении в расплав наноразмерных 
упрочняющих добавок.

Выбраны и обоснованы наноструктурированные лигатуры, полученные методами саморас-
пространяющегося высокотемпературного синтеза и позволившие изменить свойства затвердев-
ших заготовок при их литье в поле центробежных сил. В частности использованы алюминиды 
титана Al3Ti.

Изучены особенности влияния центробежных сил на процесс кристаллизации композицион-
ного материала, а также механизм структурообразования композиционных материалов на осно-
ве алюминия, полученных в поле центробежных сил центрифуги при введении наноструктури-
рованных лигатур.

Определена зависимость величины зерна отливок композиционного материала в полях цен-
тробежных сил центрифуги от центробежных ускорений.

Показана целесообразность введения наноструктурированных лигатур разной химической 
природы в композиционные материалы на основе алюминия в количестве 0,05–0,50 мас.% и 0,01–
0,50 мас.%, так как при этом увеличивается прочность в 1,5–2 раза и износостойкость – в 2 раза.

Установлено, что упрочняющие компоненты находятся внутри зерна композиционного ма-
териала, а механические и трибологические свойства полученных в полях центробежных сил 
центрифуги композиционных материалов на основе алюминия повышаются.

Оптимизированы технологические режимы воздействия поля центробежных сил центрифу-
ги на кинетику процесса кристаллизации расплава, в результате чего получены изделия с опти-
мальным сочетанием прочности и пластичности.

Разработаны технологические схемы получения композиционных материалов на основе 
алюминия при введении в исходную шихту наноструктурированых лигатур.

При воздействии центробежного поля меняется характер кристаллизации. Причем принципи-
ально новым и важным моментом является то, что при достаточном числе оборотов изложницы 
энергетическое воздействие центробежного поля возрастает настолько, что благодаря его объемно-
му характеру возникают эффекты, приводящие к началу интенсивного образования твердой фазы 
еще до того, как расплав успеет сколько-нибудь существенно понизить свою среднюю температуру.

Наложение давления в процессе кристаллизации уменьшает энергию межфазного взаимо-
действия (поверхностное натяжение) на границе расплав – кристалл, а следовательно, и размер 
критического зародыша. Кроме того, приложением давления можно добиться появления смачи-
ваемости между различными фазами, если оно отсутствовало в обычных условиях. Приложение 
давления к кристаллизующемуся расплаву приводит к увеличению числа центров кристаллиза-
ции и в результате к измельчению структуры, оказывая тем самым модифицирующее влияние 
на структуру металлов и сплавов.

Для введения модифицирующих частиц было решено применить брикеты, состоящие из ме-
ханической смеси порошков добавки и алюминия, полученной прессованием.

Экспериментальным путем найдено оптимальное центробежное ускорение (g = 500–600), со-
ответствующее минимальному размеру зерна матричной фазы (1,0–1,7 мкм) и наиболее высоким 
свойствам получаемого металла.



	 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-технічных навук. 2017. № 4. C. 7–16	 13

Сплав АМг10 легче сплава АМг6 и имеет 
более высокую прочность, однако из-за низкой 
пластичности сплава АМг10 из него нельзя 
получить прокат. Предложенный метод по-
зволяет получать прокат из литейного сплава 
АМг10, что открывает широкие возможности 
для его использования в автомобилестроении, 
в энергетике (для производства силовых элек-
трических кабелей), а в перспективе – и в авиа-
ционной промышленности.

Применение данного метода позволяет 
сделать недеформируемый сплав АМг10 де-
формируемым (рис. 4). При этом достигается 
существенное увеличение его прочностных 
характеристик в 2,5–2,8 раза (табл. 2, 3).

Т а б л и ц а  2.  Механические свойства сплава АМг10 после центробежной обработки
T a b l e  2.  Mechanical properties of AMg10 alloy after centrifuging processing

Регистрационный  
№ образца № образца σв, МПа σ0,2, МПа δ, % Деформация

542 
(прокатаны  
до 1,0 мм)

1 480,4 421,9 6 90 %

2 492,7 443,5 5

3 488,4 415,5 4

Среднее 487,2 427,0 5

542 
(прокатаны  
до 1,5 мм)

1 424,4 343,2 9 85 %

2 430,3 354,6 10

3 425,1 345,9 11

Среднее 426,6 347,9 10

Т а б л и ц а  3.  Механические свойства литого АМг10
T a b l e  3.  Mechanical properties of AMg10 cast alloy

№ образца № измерений σв, МПа σ0,2, МПа δ, %

524 1 178,6 151,8 1,14

2 178,8 152,0 1,00

3 166,9 141,8 0,60

Среднее 174,8 148,5 0,91

При разработке технологии получения проката из алюминиевых сплавов используется ком-
пьютерный метод обработки микроструктур, который позволяет количественно классифициро-
вать режимы центробежной обработки по микроструктурам. На рис. 5 и 6 представлены фраг-
менты этих микроструктур.

Накопленный опыт показывает, что классический металловедческий качественный анализ 
не позволяет разделять прокатываемые (рис. 5) и непрокатываемые микроструктуры (рис. 6). 
Применение компьютерных методов обработки изображений микроструктур позволяет суще-
ственно повысить производительность научно-исследовательских работ при разработке техно-
логического процесса и выявить новые закономерности типа «режимы центробежной обработ-
ки – микроструктура сплава» при большом количестве микроструктур. Компьютерная обработ-
ка позволяет классифицировать микроструктуры и использовать это для оптимизации режимов 
центробежной обработки сплавов (табл. 4).

Рис. 4. Фотография проката, полученного из сегменти-
рованных заготовок АМг10

Fig. 4. Image of rolled products obtained from segmented 
AMg10 blanks
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Т а б л и ц а  4.  Основные параметры магниевой фазы и совокупный критерий оценки степени 
прокатываемости сплава при компьютерной обработке изображений

T a b l e  4.  The main parameters of the magnesium phase and the overall criterion for estimating the rolling 
ability degree of the alloy under computer image processing

Параметр Непрокатываемые Прокатываемые

Степень разветвленности максимального включения, % 93,8 97,1 97,0 84,7 55,6 74,4 60,0 53,2
Средняя длина скелета включений, нм 855 967 874 1240 347 428 416 367
Количество включений 18 22 29 13 65 53 53 60
Совокупный критерий оценки прокатываемости  
микроструктуры

5,2 4,4 3,3 6,5 0,9 1,4 1,1 0,9

В целях оптимизации режимов центробежной обработки сплавов разработан комплекс про-
грамм для обработки изображений микроструктур алюминиевых сплавов. Разработанные мето-
ды позволяют с высокой степенью точности рассчитать параметры морфологии и дисперсности 
фазовых составляющих микроструктуры по ее изображению.

На рис. 7 представлены результаты изучения прочности на сжатие для образцов из сплава 
АМг10 в Исследовательском центре Университета Дуйсбург-Эссен (а) и в Национальной акаде-
мии наук Беларуси (b).

Согласно полученному заключению из Университета Дуйсбург-Эссен, изготовленный цен-
тробежным методом алюминиевый сплав АМг10 по своим прочностным свойствам (500 МПа) 
сравним с некоторыми марками конструкционной стали. В настоящее время проводятся работы 
по повышению прочности на сжатие для этого сплава на уровне 700 МПа и выше. Планируется 
совершенствование композиций и режимов центробежной обработки с целью создания высо-
копрочных алюминиевых сплавов, близких по своим характеристикам не только к сталям, но 
и к титановым сплавам. Экспертами из германской компании «PPM-Unternehmensberatung 
GmbH» был проведен предварительный технико-экономический анализ мирового рынка потен-
циального потребления полученного указанным методом сплава АМг10, результаты которого 
свидетельствуют о широких возможностях применения данного сплава в энергетике, автомоби-
лестроении, авиастроении и других отраслях.

В целях повышения качества сплавов и для отработки технологии их промышленного про-
изводства завершены конструкторские работы по автоматизированному технологическому ком-
плексу. Его продукцией является заготовка из сплава АМг10 с 90%-м выходом годного для по-
следующего изготовления листового проката, не уступающего по прочности стальному.

В краткосрочной перспективе будут реализованы опытные работы по разработке технологии 
и оборудования для повышения свойств сплавов группы алюминий-магний с повышенным со-
держанием магния (АМг12, АМг14, АМг16), а также других групп алюминиевых сплавов (алю-

Рис. 5. Микроструктура прокатываемого сплава АМг10 
перед прокаткой

Fig. 5. Microstructure of rolled AMg10 alloy before rolling

Рис. 6. Микроструктура традиционного литого сплава 
АМг10

Fig. 6. Microstructure of the traditional AMg10 cast alloy
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миний-магний-цинк и др.) с целью замены тяжелых конструкций из сталей и чугунов на более 
легкие конструкции из алюминиевых сплавов, имеющих высокую удельную прочность. Схема 
автоматизированного технологического комплекса представлена на рис. 8.

Рис. 8. Автоматизированный технологический комплекс
Fig. 8. Automated technological system

Заключение. Проведенные исследования по получению заготовок из алюминиевого сплава 
АМг10 с помощью центробежной обработки показали, что недеформируемый сплав АМг10 мо-
жет быть прокатан.

Полученные материалы имеют предел прочности до 380 МПа (до модификации нанодис-
персным оксидом алюминия – 210 МПа). В микроструктуре наблюдается изменение игольчатой 
дендритной составляющей, которая становится более дисперсной и равноосной, что и приводит 
к повышению механической прочности в 1,25–1,32 раза.

Разработан комплекс технологического оборудования для реализации центробежного мето-
да кристаллизации, который может быть поставлен заинтересованным потребителям.

Рис. 7. Результаты исследований прочностных характеристик сплава АМг10: a – в университете Дуйсбург-Эссен, b – 
в Национальной академии наук Беларуси

Fig. 7. Results of research of the strength characteristics of AMg10 alloy: a – in University of Duisburg-Essen, b – in the 
National Academy of Sciences of Belarus
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РАБОТА ВЫХОДА ЭЛЕКТРОНА И ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЕВ ИОННО-ЛЕГИРОВАННОГО ТВЕРДОГО СПЛАВА ВК6

Аннотация. Установлена взаимосвязь между структурно-фазовыми превращениями, происходящими в поверх-
ностных слоях твердого сплава ВК6 в процессе ионно-лучевого азотирования при различных температурах (670–
870 К), и их физико-химическими свойствами. Исследовано распределение работы выхода электрона по поверхности 
твердосплавных пластин, обработанных концентрированными потоками ионов азота при различных температурах. 
Показано, что массовый износ поверхностных слоев, обработанных ионами азота при различных температурах, пер-
вые 450 м равномерен и проходит с одинаковой интенсивностью. На более поздних стадиях испытаний интенсив-
ность износа заметно отличается, что связано прежде всего с истиранием модифицированного слоя и выходом в по-
верхностные слои неимплантированного материала. Также показано, что обработка твердого сплава ВК6 в диапазо-
не температур 750–790 К приводит к возрастанию его микротвердости и снижению массового износа при трении без 
смазочного материала до 3 раз, что зависит от образования карбонитридов и увеличения их прочности вследствие 
твердорастворного упрочнения. Кроме того, для поверхностного слоя сплава ВК6, обработанного ионами азота при 
750–790 К, характерны высокие значения работы выхода электрона, что связано с повышением электронной кон-
центрации поверхности насыщенного азотом сплава ввиду образования карбонитридов и твердых растворов азота 
с кобальтовой матрицей. Полученные при сканировании данные по распределению работы выхода электрона по по-
верхности образцов позволили предположить, что ионно-лучевое азотирование в данном температурном диапазоне 
также будет способствовать повышению коррозионной стойкости.

Ключевые слова: ионно-лучевое азотирование, твердый сплав, микротвердость, структурно-фазовые превра-
щения, коэффициент трения, работа выхода электрона, износостойкость
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ELECTRON WORK FUNCTION AND PHYSICAL-CHEMICAL PROPERTIES OF SURFACES LAYERS 
OF ION-DOPED HARD ALLOY BК6

Abstract. The correlation between structural-phase transformations and physical-chemical properties of surface layers 
of hard alloy after ion-beam nitriding (temperature range 670–870 K) was established. The distribution of electron work func-
tion on hard-alloy plate surface after ion-beam nitriding was investigated. It is shown, that wear resistance of surface layers 
of hard alloy after ion-beam nitriding under different temperatures is uniform and has the same intensity for the first 450 m. 
At later stages of testing, the intensity of wear resistance is markedly different due to the modified layer abrasion. It is shown, 
that hard alloy ВК6 after ion-beam nitriding in the temperature range 750–790 K has enhanced microhardness, corrosion 
resistance and decreased up to 3 times mass wear during friction without lubricant, which is associated with carbonitrides 
formation and their strength increasing due to solid-solution hardening. The high values of the electron work function are 
characteristic for the surface layer of a hard alloy BК6 after ion-beam nitriding under 750–790 K, which is explained by the 
electron concentration increase. It is suggested, that ion-beam nitriding under this temperature range increases the corro-
sion resistance.

Keywords: ion-beam nitriding, hard alloy, microhardness, structural-phase transformations, coefficient of friction, elec-
tron work function, wear resistance
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Введение. Наноструктурирование поверхностных слоев вольфрамсодержащих твердых 
сплавов с кобальтовой связкой является перспективным методом повышения эксплуатационных 
свойств твердосплавных режущих пластин [1, 2]. Концепция формирования многомасштабной 
структуры при трении учитывает влияние разномасштабных структурных уровней и их соче-
таний на закономерности деформирования и разрушения материалов в условиях высоких ди-
намических нагрузок. При деформации материалов с мультимодальной структурой неизбежно 
вовлечение максимально возможного числа структурных уровней, что приводит к смене доми-
нирующего механизма зарождения и росту магистральной хрупкой трещины. Зарождение, по-
следовательное развитие и продвижение вершины трещины в мезоскопически неповрежденном 
материале сменяется образованием в окрестности вершин микротрещин мезоповреждений с по-
следующим их объединением в магистральные трещины, что обеспечивает существенное уве-
личение времени их образования.

Создание в поверхностном слое металлокерамического сплава мультимодальной структуры 
возможно в результате создания структурно-неравновесного состояния, например при ионно-
лучевой обработке (ИЛО) [3].

Применение методов, основанных на измерении работы выхода электрона (РВЭ), позволя-
ет получить информацию о состоянии и свойствах исследуемых поверхностей, в частности об 
электронном строении, определяющем их многие физические свойства [1, 4–7].

Целью проведенных исследований являлось установление взаимосвязи между структурно-
фазовыми превращениями, величиной и распределением по поверхности РВЭ и физико-хими-
ческими свойствами повехностных слоев твердосплавных пластин, модифицированных ионами 
азота при различных температурах.

Материалы и методика исследований. Исследования проводились на плоских пласти-
нах 15 ç 20 ç 3 мм из твердого сплава ВК6, сведения о химическом составе сплава приведены 
в табл. 1 (ГОСТ 3882-74).

Ионно-лучевое азотирование (ИЛА) осуществлялось в рабочей камере вакуумной установ-
ки УВН-2М, оснащенной ионным источником с замкнутым дрейфом электронов. Для обеспече-
ния равномерности облучения использовалась система механического сканирования образцов. 
Имплантация проводилась при энергии ионов азота 3 кэВ и плотности ионного тока 2 мА/см2. 
Температура образцов в процессе ИЛА составляла 670–870 К и контролировалась с помощью 
хромель-алюмелевой термопары. Образцы подвергались ИЛА в течение 3 ч, флюенс легирова-
ния 1020 ион/см2.

Дюрометрические испытания проводились не менее 5 раз на микротвердомере DM 8 AFFRI 
при нагрузке 200 г. Точность измерений составляла 0,1 HV.

Трибологические испытания в режиме трения без смазочного материала проходили на три-
бометре JLTB-02 по схеме «шарик – диск» при частоте вращения диска 600 об/мин. Нагрузка 
при испытаниях составляла 5 Н, температура окружающей среды – 24,5 °С, относительная влаж-
ность – 40 %. Материал шарика – сталь ШХ15.

Взвешивание образцов проводилось через каждые 400 м пути трения на аналитических ве-
сах АДВ-200 не менее 5 раз.

Рентгеноструктурный анализ осуществлялся с помощью рентгеновского дифрактоме-
тра ДРОН-3М в CoKα излучении. Для расшифровки дифрактограмм использовалась картотека 
Объединенного комитета дифракционных стандартов (JCPDS). По положению дифракционных 

линий определялся период кристаллической решетки 
исследуемых фаз.

Измерение РВЭ проводилось методом Кельвина 
[1, 4–7], суть которого заключается в регистрации из-
менения контактной разности потенциалов (КРП), воз-
никающей между поверхностью исследуемого образца 
и поверхностью вибрирующего зонда (никель) в диапа-
зоне ±5 мВ.

Т а б л и ц а  1.  Химический состав 
твердого сплава ВК6

T a b l e  1.  The chemical composition 
of the hard alloy BК6

Марка сплава
Химический состав, мас.%

Co WC

ВК6 6 94
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Результаты исследований и их обсуждение. В исходном состоянии микротвердость сплава 
ВК6 достигает 13,5 ГПа. В состав необработанного ионами азота твердого сплава входят кар-
бид вольфрама WC (гранецентрированная кубическая (ГЦК) решетка, пространственная группа 
P-6m2, а = 0,29063 нм, с = 0,28375 нм) и кобальтовая связка (ГЦК кристаллическая решетка β-Co, 
пространственная группа Fm-3m, а = 0,35447 нм).

В результате ИЛА при 770 К микротвердость поверхностного слоя исследуемого материала 
возрастает до 20 ГПа, фазовый состав при этом не изменяется по сравнению с исходным состоя-
нием: WC, W2C, W1–2C и β-Со. Вместе с тем данные рентгеноструктурного анализа не исключа-
ют возможности образования в модифицированном слое частиц гексагонального δ-нитрида WN 
(а = 0,2893 нм, с = 0,2826 нм, с/а = 0,9768), так как кристаллические решетки WC и WN изоморф-
ны и близки по параметрам, выявление дифракционного спектра от частиц WN на фоне дифрак-
ционных линий от WC не представляется возможным. Вследствие высокой концентрации азота 
в модифицированном слое, происходит замещение атомов углерода атомами азота в решетке WC 
с образованием W(C, N). При этом замещение углерода азотом вследствие существенного разли-
чия в их атомных размерах должно сопровождаться твердорастворным упрочнением модифици-
рованного карбида. В пользу данного предположения свидетельствует регистрируемое возраста-
ние микротвердости модифицированного при 770 К сплава ВК6. Кроме этого, ионы азота могут 
образовывать твердые растворы с кобальтовой матрицей, что увеличивает прочность последней 
и повышает сопротивление усталостному выкрашиванию карбидных зерен из матрицы [1].

Повышение температуры до 820 К при ИЛА ВК6 приводит к увеличению микротвердости 
сплава до 21 ГПа. Поверхностный слой содержит WC, W1–2C, W2C, β-W4N и β-Со (рис. 1). Кроме 
этого, на дифракционной картине вблизи линий от гексагонального карбида W2C и кубического 
карбида W1–2C обнаруживаются дополнительные максимумы со стороны малых углов рассеяния, 
что указывает на замещение атомов углерода атомами азота. Таким образом, возрастание микрот-
вердости твердого сплава после ИЛА при 820 К обусловлено образованием карбонитридов W(C, N), 
W1–2(C, N), W2(C, N)3 и увеличением их прочности вследствие твердорастворного упрочнения.

В случае высокотемпературной обработки (870 К) наблюдается снижение микротвердости до 
19 ГПа, что может быть связано с более интенсивным распылением поверхности обрабатывае
мого материала, в частности кобальтовой связки.

Рис. 1. Фрагмент рентгеновской дифрактограммы поверхностного слоя твердого сплава ВК6 после ионно-лучевого 
азотирования при 820 K

Fig. 1. Fragment of X-ray diffractogram of the surface of the hard alloy BК6 after ion-beam nitriding at 820 K
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Из рис. 2 видно, что средний коэффициент трения неимплантированного сплава составля-
ет 0,65, с ростом температуры ИЛА происходит повышение коэффициента трения до 0,7–0,75, 
что связано с ростом шероховатости поверхностей вследствие распыления связующего материа
ла Co.

Рис. 2. Зависимость коэффициента трения твердосплавных пластин, обработанных ионами азота при различных 
температурах, от пути трения: 1 – исходное состояние; ионно-лучевое азотирование: 2 – при 670 К, 3 – при 770 К, 

4 – при 870 К
Fig. 2. Dependence of coefficient of friction of carbide plates treated with nitrogen ions at different temperatures from the 

friction path: 1 – initial state; ion-beam nitriding: 2 – at 670 К, 3 – at 770 К, 4 – at 870 К

Известно, что распределение значений КРП по поверхности образца отражает не только не-
однородности структуры поверхности, связанные с наличием дефектов кристаллического строе
ния, адсорбированных слоев и прочим, но и изменение интегральных свойств поверхности под 
действием ИЛА, в частности электронной структуры твердого тела [5–7]. На рис. 3 представ-
лены данные сканирования образцов поверхностей твердого сплава ВК6, модифицированного 
ионами азота при различных температурах. Справа приведена шкала соответствия цветности 
и величины КРП.

Рис. 3. Распределение контактной разности потенциалов по поверхности твердосплавных пластин, обработанных 
ионами азота при различных температурах: 1 – при 670 К, 2 – при 770 К, 3 – при 870 К

Fig. 3. Distribution of contact potential difference over the surface of carbide plates treated with nitrogen ions at different 
temperatures: 1 – at 670 К, 2 – at 770 К, 3 – at 870 К
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В случае неимплантированных образцов усредненные значения КРП составили 0–10 мВ. КРП 
на поверхности образцов после ИЛА при 670 и 870 К имеет близкие значения: –5,4 и –6,5 мВ 
соответственно. В случае ИЛА при 770 К наблюдаются минимальные значения КРП по поверх-
ности –25,1 мВ. Таким образом, увеличение РВЭ для сплава после ИЛА при 770 К можно связать 
с повышением электронной концентрации поверхности насыщенного азотом сплава вследствие 
образования карбонитридов и твердых растворов азота с кобальтовой матрицей. Учитывая ранее 
полученные данные и установленные закономерности между распределением КРП по поверхно-
сти образцов и их эксплуатационными свойствами [4–7], можно сделать вывод, что ИЛА твердого 
сплава ВК6 при 770 К окажет положительный эффект на его износо- и коррозионную стойкость.

На рис. 4 приведены зависимости массового износа исследуемых образцов от пути трения 
без смазочного материала. Видно, что ИЛА при 670–770 К приводит к уменьшению массового 
износа в 1,5–3 раза.

Рис. 4. Зависимость потери массы пластин твердого сплава ВК6, обработанных ионами азота при различных темпе-
ратурах, от пути трения: 1 – исходное состояние; имплантация N+: 2 – при 670 К; 3 – при 770 К; 4 – при 870 К

Fig. 4. Dependence of the weight loss of the BК6 hard alloy plates treated with nitrogen ions at different temperatures from 
the friction path: 1 – initial state; implantation of N+: 2 – at 670 К; 3 – at 770 К; 4 – at 870 К

Видно, что первые 400–500 м массовый износ модифицированных при различных темпера-
турах поверхностных слоев равномерен и проходит с одинаковой интенсивностью, а на более 
поздних стадиях испытаний интенсивность износа заметно отличается, что связано с истирани-
ем модифицированного слоя и выходом в поверхностные слои неимплантированного материала. 
Повышенная интенсивность массового износа исследуемого сплава, обработанного ионами азо-
та при 870 К, по-видимому, связана с уменьшением микротвердости и увеличением коэффици-
ента трения модифицированной поверхности.

Данные по микротвердости, коэффициентам трения, величинам массового износа образцов 
твердого сплава ВК6, обработанных ионами азота при различных температурах, а также резуль-
таты пересчета средних значений КРП, полученных при сканировании, в соответствующие зна-
чения РВЭ, сведены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2.  Характеристики поверхностных слоев твердосплавных пластин, обработанных ионами 
азота при различных температурах

T a b l e  2.  Characteristics of surface layers of carbide plates treated with nitrogen ions at different temperatures

Температура ИЛА, К Микротвердость, ГПа Среднее значение РВЭ, мэВ Средний коэффициент 
трения Массовый износ, мг

Исходный образец 13,5 –8,0 0,60–0,65 0,19
670 17,5 8,6 0,63–0,65 0,13
770 20,0 40,2 0,65–0,75 0,07
870 19,0 10,4 0,70–0,73 0,26
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Как видно из данных табл. 2, ИЛА при 620–820 К эффективно для повышения износостойко-
сти сплавов группы ВК. Сформированный слой работает до 1000 м пути трения без смазочного 
материала. Кроме того, по данным РВЭ можно предположить, что ИЛА в данном температурном 
диапазоне будет способствовать повышению коррозионных свойств.

Заключение. На основании проведенных исследований установлено, что обработка твердых 
сплавов группы ВК в диапазоне температур 750–790 К приводит к увеличению микротвердости 
сплава и снижению массового износа при трении без смазочного материала до 3 раз. Высокие 
значения РВЭ, характерные для поверхности твердого сплава, обработанного ионами азота 
при 770 К, свидетельствуют о его повышенной коррозионной стойкости по сравнению с исход-
ным состоянием.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОСНОВНЫХ РЕЦЕПТУРНЫХ ФАКТОРОВ, ОКАЗЫВАЮЩИХ 
ДОМИНИРУЮЩЕЕ ВЛИЯНИЕ НА ТЕРМОИЗОЛИРУЮЩУЮ СПОСОБНОСТЬ 

И АТМОСФЕРОСТОЙКОСТЬ ОГНЕЗАЩИТНЫХ ПОКРЫТИЙ

Аннотация. Использован метод математического планирования эксперимента для установления факторов, ока-
зывающих определяющее влияние на термоизолирующие и атмосферостойкие свойства огнезащитных вспенивае-
мых покрытий. Исследования проведены на модельном составе, состоящем из связующего, источника углерода, за-
медлителя горения и порообразующего агента. Оценку влияния содержания и соотношения основных компонентов 
покрытия проводили по изменению его термоизолирующей способности и атмосферостойкости. В ходе разведочных 
экспериментов выбрана рецептура модельного состава со следующим содержанием основных компонентов в расчете 
на 100 г краски: 30 г меламин-формальдегидной смолы, 10 г пентаэритрита, 30 г полифосфата аммония, 10 г двуо-
киси титана. Эксперименты по термоизолирующей способности состояли в замере времени в минутах, в течение 
которого на обратной стороне металлической пластины регистрируется температура 500 °С (СТБ 11.03.02-2010). 
Атмосферостойкость огнезащитного покрытия определяли согласно НПБ 98-2004. С использованием большого ко-
личества экспериментальных данных по изменению термозащитных и атмосферных свойств покрытия в зависимо-
сти от его рецептуры построена математическая модель для максимизации математического ожидания. Эта модель 
с использованием метода Бокса – Уилсона позволила определить оптимальное соотношение базовых компонентов 
в модельной рецептуре огнезащитного состава для обеспечения нормативных термоизоляционных и эксплуатаци-
онных свойств. Показано, что основной вклад в получение требуемого термоизолирующего эффекта вносят такие 
базовые компоненты состава, как карбонизирующий (пентаэритрит) и порообразующий (двуокись титана) агенты. 
Однако состав с улучшенными свойствами имеет худшие физико-механические характеристики и не соответствует 
нормативным требованиям. Найдено, что существует баланс между огне-термозащитными и атмосферостойкими 
свойствами покрытия. Установление этих фактов позволит направленно подходить к регулированию атмосферо-
стойких и огнезащитных свойств известных и созданию новых эффективных, экономичных огнезащитных покры-
тий с требуемыми нормативными свойствами.

Ключевые слова: огнезащитное вспениваемое покрытие, математическое планирование эксперимента, доми-
нирующие факторы, атмосферостойкость
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RESEARCH OF MAIN RECEPE FACTORS PROVIDING A DOMINANT IMPACT ON THE THERMAL 
INSULATING CAPACITY AND ATMOSPHERIC RESISTANCE OF FIRE PROTECTIVE COATINGS

Abstract. The method of mathematical experiment planning was used to determine the factors that exert a determining 
influence on heat-insulating and weather-resistant properties of flame retardant foaming coatings. The studies were carried 
out on a model composition consisting of a binder, a carbon source, a flame retardant and a pore-forming agent. Evaluation 
of the influence of the content and the ratio of the main components of the coating was carried out by a change in its heat-in-
sulating ability and weather resistance. During the exploratory experiments, the formulation of the model composition was 
chosen with the following content of the main components per 100 g of paint: 30 g of melamine-formaldehyde resin, 10 g of 
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pentaerythritol, 30 g of ammonium polyphosphate, 10 g of titanium dioxide. Experiments on the thermal insulation ability 
consisted in measuring the time in minutes, during which the temperature of 500 °C was recorded on the back of the metal 
plate (STB 11.03.02-2010). Weather resistance of the fire retardant coating was determined according to the NPB 98-2004. 
Using numerous experimental data on the change in the thermal and atmospheric properties of the coating, a mathematical 
model was constructed to maximize the mathematical expectation, depending on its formulation. This model with the use 
of the Box – Wilson method allowed to determine the optimal ratio of the base components in the model formulation of the 
fire-retardant composition to provide the normative heat-insulating and operational properties. It is shown that the basic con-
tribution to obtaining the required heat-insulating effect is made by such basic components of the composition as carbonizing 
(pentaerythritol) and pore-forming (titanium dioxide) agents. However, the composition with improved properties has the 
worst physical and mechanical characteristics and does not meet regulatory requirements. It has been found that there is a bal-
ance between fire-protective and weather-resistant coating properties. The establishment of these facts will make it possible to 
approach the regulation of weatherproof and fireproof properties in a directed manner and to create new efficient, economical 
fire-protective coatings with the required regulatory properties.

Keywords: intumescent flame retardant coating, mathematical planning of experiment, dominant factors, atmospheric 
resistance

For citation. Bogdanova V. V., Arestovich D. N., Kirlica V. P. Research of main recepe factors providing a dominant im-
pact on the thermal insulating capacity and atmospheric resistance of fire protective coatings. Vestsi Natsyyanal’nai akademii 
navuk Belarusi. Seryya fizika-technichnych navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-
technical series, 2017, no. 4, pp. 24–31 (in Russian).

Введение. Известно, что одной из разновидностей полимерных композиционных материалов, 
проявляющих вспенивающий эффект, являются огне-термозащитные покрытия (ОТП), в состав 
которых входят четыре основные группы компонентов [1–3]: полимерное пленкообразующее 
связующее, источник углерода (коксообразующее вещество), порообразующий и дегидратирую-
щий агенты. Для увеличения термоизолирующей способности огнезащитных покрытий данного 
типа авторами апробированы добавки, интенсифицирующие процесс вспенивания [4–7].

С использованием огнезащитных покрытий, состоящих в основном из перечисленных ком-
понентов, наряду с эмпирическим подбором ингредиентов для создания композиций с эффек-
тивной огне-термозащитой выполнено большое количество исследований механизма процесса 
вспенивания и роста температуры на необогреваемой поверхности огнезащищенной металличе-
ской пластины [8–13]. Однако работ, где бы проводилась оценка влияния содержания и соотно-
шения основных рецептурных компонентов на термоизолирующую способность и атмосферо-
стойкость ОТП, не обнаружено. Вместе с тем наличие такой информации необходимо для обес
печения снижения количества эмпирических экспериментов и улучшения эксплуатационных 
характеристик при разработке новых рецептур таких покрытий.

С целью накопления информации о базовых рецептурных факторах, вносящих основной 
вклад в термоизолирующую способность покрытий при воздействии высоких температур, а так-
же о влиянии этих же факторов на атмосферостойкость ОТП методом математического плани-
рования эксперимента определено влияние содержания основных компонентов такого покрытия 
на его термоизолирующие свойства.

При выборе состава термовспенивающейся огнезащитной краски были проведены пробные 
исследования, цель которых – выбрать наилучший состав краски для достижения максималь-
ного значения долговечности и огнезащитной эффективности. В ходе разведочных эксперимен-
тов остановились на модельном составе, в который входили следующие компоненты в расчете 
на 100 г краски: x1

(0) = 10 г источника углерода – пентаэритрита; x2
(0) = 30 г фосфорсодержащего 

антипирена – полифосфата аммония; x3
(0) = 30 г пленкообразователя – меламин-формальдегид-

ной смолы; x4
(0) = 10 г негорючего порообразующего наполнителя – двуокиси титана. Эти компо-

ненты в соответствии с данными [1–3] были выбраны как основные составляющие огнезащит-
ной краски по металлу. 

Эксперименты состояли в замере времени в минутах, в течение которого на обратной сто-
роне металлической пластины температура достигнет 500 °С, и проводились по методике, со-
ответствующей нормативному документу – СТБ 11.03.022010 «Система стандартов пожарной 
безопасности. Средства огнезащитные. Общие технические требования и методы испытаний». 
Для исследуемого состава эти значения составили пятимерный вектор y = (57; 62; 60; 60; 60) мин, 
среднее значение – 59,8 мин. Атмосферостойкость ОТП определяли согласно НТБ 98-2004 
«Огнезащитные покрытия. Методы определения устойчивости к старению».
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Для построения математической модели, описывающей процесс защиты металла с помо-
щью термовспенивающейся краски огневого воздействия, было решено вначале построить ре-
грессионную модель, содержащую как линейные факторы x1, x2, x3, x4, так и их парные взаи-
модействия:

	 { } 0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4E y a a x a x a x a x a x x a x x a x x= + + + + + + + + 
	 23 2 3 24 2 4 34 3 4 ,a x x a x x a x x+ + + 	 (1)

где y – наблюдаемый эффект огнезащитного действия (огне-термоизолирующая эффективность, 
мин); E{y} – математическое ожидание y (эффекта); x1, x2, x3, x4 – компоненты состава термовспе-
нивающейся краски, измеряемые в граммах; a0, a1, a2, a3, a4, a12, a13, a14, a23, a24, a34 – неизвест-
ные коэффициенты, подлежащие оцениванию.

Для получения наилучших линейных несмещенных оценок неизвестных параметров мо-
дели наблюдений (1) был использован полный факторный эксперимент (ПФЭ) с повторными 
(в данном случае двукратными) наблюдениями в каждой точке ПФЭ. В качестве центра плана 
ПФЭ была выбрана точка x1

(0) = 10 г, x2
(0) = 30 г, x3

(0) = 30 г, x4
(0) = 10 г четырехмерного простран-

ства.
Каждая переменная xi варьировалась на двух уровнях: 0 ,i i ix x x= ± Δ  i = 1, 2, 3, 4. На верхнем 

уровне 0 ,i i ix x x= + Δ  на нижнем уровне 0 .i i ix x x= − Δ  Здесь Δxi – интервал варьирования по пере-
менной xi. Интервал варьирования по каждой компоненте состава термовспенивающейся кра-
ски был выбран равным 5 % от значения соответствующей компоненты в центре плана ПФЭ: 
Δx1 = 0,5 г, Δx2 = 1,5 г, Δx3 = 1,5 г, Δx4 = 0,5 г.

В модели (1) для построения ПФЭ перейдем от натуральных переменных xi к кодирован-
ным переменным:

	
0

i i
i

i

x xX
x
−

=
Δ

, i = 1, 2, 3, 4. 	 (2)

Каждая из кодированных переменных Xi принимает значение 1 на верхнем уровне перемен-
ной xi и значение –1 – на нижнем уровне переменной xi, i = 1, 2, 3, 4.

В кодированных переменных (2) модель наблюдения (1) принимает следующий вид:

	 { } 0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4E y X X X X X X X X X X= θ + θ + θ + θ + θ + θ + θ + θ + 
	 23 2 3 24 2 4 34 3 4.X X X X X X+θ + θ + θ  	

(3)

Для получения наилучших линейных несмещенных оценок неизвестных параметров модели 
наблюдений (3) в шестнадцати вершинах гиперкуба кодированных переменных было проведено 
по два повторных эксперимента с составами термовспенивающейся краски. В табл. 1 представ-
лены план проведения экспериментов и его результаты.

Для того чтобы записать модель наблюдений (3) в матричном виде

	 { } ,E y P= θ 	

введем обозначения: θ = (θ0, θ1, θ2, θ3, θ4, θ12, θ13, θ14, θ23, θ24, θ34) – вектор неизвестных параме-
тров размерности 11, P – матрица плана эксперимента с повторными наблюдениями, структура 
которой определяется табл. 2.

В матрице плана экспериментов P столбцы взаимно ортогональны. Наилучшая линейная 
несмещенная оценка θ для модели наблюдений (3), согласно [18], имеет вид

	 ( ) 1 ,ˆ P P P Y−′ ′θ =  	 (4)

где Y = (24, 22, 27, 27, 31, 30, 29, 28, 25, 22, 26, 25, 26, 26, 22, 25, 24, 24, 25, 26, 32, 32, 26, 25, 23, 22, 
22, 21, 25, 23, 27, 26) – вектор наблюдаемых значений экспериментов размерности 32.

Так как матрица планирования экспериментов P имеет взаимно ортогональные столбцы, то 
формула (4) упрощается и принимает вид

	 1ˆ ,N P Y−θ = ′  	 (5)
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где N = nm – общее число проведенных экспериментов, n – количество различных точек в ПФЭ, 
m – количество повторных наблюдений в каждой точке.

Используя статистические функции электронных таблиц Excel, можно получить оценки па-
раметров модели наблюдений (3):

	 E{y}=25,56–1,4375X1+1,5X2–0,125X3–0,6875X4–0,625X1X2+0,25X1X3–0,125X1X4– 
	 0,9375X2X3+0,3125X2X4–0,3125X3X4.	

(6)

Проверим, будет ли полученная модель (6) адекватна результатам экспериментов или нет. 
Согласно формуле (4.5.28) из [18], модель признается неадекватной на уровне значимости α, если 
выполняется неравенство

	
( )

( )( )

2

; ;

ˆ
,n p N n

N n mY Y N
F

n p Y Y mY Y α − −

 ′− − θ 
  >

′−′−
	 (7)

Т а б л и ц а  1.  План проведения экспериментов и его результаты
T a b l e  1.  The experiment plan and its results

№  
экспери-

мента

Факторы в натуральном масштабе Факторы в кодированных переменных Функция  
отклика, yx1 x2 x3 x4 X1 X2 X3 X4

1 9,5 28,5 28,5 9,5 –1 –1 –1 –1 24
2 9,5 28,5 28,5 9,5 –1 –1 –1 –1 22
3 9,5 28,5 31,5 9,5 –1 –1 1 –1 27
4 9,5 28,5 31,5 9,5 –1 –1 1 –1 27
5 9,5 31,5 28,5 9,5 –1 1 –1 –1 31
6 9,5 31,5 28,5 9,5 –1 1 –1 –1 30
7 9,5 31,5 31,5 9,5 –1 1 1 –1 29
8 9,5 31,5 31,5 9,5 –1 1 1 –1 28
9 10,5 28,5 28,5 9,5 1 –1 –1 –1 25
10 10,5 28,5 28,5 9,5 1 –1 –1 –1 22
11 10,5 28,5 31,5 9,5 1 –1 1 –1 26
12 10,5 28,5 31,5 9,5 1 –1 1 –1 25
13 10,5 31,5 28,5 9,5 1 1 –1 –1 26
14 10,5 31,5 28,5 9,5 1 1 –1 –1 26
15 10,5 31,5 31,5 9,5 1 1 1 –1 22
16 10,5 31,5 31,5 9,5 1 1 1 –1 25
17 9,5 28,5 28,5 10,5 –1 –1 –1 1 24
18 9,5 28,5 28,5 10,5 –1 –1 –1 1 24
19 9,5 28,5 31,5 10,5 –1 –1 1 1 25
20 9,5 28,5 31,5 10,5 –1 –1 1 1 26
21 9,5 31,5 28,5 10,5 –1 1 –1 1 32
22 9,5 31,5 28,5 10,5 –1 1 –1 1 32
23 9,5 31,5 31,5 10,5 –1 1 1 1 26
24 9,5 31,5 31,5 10,5 –1 1 1 1 25
25 10,5 28,5 28,5 10,5 1 –1 –1 1 23
26 10,5 28,5 28,5 10,5 1 –1 –1 1 22
27 10,5 28,5 31,5 10,5 1 –1 1 1 22
28 10,5 28,5 31,5 10,5 1 –1 1 1 21
29 10,5 31,5 28,5 10,5 1 1 –1 1 25
30 10,5 31,5 28,5 10,5 1 1 –1 1 23
31 10,5 31,5 31,5 10,5 1 1 1 1 27
32 10,5 31,5 31,5 10,5 1 1 1 1 26
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где Y  – вектор размерности n средних значений экспериментов, в точках с повторными наблюде-
ниями, ; ;n p N nFα − −  – квантиль уровня α распределения Фишера с n – p, N – n степенями свободы, 
p – число оцениваемых параметров модели.

В нашем случае n = 16, m = 2, N = 32, p = 11, Y RY = 21174, 
2

θ̂ = 659,4570313, Y Y′ = 10578,5, 0,05;5;16F = 
2,8524. Левая часть неравенства (7) принимает значение 10,2353, что больше, чем 2,8534.

Таким образом, на уровне значимости α = 0,05 модель наблюдений (6) признается неадекват-
ной и должна быть отклонена. Этот вывод говорит о том, что модель огнезащитного действия 
термовспенивающейся краски для металлических конструкций должна быть сложнее. Поэтому 
было решено усложнить модель наблюдений (3) и в новой модели учесть эффекты взаимодей-
ствия факторов X1, X2, X3, X4 тройного и четвертного порядка.

Усложненная модель наблюдений принимает вид:

	 { } 0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4E y b b X b X b X b X b X X b X X b X X= + + + + + + + + 
	 23 2 3 24 2 4 34 3 4 123 1 2 3 124 1 2 4b X X b X X b X X b X X X b X X X+ + + + + + 
	 134 1 3 4 234 2 3 4 1234 1 2 3 4.b X X X b X X X b X X X X+ + +  	

(8)

Т а б л и ц а  2.  Матрица P
T a b l e  2.  The matrix P

X0 X1 X2 X3 X4 X1X2 X1X3 X1X4 X2X3 X2X4 X3X4

1 –1 –1 –1 –1 1 1 1 1 1 1
1 –1 –1 –1 –1 1 1 1 1 1 1
1 –1 –1 1 –1 1 –1 1 –1 1 –1
1 –1 –1 1 –1 1 –1 1 –1 1 –1
1 –1 1 –1 –1 –1 1 1 –1 –1 1
1 –1 1 –1 –1 –1 1 1 –1 –1 1
1 –1 1 1 –1 –1 –1 1 1 –1 –1
1 –1 1 1 –1 –1 –1 1 1 –1 –1
1 1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 1 1 1
1 1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 1 1 1
1 1 –1 1 –1 –1 1 –1 –1 1 –1
1 1 –1 1 –1 –1 1 –1 –1 1 –1
1 1 1 –1 –1 1 –1 –1 –1 –1 1
1 1 1 –1 –1 1 –1 –1 –1 –1 1
1 1 1 1 –1 1 1 –1 1 –1 –1
1 1 1 1 –1 1 1 –1 1 –1 –1
1 –1 –1 –1 1 1 1 –1 1 –1 –1
1 –1 –1 –1 1 1 1 –1 1 –1 –1
1 –1 –1 1 1 1 –1 –1 –1 –1 1
1 –1 –1 1 1 1 –1 –1 –1 –1 1
1 –1 1 –1 1 –1 1 –1 –1 1 –1
1 –1 1 –1 1 –1 1 –1 –1 1 –1
1 –1 1 1 1 –1 –1 –1 1 1 1
1 –1 1 1 1 –1 –1 –1 1 1 1
1 1 –1 –1 1 –1 –1 1 1 –1 –1
1 1 –1 –1 1 –1 –1 1 1 –1 –1
1 1 –1 1 1 –1 1 1 –1 –1 1
1 1 –1 1 1 –1 1 1 –1 –1 1
1 1 1 –1 1 1 –1 1 –1 1 –1
1 1 1 –1 1 1 –1 1 –1 1 –1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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В модели наблюдений (8) число неизвестных параметров p = 16, а вектор неизвестных пара-
метров θ имеет вид: θR = ( 0b , 1b , 2b , 3b , 4b , 12b , 13b , 14b , 23b , 24b , 34b , 123b , 124b , 134b , 234b , 1234b ).

Аналогично тому, как были получены оценки коэффициентов для модели наблюдений (3), 
можно получить оценки коэффициентов для модели наблюдений (8):

	 { }E y =25,5625–1,4375 1X +1,5 2X –0,125 3X –0,375 4X –0,625 1 2X X +0,25 1 3X X – 
	 –0,125 1 4X X –0,9375 2 3X X +0,3125 2 4X X –0,3125 3 4X X +0,8125 1 2 3X X X + 	 (9) 
	 +0,4375 1 2 4X X X +0,5625 1 3 4X X X +0,375 2 3 4X X X +0,625 1 2 3 4.X X X X  

Проверим значимость коэффициентов в модели наблюдений (9). Согласно формуле (3.2.13) из 
[18] коэффициент θj значим, если выполняется неравенство

	 ; ,j
N p

jj
t

s c
α −

θ
>  	 (10)

где ;N ptα −  – квантиль уровня α распределения Стьюдента с N – p степенями свободы; cjj – j-й ди-
агональный элемент матрицы (P R1P1)

–1; P1 – расширенная матрица планирования экспериментов, 
составленная по аналогии с матрицей P и включающая дополнительные столбцы, учитывающие 
эффекты взаимодействия факторов X1, X2, X3, X4 тройного и четвертного порядка (X1X2X3, X1X2X4, 
X1X3X4, X2X3X4, X1X2X3X4); s2 – несмещенная оценка дисперсии равноточных наблюдений.

Для модели наблюдений (9) с двумя повторными наблюдениями в каждой точке ПФЭ имеем: 
p = 16, N = 32, jjs c = 0,1822, 0,05;16t = 2,1199. Следовательно, в силу (10) коэффициенты, стоящие 
при факторах X3, X4, X1X3, X1X4, X2X4, X3X4, X2X3X4, оказываются незначимыми на уровне значимо-
сти α = 0,05. Отбрасывая незначимые коэффициенты в модели (9), приходим к модели наблюдений

	 { }E y =25,5625–1,4375 1X +1,5 2X –0,625 1 2X X –0,9375 2 3X X +0,8125 1 2 3X X X + 
	 +0,4375 1 2 4X X X +0,5625 1 3 4X X X +0,625 1 2 3 4.X X X X  	

(11)

Проверим, будет ли адекватна модель (11) на уровне значимости α = 0,05. Для этого вос-
пользуемся неравенством (7). Для модели (11) имеем: 

2
θ̂ =660,5859375, ; ; 0,05;7;16n p N nF Fα − − = =

2,6571966. Значения Y Y′  и Y Y′  остаются такими же, как и для модели наблюдений (6). Левая часть 
неравенства (7) принимает значение 2,45378, что меньше, чем 2,6572. Следовательно, модель (11) 
адекватна на уровне значимости 0,05 результатам экспериментов.

Для того чтобы перейти от кодированных к натуральным переменным, необходимо произве-
сти в модели наблюдений (11) следующую замену переменных: X1 = (x1–10)/0,5; X2 = (x2–30)/1,5; 
X3 = (x3–30)/1,5; X4 = (x4–10)/0,5.

Получаем модель наблюдений в натуральных переменных:

	 { }E y =84899,3–8527,87 1x –2978,17 2x –2954,17 3x –9200,0 4x +299,167 1 2x x + 
	 +296,667 1 3x x +920,0 1 4x x +103,472 2 3x x +321,667 2 4x x + 
	 +318,333 3 4x x –10,3889 1 2 3x x x –32,1667 1 2 4x x x – 
	 –31,833 1 3 4x x x –11,111 2 3 4x x x +1,111 1 2 3 4.x x x x  	

(12)

Модель (11) можно использовать для максимизации математического ожидания y по мето-
ду Бокса – Уилсона [18]. Градиент функции (11) в центре плана ПФЭ, то есть при X1 = X2 = X3 = 
X4 = 0 представляет собой вектор размерности четыре: g = (–1,4375; 1,5; 0; 0). Двигаясь по направ-
лению этого градиента с шагом αs = 0,2, переходим из центра плана ПФЭ в точку с координата-
ми X1 = –0,2875, X2 = 0,3, X3 = 0, X4 = 0, или в натуральных переменных в точку с координатами 
x1 = 9,86, x2 = 30,45, x3 = 30, x4 = 10. При изменении рецептуры в соответствии с полученными 
значениями, определяющими максимальную огнезащитную эффективность факторов по методу 
Бокса – Уилсона [18], получен новый состав термовспенивающейся краски с улучшенными огне-
защитными свойствами. Однако этот состав, как показали дополнительные экспериментальные 
исследования, имеет худшие физико-механические характеристики и не соответствует требова-
ниям технических нормативных правовых актов Республики Беларусь, предъявляемым к сроку 
сохранения огнезащитной эффективности состава.
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Заключение. Таким образом, применение метода математического планирования экспери-
мента позволило выявить рецептурные факторы, оказывающие определяющее влияние на тер-
моизолирующие свойства вспененной структуры, образующейся при тепловом воздействии на 
огнезащитное покрытие. Найдено, что существует баланс между огне-термозащитными и атмо
сферостойкими свойствами покрытия. Показано, что основной вклад в получение требуемого тер-
моизолирующего эффекта вносят карбонизирующий и порообразующий агенты. Установление 
этого факта позволяет направленно подходить к регулированию эксплуатационных и термозащит-
ных свойств известных огнезащитных покрытий и созданию новых эффективных и экономичных 
вспениваемых материалов.
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ВЗАИМОСВЯЗЬ МЕЖДУ СТРУКТУРОЙ, ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ И ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ 
СВОЙСТВАМИ ИОНОПРОВОДЯЩИХ ПОЛИМЕРНЫХ КОМПОЗИТОВ НА ОСНОВЕ 

ЭПОКСИДНЫХ ОЛИГОМЕРОВ И СОЛИ ПЕРХЛОРАТА ЛИТИЯ

Аннотация. Твердые полимерные электролиты (ТПЭ) могут выступать в качестве ионопроводящего материала 
в различных электрохимических устройствах. Значительные усилия исследователей в области полимеров направлены 
на достижение высокой ионной проводимости одновременно с улучшенной механической стабильностью ТПЭ. Целью 
данной работы является исследование взаимосвязи между структурой, электрическими и диэлектрическими свойства-
ми сшитого ионопроводящего полимера на основе смеси олигомеров, которые имеют сходные функциональные эпок-
сидные группы. Методами дифференциальной сканирующей калориметрии, широкоугловой дифракции рентгенов-
ских лучей и широкополосной диэлектрической спектроскопии изучено влияние содержания соли перхлората лития 
на структуру и свойства полимерных систем, синтезированных на основе эпоксидного алифатического олигомера – 
диглицидилового эфира полиэтиленгликоля ДЭГ-1 и эпоксидиановой смолы ЭД-20, отверждение которых проводи-
лось полиэтиленполиамином. Установлено, что температура стеклования синтезированных систем возрастает с уве-
личением количества соли LiClO4, что связано с образованием координационных комплексов между катионами лития 
и атомами макромолекулярных цепей ДЭГ-1 и ЭД-20. Присутствие на широкоугловой рентгеновской дифрактограмме 
одного дифракционного максимума диффузного типа, угловое значение которого составляет приблизительно 19,6, сви-
детельствует, что системы являются аморфными и характеризуются ближним порядком при трансляции в простран-
стве фрагментов их межузловых молекулярных звеньев. Действительные составляющие диэлектрической проницае-
мости и комплексной электрической проводимости зависят от содержания соли перхлората лития и температуры, при 
которой проводились измерения. Максимальный уровень ионной проводимости и диэлектрической проницаемости 
выявлен при повышенных температурах у систем, синтезированных с концентрацией соли перхлората лития 30 м. ч. 

Ключевые слова: алифатический и ароматический oлигомеры, соль перхлората лития, аморфная система, тем-
пература стеклования, ионная проводимость

Для цитирования. Взаимосвязь между структурой, электрическими и диэлектрическими свойствами ионопро-
водящих полимерных композитов на основе эпоксидных олигомеров и соли перхлората лития / Л. К. Матковская 
[и др.] // Вес. Нац. акад. навук Беларусі. Сер. фіз.-тэхн. навук. – 2017. – № 4. – С. 32–37.
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THE RELATIONSHIP BETWEEN STRUCTURE, ELECTRICAL AND DIELECTRIC PROPERTIES  
OF THE ION-CONDUCTING POLYMER COMPOSITES BASED ON THE EPOXY OLIGOMERS  

AND THE LITHIUM PERCHLORATE SALTS

Abstract. Solid polymer electrolytes (SPE) have received a great attention to the decisive role as an ionic conductor in 
various electrochemical devices. Significant efforts have been devoted to the high ionic conductivity with better mechanical 
stability of SPE. The aim of this work is to investigate the relationship between structure, electrical and dielectric proper-
ties of the crosslinked ion-conducting polymers based on a mixture of oligomers with similar functional epoxy groups. The 
effect of lithium perchlorate salt content on structure and properties of the synthesized polymer systems based on aliphatic 
epoxy oligomer – diglycidylether of ethylene glycol DEG-1 and epoxy-diane resin ED-20, which were cured by polyethylene 
polyamine, has been studied by means of the Differential Scanning Calorimetry, the Wide Angle X-ray Diffraction and the 
Broadband Dielectric Spectroscopy. It was found that the glass transition temperature of the synthesized systems increases 
with increasing amount of the LiClO4 that is connected with formation of coordination complexes between lithium cations 
and atoms of macromolecular chains. Presence of one single diffraction maximum of the diffuse type, an angular value of 
which is approximately 19.6, on the wide angle X-ray diffractograms indicates that systems are amorphous and they are cha
racterized by the short-range ordering. The real parts of permittivity and complex electrical conductivity depend on the con-
tent of lithium perchlorate salt and temperature of measurements. The maximum level of ionic conductivity and permittivity 
at elevated temperatures was revealed for the systems with a concentration 30 phr. of the lithium perchlorate salt.

Keywords: aliphatic and aromatic oligomers, lithium perchlorate salt, amorphous system, glass transition temperature, 
ionic conductivity
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Введение. Разработка новых твердых полимерных электролитов (ТПЭ) была и остается важ-
ной задачей (поскольку до сих пор не достигнуто оптимальное соотношение между высокой ион-
ной проводимостью и хорошей технологичностью материала [1]) в связи с необходимостью поиска 
новых, более эффективных видов электролитов для расширения области их применения в раз-
личных устройствах [2]. ТПЭ, как правило, включают в себя соли различных металлов, раство-
ренных в полимере, который формирует твердую матрицу с ионной проводимостью [3, 4]. Также 
считается, что при разработке и создании твердотельного электролитного материала целесообраз-
но использовать полимеры, поскольку они могут сочетать в себе такие важные характеристики, 
как технологичность формирования и обработки, высокая термическая стабильность (по сравне-
нию с существующими жидкостными аналогами), гибкость и легкость формообразования, уни-
версальность, высокая плотность энергии, безопасность, нетоксичность и т. д. [5–7]. Добавление 
солей в полимеры обеспечивает наличие источника ионов и сопутствует их движению вдоль по-
лимерной цепи, что играет решающую роль в процессе переноса ионов в полимерных электро-
литах [8]. Среди полимеров, применяемых для создания ТПЭ, наиболее изучен полиэтиленоксид 
(ПЭО). Это связано с эффективностью координации ионов металлов в нем благодаря оптимальным 
расстояниям и ориентации атомов эфирного кислорода в его цепях [3]. В то же время ПЭО ха-
рактеризуется низкой ионной проводимостью при комнатной температуре, что обусловлено высо-
кой степенью его кристалличности и высокой температурой плавления его кристаллической фазы 
[7, 9, 10]. Однако наличие атомов эфирного кислорода в полимерной цепи характерно не только для 
ПЭО, но и, к примеру, для эпоксидного алифатического олигомера – диглицидилового эфира поли-
этиленгликоля (ДЭГ), что обеспечивает и в нем необходимый перенос катиона металла.

Эпоксидные смолы – это широкоизвестные термореактивные материалы, многие из кото-
рых благодаря своим термомеханическим, барьерным, химическим и электрическим свойствам, 
низкой усадке при отверждении и высокой адгезии к различным подложкам являются интерес-
ными объектами для использования в высокотехнологических областях промышленности [11]. 
Свойства конечных полимеров на их основе существенным образом зависят от конкретной ком-
бинации используемого типа эпоксидных смол и отвердителей [12, 13]. Например, они часто 
применяются в качестве матрицы как в изоляционных, так и в электропроводящих полимерных 
композитах [14, 15]. Для получения материалов с оптимизированными свойствами широко ис-
пользуются смеси полимеров [16]. Сополимеры, которые имеют сходные функциональные эпок-
сидные группы, позволяют формировать сшитые системы благодаря единой для них реакции 
с диамином – отверждающим агентом [17].

Целью данной работы являлось исследование тепловых и электрических свойств сшитого 
в присутствии соли перхлората лития аморфного полимера на основе смеси алифатического 
и ароматического олигомеров, которые имеют сходные функциональные эпоксидные группы.

Методы. Для синтеза эпоксиполимерного ионопроводящего материала использовали эпок-
сидный олигомер ДЭГ-1 (45 %), эпоксидиановую смолу ЭД-20 (45 %) и соль перхлората лития 
(LiClO4) с концентрацией от 0 до 30 м. ч. (массовых частей) к 100 % полимерной матрицы. Соль 
перхлората лития, ДЭГ-1 и ЭД-20 предварительно сушили 8 ч в вакууме при 80 °С. После высу-
шивания соль растворяли в олигомере ДЭГ-1, нагревая раствор на песчаной бане, и добавляли 
ЭД-20. В качестве отвердителя использовали полиэтиленполиамин (10 %). 

Теплофизические характеристики изучали методом дифференциальной сканирующей ка-
лориметрии (ДСК) на приборе TA Instruments DSC Q2000 в интервале температур от –70 до 
+200 °С со скоростью нагрева 10 °С/мин. Температуры стеклования синтезированных полимер-
ных систем (Тст) определяли по ДСК-кривым при втором нагреве.

Особенности упорядоченности фрагментов макроцепи при трансляции их в объеме поли-
мерных систем на основе эпоксидного полимера и соли перхлората лития LiClO4 исследовали 
методом широкоугловой дифракции рентгеновских лучей (ШДРЛ) с использованием рентге-
новского дифрактометра ДРОН-4-07, рентгенооптическая схема которого выполнена по методу 
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Дебая – Шерера на прохождение монохроматизированого Ni-фильтром первичного пучка через 
исследуемый образец полимера с использованием CuKa-излучения (l = 1,54 · 10–10 м). В качестве 
источника характеристического рентгеновского излучения использовали рентгеновскую трубку 
БСВ27Cu, которая работала в режиме U = 30 кB, I = 30 мА. Исследование выполняли методом 
автоматического пошагового сканирования в интервале углов рассеяния (2q) от 2,6 до 40 граду-
сов, время экспозиции составляло 5 с. Эксперимент проводили при температуре T = 20 ± 2 °С.

Электрическую (действительная составляющая комплексной электрической проводимости σR) 
и диэлектрическую (действительная составляющая комплексной диэлектрической проницаемо-
сти εR) характеристики синтезированных систем изучали с помощью широкополосного диэлектри-
ческого анализатора Novocontrol Alpha высокого разрешения, совмещенного с Novocontrol Quatro 
Cryosystem и оборудованного двухэлектродной схемой, в частотном диапазоне 10–1–107 Гц и тем-
пературном интервале от –60 до +200 °С. Напряжение, которое при этом прикладывалось к образ-
цу, составляло 0,5 В. Исследуемые образцы имели геометрию диска диаметром 30 мм и толщи-
ной 0,5 мм, на которые во избежание ошибок эксперимента и для высокой точности результатов 
предварительно путем напыления в вакууме наносилось алюминиевые покрытия, выступающие 
в роли электродов. Измерения проводились в изотермических условиях, скорость нагрева между 
изотермическими полками составляла 2 °С/мин. Данные анализировались с помощью программ-
ного обеспечения Novocontrol WinDETA версии 3.8.

Результаты. Температуры стеклования синтезированных систем напрямую зависят от со-
держания перхлората лития в реакционной смеси. Так, при содержании LiClO4 равном 0 м. ч. 
температура стеклования в первом приближении равна 40 °С, при 5 м. ч. – 63 °С, при 10 м. ч. – 
75 °С, при 15 м. ч. – 83 °С, при 20 м. ч. – 92 °С, а при 30 м. ч. – 103 °С. При введении в систему 
соли LiClO4, в структуру которой входят катионы лития Li+, в результате их электростатическо-
го взаимодействия с атомами макромолекулярных цепей ДЭГ-1 и ЭД-20 образуются координа-
ционные комплексы, что сопровождается смещением электронной плотности атомов кислорода 
и их частичной поляризацией. В результате происходит существенное уменьшение сегменталь-
ной подвижности цепей эпоксидных полимеров в пределах образованных комплексов, что и мо-
жет быть причиной роста температуры стеклования полимерной матрицы. 

Анализ широкоугловых рентгеновских дифрактограмм систем на основе алифатического 
и ароматического олигомеров и LiClO4 показал, что они являются аморфными (рис. 1) и, соответ-
ственно, характеризуются ближним порядком при трансляции в пространстве фрагментов их меж

узловых молекулярных звеньев [18]. Об этом 
свидетельствует проявление на дифрактограм-
ме одного дифракционного максимума диффуз-
ного типа, угловое положение (2θm) которого 
составляет приблизительно 19,6. Средняя вели-
чина периода (d) ближнего порядка межузло-
вых молекулярных звеньев ДЭГ‑1 и ЭД-20 при 
размещении их в пространстве, согласно урав-
нению Брэгга: d = l (2sinθm)–1, где l – длина вол-
ны характеристического рентгеновского излу-
чения (l = 1,54 · 10–10 м для СuKa-излучения), – 
составляет 4,1 · 10–10 м.

На рис. 2 приведены изотермы действитель-
ной составляющей диэлектрической проницае-
мости (εR) и действительной составляющей ком-
плексной электрической проводимости (sR) для 
различной концентрации LiClO4 в системах, 
полученные в пределах температур от –60 до 
+200 °С. Из приведенных данных очевидно, что 
числовые значения и характер кривых sR и εR 
зависят от двух факторов – содержания соли 
LiClO4 и температуры изотермической пол-

Рис. 1. Широкоугловые рентгеновские дифрактограммы 
соли перхлората лития (1) и системы на основе алифа-
тического ДЭГ-1 и ароматического олигомера ЭД-20 

с 30 м. ч. LiClO4 (2)
Fig.1. Wide-angle X-ray diffraction patterns of lithium 
perchlorate salt (1) and systems based on aliphatic DEG-1 

and aromatic oligomer ED-20 with 30 phr. of LiClO4 (2)
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ки, при которой проводилось измерение. При температурах ниже температуры стеклования ди
электрическая проницаемость систем имеет низкие значения, неизменные с частотой, что прежде 
всего свидетельствует о низкой подвижности макромолекулярных цепей полимерной матрицы. 
При увеличении температуры подвижность макромолекулярных цепей возрастает и количество 
свободных носителей заряда – ионов лития Li+, преодолевающих энергетический барьер и перехо-
дящих в проводящее состояние. Свободные катионы лития начинают двигаться вдоль полимерной 
цепи, образуя и разрушая координационные комплексы с эфирной связью полиэтиленоксидного 
фрагмента ДЭГ-1 и ОН-группой раскрытого эпоксидного цикла ДЭГ-1, а также с вторичной ами-
ногруппой полиэтиленполиаминa, с вторичной или третичной аминогруппами и эфирной связью 
одновременно [19]. Этот перенос заряда приводит к росту уровня электропроводимости систем 
и появлению плато при низких частотах (так называемое плато DC электропроводимости – об-
ласть изотермы, на которой ее значения не зависят от частоты) на спектрах их действительной 
составляющей комплексной электропроводимости σR.

Заключение. Таким образом, установлено, что синтезированные эпоксидные системы являются 
аморфными, при этом соль перхлората лития существенно влияет на их структуру, о чем свидетель-
ствует повышение температуры стеклования их полимерной матрицы с 40 до 103 °С с увеличением 
концентрации соли LiClO4 от 0 до 30 м. ч. Также добавление соли ведет к увеличению количества 
носителей заряда – катионов лития Li+ и, соответственно, сопутствует росту ионной проводимости 
и диэлектрической проницаемости синтезированных систем. Максимальный уровень ионной про-
водимости (~10–4 См/см) и диэлектрической проницаемости (3 · 104) при повышенных температурах 
(до 200 °С) выявлен для систем, синтезированных с концентрацией соли LiClO4 30 м. ч.

Рис. 2. Спектры действительной составляющей комплексной электропроводимости (а, c) и действительной составля-
ющей комплексной диэлектрической проницаемости (b, d) эпоксидных систем с содержанием соли LiClO4 0 м. ч. (a, b) 

и 30 м. ч. (c, d). Цифрами на кривых обозначены температуры измерений
Fig. 2. Spectra of the real part of complex conductivity (a, c) and the real part of complex dielectric permittivity (b, d) of the 

epoxy systems with 0 (a, b) and 30 (c, d) phr. of LiClO4. The values of temperature are shown near curves
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МОДЕЛИРОВАНИЕ УДАРНОГО КОНТАКТА ИНДЕНТОРА С НЕЖЕСТКИМИ 
СТАЛЬНЫМИ КОНСТРУКЦИЯМИ ПРИ ИЗМЕРЕНИИ ТВЕРДОСТИ

Аннотация. Рассматриваются вопросы измерения твердости конструкций недостаточной жесткости методом 
ударного вдавливания индентора. Описываются недостатки существующих динамических твердомеров, принцип 
действия которых заключается в нанесении удара по испытуемому образцу и регистрации коэффициента восстанов-
ления скорости, зависящего от твердости. Построены конечно-элементные модели ударного взаимодействия инден-
тора с образцами труб с различной толщиной стенки и диаметром, а также консольно закрепленных пластин раз-
ной толщины. Получены диаграммы вдавливания индентора в исследуемые образцы труб и пластин в координатах 
контактное усилие – перемещение. Показана достаточно хорошая сходимость между результатами моделирования 
и экспериментальными данными, полученными на твердомере, позволяющем регистрировать кривую нагружения 
в процессе ударного взаимодействия. С помощью построенных конечно-элементных моделей выделен вклад ло-
кальной деформации и прогиба в общий отклик конструкции при индентировании. Установлено влияние прогиба 
конструкций на процесс внедрения индентора в материал, а также на такие параметры индентирования, как коэф-
фициент восстановления скорости, контактное усилие, перемещение и время активного этапа удара. Определены 
границы допустимого использования твердомеров ударного действия. Показаны пути повышения точности измере-
ния твердости на основе данных, получаемых на этапе внедрения индентора. Установлено, что использование гра-
дуировочных зависимостей между твердостью и временем активного этапа удара, а также отношением контактного 
усилия к глубине внедрения на этапе нагружения позволяет провести оценку твердости для труб с толщиной стенки 
свыше 5 мм и консольно закрепленных пластин на расстоянии от места закрепления вплоть до 100 мм.

Ключевые слова: твердость, конечно-элементное моделирование, индентирование, нежесткие конструкции
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MODELING OF IMPACT CONTACT OF INDENTER AND NON-RIGID STEEL CONSTRUCTIONS DURING 
MEASURMENT OF HARDNESS

Abstract. The problems of measuring hardness of constructions with insufficient rigidity by the dynamic indentation 
are discussed. The disadvantages of the existing dynamic hardness testers are described, the operation of which consists in 
impact indentation and determination of the hardness, depending on the restitution coefficient. Finite-element models of the 
contact of the indenter and the pipes samples with various wall thicknesses and diameters and cantilevered plates of various 
thicknesses are developed. Indentation diagrams for the investigated samples of pipes and plates in the coordinate plane of 
force-displacement are obtained. The results of the simulation have good convergence with the experimental data. With the 
help of the finite element models the separation of local penetration and deflection of construction is made. It is shown the 
influence of steel construction deflection on the process of indenter impression into the material tested and the change of 
indentation parameters as restitution coefficient, contact force, penetration depth and time of the active part of the impact. 
The limits of possible application of dynamic hardness testers have been determined. The ways of the increasing of the hard-
ness measurement accuracy on the base of the data obtained during impact interaction are shown. It is established that the 
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use of dependences between hardness and the time of the active stage of impact, as well as the ratio of the contact force to the 
depth of penetration at the loading stage, makes it possible to evaluate the hardness for pipes with the wall thickness exceed-
ing 5 mm and cantilevered plates at the distance from the fixed support up to 100 mm.

Keywords: hardness, finite-element modeling, indentation, non-rigid constructions
For citation. Kren А. P., Rudnitsky V. A., Zinkevich N. V. Modeling of impact contact of indenter and non-rigid steel 
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Введение. Точное измерение твердости имеет важное практическое значение при техниче-
ском диагностировании потенциально опасного промышленного оборудования (трубопроводов, 
сосудов высокого давления, металлоконструкций). Прежде всего это связано с тем, что данная 
характеристика имеет устойчивую корреляционную связь с прочностью [1] и пределом текуче-
сти [2], которые во многом определяют возможность дальнейшей эксплуатации оборудования. 
При этом одним из главных преимуществ измерения твердости является оперативность ее опре-
деления и неразрушающий характер контроля.

В настоящее время наиболее применяемыми на практике являются динамические твердо-
меры, принцип действия которых заключается в нанесении удара по испытуемой поверхности 
индентором с заданной кинетической энергией и регистрации коэффициента восстановления 
скорости Kr, равного отношению скорости отлета индентора Vо к его предударной скорости Vп. 
Физически при таком методе измерения значение твердости определяется по величине энергии, 
затраченной на пластическую деформацию в месте контакта наконечника индентора с испытуе-
мым материалом. Главным недостатком этих приборов является обязательное требование к до-
статочной массивности и жесткости контролируемого изделия. Как правило, сосредоточенная 
масса под индентором должна составлять не менее 2,5 кг, а изделие не должно при этом ви-
брировать. Если при испытательном ударе – динамическом индентировании – возникает про-
гиб контролируемого участка изделия (что часто происходит при контроле тонкостенных труб 
или консольно закрепленных элементов), то возникает значительная погрешность измерений, 
поскольку эта деформация принимается за локальную пластическую деформацию.

Оценить влияние прогиба конструкции при обычных измерениях довольно сложно, а учесть 
его эмпирическими коэффициентами для широкой номенклатуры изделий также затруднитель-
но. В данном случае более эффективным методом, позволяющим провести анализ локальных 
деформаций и отделить их от прогиба, является конечно-элементное моделирование, которое 
дает возможность оценить напряженно-деформированное состояние в месте контакта для изде-
лий с различными массогабаритными параметрами. При получении достаточного объема анали-
тических данных такое моделирование позволяет достичь цели настоящей работы – определить 
границы допустимого использования твердомеров ударного действия, а также обосновать меры 
по повышению точности измерений.

Постановка задачи и метод исследования. Основными вариантами конструкций для ана-
лиза поведения их при динамическом индентировании являлись трубы различного диаметра, 
а также консольно закрепленные стальные пластины разной толщины. Индентирование пластин 
проводилось на различном расстоянии L от места закрепления. Схема основных перемещений 
индентора и пластины показана на рис 1. Изучение выпускаемого в настоящее время сортамента 
горяче-, холоднодеформированных и электро-
сварных труб согласно ГОСТ 10704-91 «Трубы 
стальные электросварные прямошовные» по-
зволило отобрать для моделирования наибо-
лее характерные варианты: внешний диаметр 
D – 70 мм, 152 и 402 мм, толщина стенки h – от 
3,0 мм до 12 мм. Геометрические параметры 
пластин были выбраны исходя из опыта работ 
на промышленных объектах: толщина h – свы-
ше 5 мм, ширина b – более 20 мм. Диапазон 
изменения твердости сталей, применяемых 

Рис. 1. Схема основных перемещений индентора и пла-
стины

Fig. 1. Scheme of a typical displacements of the indenter and 
the plate
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для изготовления указанных нежестких кон-
струкций, согласно ГОСТ 8733-74 «Трубы 
стальные бесшовные холоднодеформирован-
ные и теплодеформированные» и опыту работ 
составляет 110–270 HB, предел текучести σ0 – 
170–600 МПа.

Моделирование ударного контакта про-
водилось с помощью программного пакета 
ANSYS Student [3]. Для оценки деформаций 
на микроскопическом уровне сетка конечных 
элементов создавалась достаточно подробной 
и постепенно сгущалась к точке контакта. При 
этом размерность сетки позволяла произво-
дить расчеты с рациональными затратами вы-
числительных ресурсов и машинного времени. 
Модель строилась на гексагональных элемен-
тах первого порядка (рис. 2). Минимальный 
размер конечного элемента составлял 0,2 мкм.

Сетка конечных элементов для индентора строилась только в пределах заранее подготов-
ленного конуса, непосредственно примыкающего к зоне контакта. При этом сетка конуса так-
же имела сгущение к точке контакта. Остальная часть индентора моделировалась абсолютно 
жестким телом. Модель материала индентора (карбид вольфрама) принималась линейно-упру-
гой. Поведение материала конструкции – стали – под действием ударной нагрузки описывалось 
с помощью вязкопластической модели. В качестве закона упрочнения использовалось изотропное 
упрочнение, основанное на мультилинейной диаграмме деформирования [4], а вязкопластические 
свойства материала описывались моделью Perzyna [5], которая предполагает, что скорость пла-
стической деформации plε  является функцией текущих значений напряжения в контакте σ, пара-
метра упрочнения n, параметра вязкости материала γ и статического предела текучести σ0:

	
1/

0
1 .

n

pl
σ ε = γ − σ 



Контакт между индентором и поверхностью выбирался нелинейный с трением и симметрич-
ным поведением. На индентор накладывалась связь, сохраняющая только вертикальную степень 
свободы. Плотность материала индентора выбиралась практически равной нулю, поэтому его 
масса m задавалась с помощью точечной массы и являлась параметром модели. Предударная 
скорость индентора Vп и его радиус R также являлись параметрами модели. Задача решалась 
методами неявной динамики в нестационарной постановке. Минимальный временной шаг со-
ставил 0,1 мкс, максимальный – 2 мкс. Для динамических твердомеров различных производи-
телей радиус индентора может изменяться от 0,5 до 2,5 мм, масса – от 2,5 до 6,0 г, предударная 
скорость – от 0,5 до 2,5 м/c. Поэтому при моделировании данные параметры принимались следу-
ющими: R = 1,15 мм, m = 4,23 г, Vп = 0,87 м/c.

Результаты исследований и их анализ. Оценка адекватности результатов конечно-эле-
ментного моделирования проводилась путем сравнения с экспериментальными данными, по-
лученными на более совершенном, чем обычный динамический твердомер, приборе ИПМ-1К 
[6]. Прибор позволяет регистрировать кривую нагружения в процессе ударного взаимодействия 
в координатах «контактное усилие P – перемещение индентора α», а также определять коэффи-
циент восстановления скорости Kr. Благодаря микроэлектронике прибор может быть реализован 
в портативном варианте. На рис. 3 показаны результаты эксперимента по индентированию жест-
ко закрепленной меры твердости 105 HB и моделированию данного процесса при следующих 
параметрах: σ0 = 200 МПа, γ = 70, n = 0,45.

Как видно из рис. 3, результаты моделирования ударного контакта достаточно приближены 
к экспериментальным данным. Это наблюдается как для диаграммы нагружения, так и кривой 

Рис. 2. Геометрическая модель контакта индентора 
с участком трубы

Fig. 2. Geometric model of indenter contact with the part of 
the pipe
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изменения скорости в процессе удара. Величина остаточных напряжений в центре отпечатка со-
ставляет примерно 0,4 от предела прочности, что также соответствует известным литературным 
данным [7].

Адекватность получаемых результатов позволяет перейти к моделированию ударного кон-
такта индентора с нежесткими конструкциями в виде труб и консольно закрепленных пластин, 
целью которого является оценка значимости изменения основных параметров кривой нагру-
жения, используемых при расчете твердости по различным алгоритмам. Такими параметрами, 
кроме Kr, могут являться: отношение максимальных значений силы и перемещения Pmax/αPmax 
и время активного этапа удара ta – этапа, на котором индентор внедряется в материал и внедре-
ние достигает максимума [8].

На рис. 4 показано изменение Kr для моделируемых случаев взаимодействия индентора 
с пластиной и цилиндрической оболочкой (трубой). Коэффициент восстановления скорости не 
является характеристикой материала и зависит от многих параметров индентирования. В то же 
время, если воспользоваться известной работой [9], в которой осуществлен переход от твердости 
в единицах Leeb (а фактически от Kr) к твердости HRC, то можно примерно оценить погрешность 
измерения твердости по известным шкалам. При таком резком снижении значения Kr, как пока-
зывают результаты моделирования (рис. 4), разбежка в показаниях твердости может составить 
до 50–100 % (40–100 единиц HB). И только при толщине стенки или пластины свыше 12–14 мм 
погрешностью измерений можно пренебречь, что подтверждает отсутствие необходимости рас-
сматривать при моделировании сортамент труб большого диаметра, которые имеют толщину 
стенки свыше 12 мм.

В то же время твердость, как уже указывалось, может определяться исходя из значений 
Pmax/αPmax и ta, которые могут быть прямо использованы для ее расчета [10]. На рис. 5, 6 пока-
заны характерные диаграммы, полученные при индентировании пластин и труб с различными 

Рис. 3. Результаты моделирования и эксперимента по 
индентированию стали твердостью 105 HB: а – диаграм-
ма нагружения, b – изменение скорости в процессе уда-

ра, c – эпюра остаточных напряжений
Fig. 3. The results of experiment and simulation of 
indentation process for steel with a hardness of 105 HB: 
a – loading diagram, b – change of the velocity during the 

impact process, c – residual stress diagram
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геометрическими параметрами. Следует отметить, что наименее подвержен влиянию прогибов 
конструкций λ при ударном взаимодействии активный этап нагружения. На пассивном этапе – 
этапе разгрузки – расхождение кривых нагружения более выражено, что особенно хорошо за-
метно на примере индентирования труб (рис. 6). При этом, чем выше твердость, тем бóльшую 
часть в общей деформации занимает прогиб конструкции, что и приводит к увеличению по-
грешности (рис. 7).

Для проведения комплексного анализа было выполнено 36 вариантов расчетов консольно за-
крепленных пластин и 18 вариантов расчетов цилиндрических оболочек, имитирующих трубы. 
Часть этих результатов представлена в таблице.

Как видно из таблицы, отклонение величин Pmax/αPmax и ta не превышает 3–12 % и 2–3 % 
соответственно от значений этих же величин для случая массивной, жестко закрепленной пла-
стины. Если принимать во внимание результаты, полученные в [8, 10, 11], то можно утверждать, 
что такое отклонение приведет к погрешности в измерении твердости до 10–20 единиц HB при 
использовании градуировки прибора по параметру Pmax/αPmax и до 15 единиц – при градуировке 

Рис. 4. Изменение коэффициента восстановления скорости в зависимости от: расстояния до места закрепления пла-
стины (твердость 105 НВ) – а (толщина пластины: 1 –5 мм, 2 – 7 мм, 3 – 12 мм); толщины стенки трубы (твердость 

210 НВ) – b (диаметр трубы: 1 – 105 мм, 2 – 405 мм, 3 – 70 мм)
Fig. 4. Change of the restitution coefficient depending on: the distance to the place of the plate fixing (hardness is equal to 
105 HB) – а (the plate thickness is equal to: 1 – 5 mm, 2 – 7 mm, 3 – 12 mm); the thickness of the pipe wall (hardness is equal 

to 210 HB) – b (the pipe diameter is equal to: 1– 105 mm, 2 – 405 mm, 3 – 70 mm)

Рис. 5. Типичные диаграммы контактное усилие – перемещение при индентировании пластины твердостью 105 НВ 
(σ0 = 200 МПа), толщиной 5 мм (а) и 12 мм (b): 1, 5 – внедрение в полупространство материала (жесткая пластина); 

расстояние от места заделки: 2, 6 – 5 мм, 3 – 10 мм, 4, 7 – 80 мм
Fig. 5. Typical contact force-displacement diagrams during the indentation of the plate with hardness 105 HB (σ0= 200 MPa), 
the plate thickness is equal to 5 mm (а), 12 mm (b): 1, 5 – penetration into the half-space of the material (rigid plate), 2, 6 – 

distance to the place of fixing is equal to 5 mm, 3 – 10 mm, 4, 7 – 80 mm
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Рис. 6. Типичные диаграммы контактное усилие – перемещение при индентировании трубы твердостью 210 НВ (σ0 = 
565 МПа), диаметром 150 мм (а) и 405 мм (b): 1 – внедрение в полупространство материала (жесткая пластина); тол-

щина стенки трубы: 2 – 10 (12) мм, 3 – 6 мм, 4 – 4 мм
Fig. 6. Typical contact force-displacement curves during the indentation of the pipe with hardness 210 НВ (σ0 = 565 MPa), 
pipe diameter is equal to 150 mm (а), 405 mm (b): 1 – impression into the half-space of material (rigid plate); pipe wall 

thickness is equal to: 2 – 10 (12) mm, 3 – 6 mm, 4 – 4 mm

Изменение параметров ударного контакта для различных конструкций
Variation of the impact contact parameters for different constructions

Пластина HB 105 HB 210

L, мм h, мм Pmax/αPmax, Н/мкм ta, мкс Kr Pmax/αPmax, Н/мкм ta, мкс Kr

0 5 12,5 28 0,32 19,91 23,5 0,52
5 12,2 28,3 0,315 19,49 24,4 0,517
10 11,95 28,9 0,30 19,23 24,5 0,510
80 11,73 29,4 0,241 18,91 24,7 0,397
0 12 12,55 27,9 0,322 19,83 23,4 0,523
5 12,42 28,2 0,32 19,56 23,7 0,520
10 12,37 28,5 0,31 19,36 24,2 0,519
80 11,95 29,3 0,304 18,95 24,5 0,499

Труба HB 105 HB 210

D, мм h, мм Pmax/αPmax, Н/мкм ta, мкс Kr Pmax/αPmax, Н/мкм ta, мкс Kr

70 6 11,95 28,7 0,258 18,83 24,2 0,464
4 11,46 30,1 0,231 18,43 25,3 0,42
3 11,3 30,42 0,205 17,87 25,7 0,376

150 10 12,18 28,3 0,267 19,52 24 0,485
6 12 29,1 0,239 18,85 24,4 0,445
4 11,49 29,5 0,212 18,57 25,5 0,42

405 12 12,46 28 0,270 19,72 23,5 0,491
8 12,05 28,4 0,248 19,06 24,2 0,463
6 11,97 28,6 0,230 18,86 24,3 0,43

4,5 11,84 29,3 0,210 18,73 24,6 0,39

по параметру ta при снижении толщины стенки до 5 мм. В то же время, для конструкций с твер-
достью более 300 НВ ее измерение, исходя из величины активного времени удара, становит-
ся проблематичным вследствие низкой чувствительности ta к изменению твердости. Поэтому, 
при измерении твердости нежестких конструкций можно предложить алгоритм ее определения 
с разбивкой по диапазонам: до 250 HB применять градуировку прибора, используя значения ta, 
свыше этого значения – параметр Pmax/αPmax.



44	 Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2017, no. 4, pp. 38–45

Благодарности
Работа выполнена при поддержке Белорусского ре-

спубликанского фонда фундаментальных исследований. 
Грант Т16-013 «Разработка физических основ контроля 
твердости материалов конструкций, имеющих ограни-
ченную жесткость, методом динамического локального 
деформирования».

Acknowledgments
This paper was supported by the Belarusian Republican 

Foundation for Fundamental Research. Grant T16-013 
“Development of the physical basis of the control of the 
hardness of materials of constructions with the limited stiff-
ness by the dynamic local straining”.

Список использованных источников

1.  Львовский, П. Г. Справочное руководство механика металлургического завода / П. Г. Львовский. – 4-е изд., 
испр. и доп. – Свердловск: Металлургиздат, 1962. – 980 с.

2.  Марковец, М. П. Определение механических свойств металла по твердости / М. П. Марковец. – М.: Машино
строение, 1979. – 191 с.

3.  Free Simulation Software Ansys [Electronic resource] // ANSYS.COM. – Mode of access: http://www.ansys.com/
Products/Academic/ANSYS-Student. – Date of access: 01.02.2017. 

4.  Ивашкин, А. Г. Анализ деформационного поведения моделей материалов в ANSYS / А. Г. Ивашкин // Матема
тические методы и модели: теория, приложения и роль в образовании: Междунар. науч.-техн. конф. (г. Ульяновск, 
28–30 апр. 2014 г.): cб. науч. тр. – Ульяновск, 2014. – С.79–92. 

5.  Heeres, O. M.  A comparison between the Perzyna viscoplastic model and the Consistency viscoplastic model / 
O. M. Heeres, A. S. Suiker, R. Borst // European Journal of Mechanics – A/Solids. – 2002. – Vol. 21, iss. 1. – P. 1–12.

6.  Kren, A. P. Determination of the critical stress intensity factor of glass under conditions of elastic contact by the 
dynamic indentation method / A. P. Kren // Strength of Materials. – 2009. – Vol. 41, № 6. – P. 628–636.

7.  Джонсон, К. Л. Механика контактного взаимодействия / К. Л. Джонсон. – М.: Мир, 1989. – 510 с.
8.  Рудницкий, В. А. Контроль физико-механических характеристик материалов и изделий по параметрам дина-

мического деформирования: дис. … д-ра техн. наук : 05.11.13 / В. А. Рудницкий. – Минск, 1992. – 355 с.
9.  Leeb, D. Definition of the hardness value L in the EQUOTIP dynamic measuring method / D. Leeb // VDI Berichte. – 

1986. – No. 583. – P. 109–133.
10.  Рудницкий, В. А. Соотношение динамической и статической твердости металлов / В. А. Рудницкий, 

А. П. Крень, Г. А. Ланцман // Вес. Нац. акад. навук Беларусі. Сер. фіз.-тэхн. навук. – 2016. – № 4. – С. 16–22.
11.  Инженерные методы исследования ударных процессов / Г. С. Батуев [и др.]. – М.: Машиностроение, 1977. – 

240 с.

Заключение. Использование обычных ди-
намических твердомеров, регистрирующих 
коэффициент восстановления скорости, воз-
можно при толщине стенки трубы свыше 10–
12 мм для обеспечения достаточной точности 
измерения. Измерение твердости консольных 
конструкций с их помощью возможно только 
в местах, к которым может быть приведена 
сосредоточенная масса или рядом с заделкой. 
В противном случае необходимо применять 
более совершенные приборы, например, ИПМ-
1К, позволяющие регистрировать весь процесс 
удара и измерять такие параметры, как кон-
тактное усилие, глубина внедрения, время ак-
тивного этапа удара. Это позволяет, используя 
градуировочные зависимости данных параме-
тров и твердости, проводить ее измерение для 
нежестких конструкций в виде труб с толщи-
ной стенки до 5 мм и на достаточно большом 
расстоянии (до 100 мм) от места жесткого за-
крепления – в случае проведения диагностики 
состояния консольных конструкций.

Рис. 7. Перемещение индентора и прогиб конструкции 
в зависимости от твердости и вида контролируемого из-
делия: 1 – изменение локального внедрения индентора, 
2 – прогиб конструкции в процессе ударного взаимодей-

ствия
Fig. 7. Displacement of the indenter and the deflection of 
the construction, depending on the hardness and the type of 
the sample tested: 1 – change of the local penetration of the 
indenter, 2 – deflection of the construction during the impact 

interaction process
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КИНЕТИКА ТЕПЛООБМЕНА ПО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ ДАННЫМ 
ВЛАГООБМЕНА В ПРОЦЕССЕ КОНВЕКТИВНОЙ СУШКИ ТОНКИХ ПЛОСКИХ 

МАТЕРИАЛОВ

Аннотация. Приведены результаты исследования сушки тонких плоских материалов методом регулярного те-
плового режима. Дана обработка экспериментальных данных обобщенными комплексными переменными. На осно-
вании обработки и анализа эксперимента получены приближенные эмпирические уравнения для расчета плотности 
тепловых потоков, длительности процесса сушки и температуры материала в периоде убывающей скорости сушки. 
Приведен расчет кинетики сушки без использования критериальных уравнений теплообмена по данным влагооб-
мена. Для группы тонких плоских материалов получены уравнения для определения темпа нагревания влажного 
материала и темпа убыли влагосодержания. Показано, что регуляризация в процессе сушки происходит не только по 
температурам и влагосодержаниям, но и по тепловым потокам. Дан анализ сушки тонких плоских материалов по ве-
личине теплообменного критерия Био в периоде убывающей скорости сушки. Показано, что во втором периоде суш-
ки критерий Био меньше 1 и принимает значения 0,2–0,5. Установлено, что темп нагрева влажного тела не зависит 
от режима сушки и толщины материала. Анализ кривых сушки показал, что темп убыли влагосодержания является 
сложной функцией режима сушки, начального влагосодержания, скорости сушки в первом периоде и ряда факторов, 
влияющих на процесс. Обработка опытных данных на основе обобщенных устойчивых комплексных переменных, 
представляющих собой наиболее общие закономерности кинетики сушки, позволяет получить достаточно простые 
и надежные приближенные уравнения для расчета тепловлагообмена в процессе сушки. Погрешность при таком ме-
тоде обработки эксперимента находится в пределах 3–5 %. Проведена проверка достоверности расчетных уравнений 
и сопоставление численных значений тепловых потоков, температур и длительности процесса с экспериментом.

Ключевые слова: среднеинтегральная температура, обобщенное время сушки, скорость сушки, влагосодержа-
ние, темп нагрева тела, темп убыли влаги, критерии Био, Фурье, число Ребиндера
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THE KINETICS OF HEAT TRANSFER USING EXPERIMENTAL DATA OF MOISTURE EXCHANGE  
IN THE PROCESS OF CONVECTIVE DRYING OF THIN FLAT MATERIALS

Abstract. The results of studies of drying of thin flat materials by method regular thermal regime are presented. The re-
sults of experimental data processing using generalized complex variables are shown. The approximate empirical equation for 
calculating the heat flow density, the duration of the drying process and the temperature of material at the period of decreasing 
rate were obtained by processing and analysis of experimental data. The article also indicated kinetics drying calculation 
with the experimental data of moisture exchange and without the use of criteria heat exchange equations. The equations for 
determining the rate of heating of the wet material and the rate of decrease in moisture content were obtained by the authors 
for a group of thin flat materials. The paper demonstrates that the regularization in the drying process takes place not only 
for temperature and moisture content, but also for thermal flow. An analysis of drying of thin flat materials by the magnitude 
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of the Biot heat exchange criterion in the period of the decreasing drying rate was performed. It was found that in the second 
drying period, the Biot number is less than 1 and takes the values 0.2–0.5. It is established that the rate of heating of wet ma-
terial does not depend on the drying regime and the thickness of the material. Analysis of drying curves showed that the rate 
of moisture content loss is a complex function of the drying regime, initial moisture content, drying speed in the first period, 
and a number of factors affecting the process. The processing of experimental data on the basis of generalized stable complex 
variables, which represent the most general regularities of the kinetics of drying, makes it possible to obtain fairly simple 
and reliable approximate equations for the calculation of heat and moisture exchange in the drying process. The inaccuracy 
with this method of processing the experiment is within 3–5 %. Validation of the estimated equations and comparison of the 
numerical values of the heat flows the temperature and duration of the drying process with the experiment were implemented.

Keywords: average integral temperature, generalized drying time, drying rate, moisture content, rate of heating of the 
material, rate of moisture decrease, criteria Bio and Fourier, the number Rebinder

For citation. Ol’shanskii A. I., Zhernosek S. V., Ol’shanskii V. I. The kinetics of heat transfer using experimental data of 
moisture exchange in the process of convective drying of thin flat materials. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. 
Seryya fizika-technichnych navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 
2017, no. 4, pp. 46–54 (in Russian).

Введение. Сушка влажных материалов не только теплотехнический, но и технологический 
процесс, в котором изменяются технологические и механические свойства высушиваемого ма-
териала. Длительность сушки является важным фактором при выборе метода и режима сушки. 
Правильно организованный режим сушки должен обеспечивать высокие технологические свой-
ства материала, и в этой организации главным фактором является длительность сушки.

Постановка задачи. Процесс сушки представляет собой сложный комплекс тесно связанных 
явлений, протекающих как в материале, так и на его поверхности. Многообразие факторов и их 
сложная взаимосвязь затрудняет получение аналитических зависимостей для расчета кинетики 
сушки конкретного материала.

Поэтому при описании кинетики сушки на основе обработки экспериментальных данных 
используются эмпирические зависимости с минимальным количеством постоянных, определяе-
мых опытным путем.

Из решения системы уравнений влаготеплопереноса при постоянных коэффициентах пере-
носа Льюисом, а затем А. В. Лыковым [1, 2] для пластины получено уравнение кривой скорости 
сушки
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4 1

B
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du a u u
d R
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τ  + p 
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где am – коэффициент диффузии влаги, м2/ч; RV – характерный размер тела, м; u , uр – текущее 
и равновесное влагосодержание материала; Bim – массобменный критерий Био. Если обозначить 
am / RV(4 / p2 + 1 / Bim) = K, то получим уравнение кривой скорости сушки

	
( )p .du K u u

d
− = −

τ
	 (2)

При расчете длительности сушки во втором периоде в простейшем случае при выборе линей-
ной аппроксимации кривой скорости коэффициент сушки K определяется уравнением [2–5]

	 p
,

u
NK

u
=

−кр

	 (3)

где N – скорость сушки в первом периоде, мин–1; uкр – критическое влагосодержание материала.
Коэффициент сушки K определяется экспериментально, построением зависимости ( )plg u u− = 

f ( t ) [2, 4].
Кинетика тепловлагообмена. Все известные способы представления кривой скорости суш-

ки обусловлены ее графическим дифференцированием, что связано с погрешностями экспери-
мента. Методы, основанные на обработке кривой скорости сушки, не могут быть универсальны-
ми, и следует использовать другие методы обработки опытных данных, не связанные с графи-
ческим дифференцированием кривой сушки. Погрешность при обработке экспериментальных 
данных методом обобщенных переменных находится в пределах точности проведения экспери-
мента и составляет 3–5 %.
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Уравнение теплового баланса для периода убывающей скорости сушки [2, 4, 5] можно запи-
сать в виде

	
II 0 0 0( ) ( ) ,du dtQ F rm c m c m

d
t

d
t −= α = + +

τ τ
с ж жп 	 (4)

где QII – мощность теплового потока, Вт; α – коэффициент теплообмена, Вт/(м2 · °С); tс, tп – соот-
ветственно температура среды и поверхности материала, °С; F –поверхность влажного тела, м2; 
r – теплота парообразования, Дж/кг; m0, mж – соответственно масса сухого тела и жидкости, кг; 
с0, сж – удельные теплоемкости сухого тела и жидкости, Дж/(кг · °С); /dt dτ – скорость нагрева 
влажного тела, °С/с.

Поскольку влагосодержание тела u  = mж / m0, то cW  m0 = m0(c0 + cжu), где cW = c0 + cжu  – тепло-
емкость влажного тела.

Основное уравнение кинетики сушки [2, 4, 5]

	 qII = qI N *(1 + Rb), 	 (5)

где Rb = cW  b / r – критерий Ребиндера; b = /dt du  – температурный коэффициент сушки, °С; 
N * – относительная скорость сушки.

Плотность теплового потока в первом периоде сушки равна [2]

	 qI = rr0 RV N,	 (6)

где ρ0 – плотность сухого тела, кг/м3; N – скорость сушки в первом периоде, с–1.
На основании уравнений (5) и (6) запишем уравнение (4) в виде

	
( ) *

0 0 01V W
du dtFr R N Rb N rm c m
d d

r + = +
τ τ

.	 (7)

С учетом RV = V0 / F; r0 = m0 / V0; dt /du  = Rbr / cW;  соотношения r0RV / F = m0 / F и определения 
числа Rb запишем dt / dt = r / cW  Rb du  / dt, и, переходя к удельным тепловым потокам на единицу 
поверхности испарения тела F, после простых преобразований уравнение (7) примет вид [5]

	
*.du NN

d
=

τ
	 (8)

Из уравнения (8) определяется скорость сушки в любой момент второго периода по величине 
N в первом периоде для любого режима и величине N*для заданного влагосодержания [5].

Обработкой многих экспериментальных данных по сушке различных материалов при раз-
личных методах энергоподвода получена общая зависимость для относительной скорости суш-
ки [6, 7]

	 ( )*
0 IIexp ,N a N= − τ 	 (9)

где NtII– обобщенное время сушки во втором периоде.
Постоянная a0 для всей группы исследуемых материалов определяется по зависимости  

a0 = 0,8 / uкр [6, 7]. Скорость сушки во втором периоде из уравнения (9)

	
( )0 IIexp .du N a N

d
= − τ

τ
	 (10)

Интегрируя уравнение (10) с учетом времени сушки в первом периоде, получим

	
( )0 0

0

1 1( ) ln 1 ( )u u a u u
N a
 τ = − − − − 
 

кр кр ,	 (11)

где u0, u  – соответственно начальное и текущее влагосодержание материала. Использование ме-
тода обобщения эксперимента на основе N t и N *дает хорошие результаты, если критическое вла-
госодержание uкр не зависит от режима сушки. Данные различных исследований показывают, 
что величина uкр для многих материалов незначительно изменяется при варьировании режима 
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сушки и этим изменением можно пренебречь [1, 2, 5]. Следовательно, для расчета длительности 
сушки по формуле (11) необходимо знать величины N и uкр.

При выбранном способе линейной аппроксимации кривой скорости du / dt = f ( t ) и при извест
ном коэффициенте сушки K длительность сушки во втором периоде определяется интегрировани-
ем уравнения (2) при K = const в пределах от τI = 0 до τII (второй период сушки и от uкр до u).

	

II

0

1 , ;
u

u

dud u u
K u u

τ
τ = − <

−∫ ∫
кр

кр
кр

 II
1 ln , .

u u
u u

K u u
−

τ = − <
−

р
кр

кр р

	 (12)

Подставляя в (12) значение коэффициента сушки K из (3) с учетом времени сушки в первом 
периоде, получим длительность до любого заданного текущего влагосодержания

	
0

1 ( ) ( ) ln .
u u

u u u u
N u u
  −

τ = − − −   −   

р
кр кр р

кр р

	 (13)

При температурах теплоносителя ct  > 90 °C равновесное влагосодержание материала 
uр ≈ 0 [5]. На рис. 1, а представлены результаты обработки эксперимента для зависимости 
z  =  a0 N tII  =  f (u  / uкр) для процессов сушки пористой керамики, листового асбеста, шерстя-
ного войлока и технического картона. Видно, что с допустимым разбросом все опытные точки 
ложатся на одну кривую. Обработкой опытных данных получено приближенное уравнение

	

1,25

0 II 0,24 .uz a N
u

−
 

= τ ≈   
 кр

	 (14)

Подставляя (14) в (9), получим выражение для относительной скорости сушки

	

1,25
* exp 0,24 .uN

u

−   ≈ −      кр

	 (15)

Плотность тепловых потоков для периода падающей скорости сушки определяется из основ-
ного уравнения кинетики сушки (5), не прибегая к расчетам коэффициента теплообмена α по 
критериальным выражениям. Уравнение кинетики сушки (5) с учетом уравнений (2), (3) и (6) 
запишется в виде

	
( )II 0 1 Rb ; .V

uq r R N u u u
u

 
= r + < <  

 
р кр

кр

	 (16)

На рис. 1, b представлены зависимости qII  =  f (u  / uкр), вычисленные по формулам (5) и (16). 
Критерий Ребиндера Rb в периоде постоянной скорости сушки равен 0. Во втором периоде 
с уменьшением влагосодержания материала Rb возрастает до значений ≈ 0,20–0,25 при влаго-
содержаниях, близких к равновесным, u  ≈ 0,01–0,03. Увеличение Rb в конце сушки указывает на 
необходимость прекращения процесса для избежания пересушивания материала и перерасхода 
энергии на сушку.

Зависимость числа Rb = f (u ) для многих материалов описывается эмпирической формулой 
[1, 2, 4–7]

	 ( )pRb exp ( ) .A n u u= − − 	 (17)

Значения постоянных A и n для некоторых влажных материалов даны в [8].
Регулярный режим. Для случая нагревания тонких плоских влажных тел в среде c constt =  

при равномерном распределении температуры по объему тела и отсутствии термического пере-
носа вещества в материале, когда теплообмен между поверхностями влажной пластины проис-
ходит по закону Ньютона, можно записать [9–11]

	
0 0 c( ).V

dtc R t
d

tr = α
τ

− 	 (18)
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Рис. 1. Графики зависимости основных параметров сушки тонких материалов от относительного влагосодержания 
и длительности сушки: а – зависимость комплекса z = a0 N τII = f (u / uкр) в процессе сушки пористой керамики (1), 
листового асбеста (2), шерстяного войлока (3) и технического картона (4) при режимах: tc = 90 °С; 120 °С; скорость 
воздуха υ = 3 и 5 м/с; b – зависимость плотности теплового потока qII от относительного влагосодержания в процессе 
сушки листового асбеста при режимах: 1 – 120 °С, 3 м/с; 2 – 120 °С, 5 м/с; 3 – 120 °С, 10 м/с; 4 – 150 °С, 5 м/с; 5 – 90 °С, 
5 м/с; c – зависимость cln( ) ( )t t f= τ−  для процесса сушки пористой керамики. Режимы сушки: 1 – 90 °С, 2 – 120 °С, 

3 – 150 °С; υ = 3; 5 м/с

Fig. 1. Graphs of the dependence of the main parameters of drying of thin materials on the relative moisture content and 
drying time: а – dependence of the complex z = a0 N τII = f (u / uкр) for the drying process of porous ceramics (1), of sheet 
asbestos (2), of wool felt (3) and of technical paperboard (4) at drying regimes: tc = 90 °С; 120 °С; air velocity υ = 3 и 5 m/s; 
b – dependence of the heat flux density qII from the relative moisture content during the drying of sheet asbestos at regimes: 
1 – 120 °С, 3 m/s; 2 – 120 °С, 5 m/s; 3 – 120 °С, 10 m/s; 4 – 150 °С, 5 m/s; 5 – 90 °С, 5 m/s; c – dependence cln( ) ( )t t f= τ−  

for the drying process of porous ceramics. Drying regimes: 1 – 90 °С, 2 – 120 °С, 3 – 150 °С; υ = 3; 5 m/s
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Решение уравнения (18) имеет вид [10]

	
I

c

c .
I

0 0
exp ,

Vc R
t t

t t
 α

Θ = = − τ r 

−
− м.т

	 (19)

где Θ – относительная избыточная температура влажного материала; tм.т. – температура мокро-
го термометра.

При сушке тонких плоских материалов теплообменный критерий Bi < 1 (малоинтенсивные 
процессы). Соотношение в уравнении (19) 0 0/ V tc R mα r =  представляет собой темп нагрева твер-
дого тела [9, 11]. Темп нагрева mt определяется формой тела, условиями теплообмена поверхно-
сти тела с окружающей средой и для всех режимов сушки остается постоянной величиной [9, 11, 
12]. Следовательно, для относительной температуры Θ при Bi < 1 можно записать [9, 11]

	
( )

c
I

c

.
I

.
exp .tmt t

t t
Θ = = −

−
τ

−

м т

	 (20)

Решение системы уравнений тепломассопереноса при граничных условиях третьего рода 
(сушка), когда безразмерный поток вещества на поверхности влажного тела – функция времени, 
дает зависимость безразмерной температуры Θ и относительного влагосодержания U  как функ-
цию критериев Bi Fo и Bim Fom [11]

	
( )c

c . .
i o ;B Ft t

t t
fΘ =

−
−

=
м т

 ( )p

0 p
,Bi Fom m

u u
U f

u u
= =

−
−

	 (21)

где Fo и Fom – теплообменный и массообменный критерии Фурье.
Теплообменные и массообменные критерии Bi и Bim в реальных условиях сушки имеют 

близкие численные значения [11].
Комбинации критериев Bi Fo и Bim Fom представляют собой важные обобщенные перемен-

ные [12]

	
II II

0 0
;Bi Fo t

V
m

c R
α

τ = τ
r

=  
0

i ,B Fo m
u

m
m

V
m m

c R
α

τ == τ
r

	 (22)

где mα  – коэффициент массообмена; cm – удельная массоемкость влажного тела; mu – темп убы-
ли влагосодержания.

Следовательно, для относительного влагосодержания U , учитывая (22), можно записать за-
висимость

	
( )p

0 p
exp u

u u
U

u u
m=

−
−

= − τ .	 (23)

Зависимость 0 ( )/ uU u fu m= = τ  представлена на рис. 2, а для ряда влажных материалов при 
различных режимах сушки. Видно, что все экспериментальные точки с допустимым разбросом 
укладываются на одну кривую.

Темп нагрева влажного тела mt и темп убыли влагосодержания mu находятся эксперимен-
тально построением графических зависимостей cln( ) ( )t t f= τ−  (см. рис. 1, c) и 0ln( ) ( )W W f= τ− . 
На рис. 2, b даны зависимости 0ln( ) ( )W W f= τ−  для процесса сушки листового асбеста (I) и по-
ристой керамики (II) при различных режимах.

Для тонких материалов наблюдается период постоянной температуры, совпадающий с пе-
риодом постоянной скорости сушки до первого критического влагосодержания Wкр. С началом 
второго периода температура материала возрастает от tм.т. ≈ tп до температуры tc при τ → ∞.

Темп убыли влагосодержания mu является сложной функцией режима сушки, начального 
влагосодержания 0u , способа подвода тепла и ряда других факторов, влияющих на процесс 
сушки [12, 13]. Из рис. 2, b видно, что все прямые начинаются от начального влагосодержания 

0u , а их направление определяется режимом сушки. Таким образом, регуляризация процесса по 
влагосодержанию наступает по окончании стадии прогрева материала. Обработкой результатов 
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экспериментальных исследований по сушке различных тонких материалов (пористая керамика 
δ = 5 мм; листовой асбест δ = 4–6 мм; шерстяной войлок δ = 6–8 мм; технический картон δ = 
4,5 мм) установлены приближенные зависимости:

	 0,115exp( 0,02 )t Wm = − кр ;	 (24)

	 00,087 exp( 0,02 )um N W= − .	 (25)

Решением уравнений (20) и (23) определяются среднеинтегральная температура материала 
и длительность процесса сушки [12, 13]

	 c c . . II( )exp( )tmt t t t −= − τ− м т ;	 (26)

	

p

0 p

1 ln
u

u
u

u
m u

−
τ = −

−
. 	 (27)

Проверка достоверности полученных формул и сопоставление расчетных и эксперименталь-
ных значений основных параметров приводятся в таблице.

Рис. 2. Зависимости влагосодержания материала от длительности сушки: а – зависимость относительного влагосо-
держания 0/U u u=  от обобщенной комплексной переменной muτ для процессов сушки. Режимы сушки: 1 – пористая 
керамика (tc = 90 °С; 120 °С, υ = 3; 5 м/с); 2 – листовой асбест (tc = 90 °С; 120 °С; 150 °С, υ = 3; 5 м/с); 3 – шерстяной 
войлок (tc = 90 °С; 120 °С; 150 °С, υ = 3; 5 м/с); 4 – подошвенная кожа (tc = 40 °С; 50 °С; 60 °С, φ = 25–45 %, υ = 1; 3 м/с); 
5 – пластины красной глины δ = 10–12 мм (tc = 90 °С; 120 °С, υ = 3; 5 м/с); 6 – технический картон (tc = 90 °С; 120 °С, 
υ = 3; 5 м/с); b – зависимость 0ln( ) ( )W W f= τ−  для процесса сушки листового асбеста (I) и пористой керамики (II). 
Режимы сушки: (I): 1 – 90 °С, υ = 5 м/с; 2 – 120 °С, υ = 3 м/с; 3 – 120 °С, υ = 5 м/с; 4 – 120 °С, υ = 10 м/с; 5 – 150 °С, υ = 

5 м/с; (II): 1 – 90 °С, υ = 5 м/с; 2 – 120 °С, υ = 5 м/с; 3 – 150 °С, υ = 5 м/с
Fig. 2. Dependence of the moisture content of the material on the drying time: а – dependence of the relative moisture content 

0/U u u=  for generalized complex variable muτ for drying processes. Drying regimes: 1 – porous ceramics (tc = 90 °С; 120 °С, 
υ = 3; 5 m/s); 2 – sheet asbestos (tc = 90 °С; 120 °С; 150 °С, υ = 3; 5 m/s); 3 – wool felt (tc = 90 °С; 120 °С; 150 °С, υ = 3; 5 m/s); 
4 – plantar skin (tc = 40 °С; 50 °С; 60 °С, φ = 25–45 %, υ = 1; 3 m/s); 5 – plates of red clay δ = 10–12 mm (tc = 90 °С; 120 °С, 
υ = 3; 5 m/s); 6 – technical paperboard (tc = 90 °С; 120 °С, υ = 3; 5 m/s); b – dependence 0ln( ) ( )W W f= τ−  for the process of 
drying sheet asbest (I) and porous ceramics (II). Drying regimes: (I): 1 – 90 °С, υ = 5 m/s; 2 – 120 °С, υ = 3 m/s; 3 – 120 °С, υ = 

5 m/s; 4 – 120 °С, υ = 10 m/s; 5 – 150 °С, υ = 5 m/s; (II): 1 – 90 °С, υ = 5 m/s; 2 – 120 °С, υ = 5 m/s; 3 – 150 °С, υ = 5 m/s
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Сопоставление экспериментальных значений среднеинтегральных температур и длительности сушки 
с расчетными по формулам (11), (13), (27) и (26) для некоторых влажных тонких материалов

Comparison of the experimental values of the mean integrated temperatures and the drying time with the calculated 
ones, which are obtained from formulas (11), (13), (27) and (26), for some moist thin materials

Пористая керамика, δ = 5 мм
Режим сушки: tc = 90 °С; υ = 10 м/с; u0 = 0,2; uкр = 0,1; N = 0,018 мин–1; mu = 0,105 мин–1; 

mt = 0,0942 мин–1; tм.т. ≈ tп = 37,5 °С
u, % τэкс, мин τрасч, мин

(11)
τрасч, мин

(13)
τрасч, мин

(27)
t экс, °С t расч, °С

(26)
τIIэксп, мин

0,08 
0,06 
0,04 
0,02

7,0 
8,6 
11,0 
13,5

6,85 
8,25 
10,65 
14,30

7,1 
8,4 
10,6 
15,2

6,78 
8,90 
11,80 

–

47 
54 
62 
74

46,0 
52,5 
60,5 
73,0

2,0 
3,6 
6,2 
8,6

Шерстяной войлок, δ = 8 мм
Режим сушки: tc = 120 °С; υ = 3 м/с; u0 = 1,14; uкр = 0,75; N = 0,00625 мин–1; mu = 0,065 мин–1;

mt = 0,00256 мин–1; tм.т. ≈ tп = 42 °С
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

9,5
12,0
15,0
18,2
22,5

9,35
11,6
14,4
17,8
21,4

9,15
11,4
14,2
17,6
22,3

10,4
12,9
15,7
19,0

–

47,0
51,0
56,2
60,6
64,7

48,0
51,5
57,0
61,2
65,4

3,0
5,5
8,5
11,7
16,2

Листовой асбест, δ = 6 мм
Режим сушки: tc = 120 °С; υ = 3 м/с; u0 = 0,46; uкр = 0,20; N = 0,022 мин–1; mu = 0,076 мин–1; 

mt = 0,075 мин–1; tм.т. ≈ tп = 40 °С
0,16
0,12
0,10
0,06
0,04
0,02

13,5
16,9
20,1
24,9
27,2
32,8

13,75
16,35
19,50
24,40
26,95
31,30

13,80
16,20
19,10
23,85
26,68
32,22

13,85
17,30
19,85
25,50
29,80

–

48,5
62,5

–
88,0
94,0
104,5

51,0
64,0

–
90,3
95,3
103,5

2,0
5,4
8,6
13,4
15,7
21,3

Заключение. Представлены результаты обработки опытных данных на основе обобщенных 
комплексных переменных и регулярного теплового режима. Изложен способ расчета кинетики те-
плообмена на основе обработки эксперимента по кинетике влагообмена без использования крите-
риальных уравнений теплообмена и определения коэффициентов теплообмена, что значительно 
сокращает объем расчетной работы. Приведены расчетные уравнения для определения основных 
параметров кинетики тепло- и влагообмена. Дана проверка полученных расчетных уравнений 
и сопоставление эксперимента с расчетными значениями основных параметров кинетики сушки.
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ВЛИЯНИЕ СИЛ ГРАВИТАЦИИ НА ПАРАМЕТРЫ ПАРОДИНАМИЧЕСКОГО 
ТЕРМОСИФОНА

Аннотация. Двухфазный пародинамический термосифон (ПДТ) является эффективным теплопередающим 
устройством, в котором реализуется замкнутый испарительно-конденсационный цикл переноса тепла, причем дви-
жущей силой, обеспечивающей возврат жидкой фазы рабочего вещества в конденсатор, являются гравитационное 
поле и давление пара. Оригинальная конструкция конденсатора и испарителя ПДТ позволяет передавать тепло-
вой поток в горизонтальном направлении на большие (10–20 м) расстояния. ПДТ можно использовать в теплооб-
менниках тепловых насосов, предназначенных для утилизации альтернативных источников энергии и вторичных 
энергоресурсов. Представлены результаты экспериментального исследования теплопередающей способности ПДТ 
с протяженным испарителем. Определены основные параметры ПДТ при различных величинах тепловой нагруз-
ки, изменениях перепада высот между испарителем и конденсатором. Установлены рабочий диапазон тепловых на-
грузок и максимально допустимый угол наклона термосифона, при которых не нарушается его работоспособность. 
Определены термические сопротивления устройства для рабочего диапазона тепловых нагрузок. Описана схема 
экспериментальной установки и изложена методика проведенного исследования. Полученные данные позволяют 
сделать вывод об устойчивой работоспособности теплопередающего устройства в диапазоне тепловых нагрузок 
300–1500 Вт при отклонении термосифона от вертикальной плоскости на угол до 85 град.

Ключевые слова: пародинамический термосифон, теплообменник, возобновляемые и вторичные источники 
энергии, испаритель, конденсатор, тепловая нагрузка
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IMPACT OF GRAVITY FORCE ON HEAT TRANSFER CHARACTERISTICS OF VAPORDYNAMIC 
THERMOSYPHON

Abstract. The two-phase vapordynamic thermosyphon (VDT) is an efficient heat transfer device. Closed vapordynam-
ic evaporative-condensation heat transfer cycle is realized inside it. Vapor pressure acts as a driving force for returning the 
liquid phase of working fluid to the condenser. The original design of the condenser and the evaporator of the VDT allows to 
transfer heat flow in horizontal direction to large (10–20 meters) distance. VDT can be used in heat exchangers of heat pumps, 
heat and cold accumulators of alternative energy sources and secondary energy sources for utilization. This article presents 
results of the experimental study and shows VDT heat transfer capability depending on the conditions of its work. For this 
purpose following VDT parameters were determined for different values of heat load and various drops between the thermo-
syphon evaporator and its condenser: the operating range of heat loads, maximum allowable thermosyphon angle of inclina-
tion, dependence of thermal resistance on the transmitted heat flow. The scheme of VDT is described and the methodology of 
the study is presented. Experimental data allows to conclude that high heat-transfer device working efficiency is achievable 
with heat loads between 300 and 1500 W and with vertical inclination angles up to 85 degrees.

Keywords: vapordynamic thermosyphon, heat exchanger, secondary- and renewable energy sources, evaporator, con-
denser, heat load
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Введение. Актуальность проблемы совершенствования теплообменной аппаратуры обуслов-
лена необходимостью решения сложных технических и экономических задач. По прогнозу ана-
литиков из Global Industry Analysts Inc., рынок теплообменников вырастет к 2020 г. до 24,3 млрд 
долларов США. Речь идет о теплообменниках, используемых в информационных центрах обра-
ботки данных по охлаждению и терморегулированию электронного оборудования. Причиной 
этого роста станет технологический скачок, связанный с необходимостью повышения эффек-
тивности данного оборудования. Создание устройств, передающих тепло с минимальными 
потерями, способствует развитию такого направления в энергетике, как утилизация низкопо-
тенциального тепла. В течение последних 40 лет рациональное и экологически чистое исполь-
зование энергии в Республике Беларусь приобретает все большее значение, при этом особое вни-
мание уделяется возобновляемым и вторичным энергоресурсам. В лаборатории пористых сред 
Института тепло- и массообмена имени А. В. Лыкова Национальной академии наук Беларуси 
изобретены и запатентованы в ряде стран мира, таких как США, Франция, Швеция, Бельгия, 
тепловые трубы и пародинамические термосифоны (ПДТ) – новые теплопередающие устрой-
ства, в которых реализуется замкнутый испарительно-конденсационный цикл переноса тепла, 
где движущей силой, обеспечивающей возврат жидкой фазы рабочего вещества в конденсатор, 
являются гравитационное поле и давление пара [1–5].

Тепловые трубы оригинальной конструкции и пародинамические термосифоны могут успеш-
но использоваться в составе теплообменников тепловых насосов (адсорбционных и абсорбцион-
ных), в солнечных коллекторах, грунтовых теплообменниках, что обеспечивает широкие воз-
можности их применения для утилизации тепла возобновляемых и вторичных энергоресурсов. 
ПДТ имеют принципиальное отличие от других известных в мире термосифонов и тепловых 
труб. Главная особенность ПДТ по сравнению с другими термосифонами заключается в наличии 
протяженного кольцевого зазора между паропроводящей трубой и конденсатором (конструкция 
типа «труба в трубе»), в котором происходит конденсация пара.

Основными областями применения ПДТ являются:
теплообменники в системах, утилизирующих тепло возобновляемых источников энергии 

(солнечное излучение, грунт, природные водоемы);
теплообменники-рекуператоры, использующие вторичные энергоресурсы – отработанная 

вода, газовые выбросы, имеющие место в технологических процессах, а также в системах венти-
ляции и кондиционирования воздуха;

системы поддержания теплового контроля в различных отраслях техники (пищевая и холо-
дильная; литейное и штамповочное производство).

Применение ПДТ в технологических процессах (сушка, кондиционирование помещений, 
термообработка пищевых продуктов в обжарочных и сушильных камерах, подогрев тротуаров 
и парковок для автомобилей, поддержание нужной температуры жидкого асфальта и бетона при 
их транспортировке, получение биотоплива и т. д.) позволяет эффективно использовать низко-
температурные источники энергии.

Тепловые трубы и термосифоны с водой в качестве рабочей жидкости обеспечивают высо-
кую энергетическую эффективность и одновременно надежность для обогрева или охлаждения 
ответственных и труднодоступных элементов электротехнических устройств [6].

ПДТ можно применять в качестве основных компонентов сухой градирни, предназначенной 
для понижения температуры рабочей жидкости, охлаждаемой воздухом окружающей среды, на-
пример в производстве экстракционной фосфорной кислоты для сохранения температуры экс-
трактора в пределах от 80 до 110 °C (в зависимости от типа проводимой реакции) и выделении 
около 20 МВт теплоты. Теплообменники на базе термосифонов дают возможность использовать 
выделяемое тепло в системе теплоснабжения предприятия. Утилизируемые таким образом вто-
ричные энергоресурсы позволяют исключить из схемы экстрактора такой элемент, как струй-
ный охладитель реакционной массы с электроприводом, благодаря чему происходит экономия 
электроэнергии и обеспечивается дополнительная экологическая безопасность процесса [7].

В [8] приводится система нагрева, охлаждения и вентиляции шахтных помещений на базе 
термосифонов, которая позволяет понизить расход топлива на 30–40 % при сохранении суще-
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ствующих габаритов котельной, при этом уменьшаются затраты энергии на подогрев приточно-
го воздуха. Представляет интерес использование термосифона в качестве подающего и обратно-
го стояков зданий в системах отопления и горячего водоснабжения. В таких системах тепло от 
внешнего источника подводится к испарителю, расположенному на нижнем этаже, а отвод тепла 
осуществляется с помощью расположенных на каждом этаже теплообменников, в межтрубном 
пространстве конденсируется часть пара рабочего вещества термосифона [9].

Однако для широкого и рентабельного внедрения и массового производства термосифонов 
необходима дальнейшая разработка конструкции устройства, что позволит улучшить их рабо-
чие характеристики и обеспечить эффективную передачу тепла. Устройство и механизм работы 
ПДТ рассмотрены в [10].

Цель работы – определить основные параметры ПДТ при различной величине его тепловой 
нагрузки, а также при изменении перепада высот между испарителем термосифона и конденса-
тором, установить рабочий диапазон тепловых нагрузок и максимально допустимый угол откло-
нения термосифона от вертикальной плоскости.

Схема экспериментальной установки. Для исследования процессов, протекающих в ПДТ, 
в Институте тепло- и массообмена имени А. В. Лыкова Национальной академии наук Беларуси 
был создан экспериментальный стенд с таким термосифоном.

Схема стенда с указанием основных его узлов приведена на рис. 1. На столе (II) установлен 
ПДТ (I) с возможностью изменения перепада высот между испарителем и конденсатором (откло-
нение термосифона от вертикального положения). Нагрев испарителя осуществляется электри-
ческим нагревателем (III), потребляемая мощность которого регулируется лабораторным авто-
трансформатором (IV) и контролируется ваттметром (V). Температура в различных точках ПДТ 
измеряется и регистрируется с помощью термопар и автоматизированного комплекса Agilent 
Technology 34970А (VI). Через патрубок к термосифону подключается манометр для проверки 
герметичности системы, а также производится заправка рабочей жидкостью.

Рабочий участок ПДТ (рис. 2) изготовлен разборным. Соединение между конденсатором 
и транспортной зоной выполнено с помощью фланцев 8 и 9. Конденсатор представляет собой 

Рис. 1. Стенд для экспериментального исследования: I – пародинамический термосифон, II – рабочий стол, III – элек-
трический нагреватель, IV – лабораторный автотрансформатор, V – ваттметр, VI – автоматизированный измеритель-

ный комплекс
Fig. 1. Experimental setup: I – vapordynamic thermosyphon, II – working table, III – electric heater, IV – laboratory 

autotransformer, V – wattmeter, VI – automated measuring system
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трубу 1 из нержавеющей стали марки 1Х18Н9Т с внешним диаметром 25 мм и толщиной стен-
ки 2 мм. На трубе установлено алюминиевое оребрение 2 для улучшения условий теплоотдачи 
между конденсатором термосифона и окружающей средой (воздух). Внутри конденсатора соосно 
установлена труба меньшего диаметра 3 для подачи пара в конденсатор. Это необходимо для 
разделения потоков пара и конденсата, что обеспечивает улучшение теплопередающих характе-
ристик ПДТ. Такая конструкция позволяет осуществлять передачу тепла в горизонтальном поло-
жении на большие расстояния. Испаритель 4, как и конденсатор, изготовлен из трубы, внешний 
диаметр которой 25 мм, а толщина стенки 2 мм. Внутренняя труба 5 в испарителе предназначена 
для возврата жидкости. Для обслуживания термосифона (заправки рабочей жидкостью, откачки 
воздуха из внутренней полости, подключения манометра) служит патрубок 7. Измерение темпе-
ратуры на поверхности конденсатора осуществлялось с помощью медь-константановых термо-
пар (тип Т, диаметр проводников 0,2 мм) и хромель-алюмелевых термопар (тип К) на испарителе 
(рис. 3).

Сбор и обработка информации производились автоматизированным комплексом Agilent 
Technology 34970А.

Перед началом работы из внутренней полости ПДТ удалялся воздух и проводилась его за-
правка рабочей жидкостью (дистиллированная вода). Процесс вакуумирования внутренней по-
лости термосифона осуществлялся путем откачки воздуха вакуумным насосом. Эта операция 
позволяет избежать образования в конденсаторе воздушных пробок.

Для проведения экспериментов, с учетом прилагаемых тепловых мощностей и геометрии 
термосифона (и его общего внутреннего объема), был выбран и применен уровень заправки, рав-
ный 650 мл дистиллированной воды.

Методика проведения опытов заключается в ступенчатом увеличении величины теплового 
потока с определенной временной выдержкой между двумя приращениями тепловой нагрузки. 
Интервал во времени необходим для стабилизации изменяющихся параметров ПДТ.

Рис. 2. Схема пародинамического термосифона: 1 – конденсатор, 2 – металлическое оребрение, 3 – внутренняя труб-
ка конденсатора, 4 – испаритель, 5 – внутренняя трубка испарителя, 6 – транспортная зона, 7 – патрубок, 8 и 9 – сое-

динительные фланцы
Fig. 2. Vapordynamic thermosyphon scheme: 1 – condenser, 2 – metal finning, 3 – internal condenser tube, 4 – evaporator, 

5 – internal evaporator tube, 6 – transport area, 7 – connecting pipe, 8 and 9 – connecting flanges
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Результаты и их обсуждение. При снижении тепловой нагрузки до 300 Вт (рис. 4) дальний 
относительно испарителя конец трубы конденсатора начинает постепенно охлаждаться. Пар кон-
денсируется на стенках малой трубы внутри конденсатора с образованием жидкостной пробки, 
что приводит к остановке циркуляции жидкости по зазору между внешней и внутренней трубами 
конденсатора и понижению температуры части конденсатора, поскольку давления пара во вну-
тренней трубе не хватает для проталкивания жидкости через конденсатор и обеспечения пол-
ноценной работы термосифона. Следовательно, необходимо обеспечить минимальный тепловой 
поток, достаточный, чтобы пар проталкивал жидкость до конца термосифона. Экспериментально 
определенная величина критической тепловой нагрузки ПДТ составляет 300 Вт.

Максимальная используемая тепловая нагрузка, ограниченная удельной мощностью нагре-
вательной ленты, была равна 1500 Вт и обеспечивала устойчивую работу термосифона.

При проведении экспериментов по изуче-
нию влияния угла наклона ПДТ на его работо-
способность термосифон отклоняется от вер-
тикальной плоскости (рис. 5) путем изменения 
положения в пространстве испарителя ПДТ 
при сохранении неизменного положения кон-
денсатора.

Результаты исследования влияния угла на-
клона ПДТ на температуру испарителя и кон-
денсатора при тепловых нагрузках 500 и 1000 Вт 
приведены на рис. 6 и 7. Изменение угла накло-
на производилось ступенчато, с постепенным 
выходом на стационарное состояние.

Полученные экспериментальные данные 
свидетельствуют о том, что стабильная, без 
значительных пульсаций температуры, работа 
в течение продолжительного времени наблю-
дается при боковом отклонении термосифона 
до 85 град в условиях медленного пошагового 
увеличения угла наклона с последующим вы-
ходом на стационарный режим. При угле от-
клонения термосифона 85 град температура 
на дальнем (относительно испарителя) конце 
конденсатора начинает быстро падать, то есть 

Рис. 3. Фотография пародинамического термосифона. Расположение термопар: красные – медь-константановые, чер-
ные – хромель-алюмелевые

Fig. 3. Vapordynamic thermosyphon photo. Locations of thermocouples: red – copper/constantan, black – chromel/alumel

Рис. 4. Изменение температуры в различных точках ис-
парителя и конденсатора ПДТ при ступенчатом пониже-
нии тепловой нагрузки (после выхода на стационарный 
режим): И1–И3 – показания термопар на испарителе, К1–

К4 – на конденсаторе
Fig. 4. Temperature changing at different points of the 
evaporator and condenser of VDT while heating load 
decreasing stepwise (after reaching the steady stage 
conditions): И1–И3 – indications of thermocouples on the 

evaporator, К1–К4 – on the condenser
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Рис. 5. Отклонение испарителя от вертикальной плоскости на угол φ  
(за изначальное принимается вертикальное положение термосифона)

Fig. 5. Inclination of the evaporator from the vertical plane by an angle φ  
(the initial position is vertical position of the thermosyphon)

Рис. 6. Температуры испарителя и конденсатора ПДТ 
как функция угла отклонения от вертикального положе-
ния для тепловой нагрузки 500 Вт. Tmin исп., Tmax исп. – тем-
пературные минимум и максимум для соответствую-
щих углов наклона на испарителе, Tmin конд., Tmax конд. – на 
конденсаторе. Tк4 – температура на дальнем относитель-
но транспортной зоны конце конденсатора, что указы-
вает на прекращение циркуляции рабочей жидкости по 

термосифону при больших углах наклона
Fig. 6. Evaporator and condenser temperatures of VDT 
as a function of the angle of inclination to the horizon line 
with thermal load of 500 watts applied. Tmin исп., Tmax исп. 
– temperature minimum and maximum for the respective 
angles of inclination on the evaporator, Tmin конд. Tmax конд. – 
on the condenser. Tк4 – temperature at the far end of the 
condenser relative to the transport zone. Its shows circulation 
termination of the working fluid along the thermosyphon at 

large angles of inclination

Рис. 7. Температуры испарителя и конденсатора ПДТ 
как функция угла отклонения от вертикального положе-
ния для тепловой нагрузки 1000 Вт. Tmin исп., Tmax исп. – 
температурные минимум и максимум для соответству-
ющих углов наклона на испарителе, Tmin конд., Tmax конд. 

– на конденсаторе
Fig. 7. Evaporator and condenser temperatures of VDT 
as a function of the angle of inclination to the horizon line 
with thermal load of 1000 watts applied. Tmin исп., Tmax исп. – 
temperature minimum and maximum for the respective 
angles of inclination on the evaporator, Tmin конд., Tmax конд. 

– on the condenser
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становится невозможной прежняя траектория движения жидкости. Критический угол наклона 
ПДТ для запуска установки из холодного состояния и выхода на ее рабочий режим равен 70 град.

При тепловых нагрузках 500–1500 Вт было рассчитано термическое сопротивление по фор-
муле

	

– ,t
T TR

Q
= и к

где Tи – температура испарителя, Tк – температура конденсатора, Q – тепловая нагрузка.
Для случая Q = 500 Вт термическое сопротивление Rt = 0,064 К/Вт.
Для случая Q = 1000 Вт, термическое сопротивление Rt = 0,046 К/Вт.
Для тепловых нагрузок в диапазоне 1000–1500 Вт термическое сопротивление измененяется 

в пределах 3–4 % относительно Rt для 1000 Вт.
Заключение. Разработан пародинамический термосифон с протяженным испарителем, 

способный передавать тепловой поток в горизонтальном направлении на большие расстояния. 
Минимальная тепловая нагрузка для запуска и работы пародинамического термосифона равна 
300 Вт. Устойчивая работоспособность теплопередающего устройства находится в диапазоне 
тепловых нагрузок 300–1500 Вт. Термосифон может работать при отклонении от вертикальной 
плоскости до 85 град без заметных ухудшений его характеристик. Запуск термосифона с после-
дующим переходом в рабочее состояние возможен под углом наклона до 70 град к вертикали. 
Изменение тепловой нагрузки ПДТ (от 500 до 1000 Вт), работающего под углами наклона, близ-
кими к критическому, не оказывает существенного влияния на работоспособность термосифона.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГРАФИКА ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ

Аннотация. Разработан метод восстановления графика продолжительности электрической нагрузки как глав-
ной прогнозной информации о спросе электрической энергии, используемой в долгосрочных оптимизационных ис-
следованиях энергосистем. Основная особенность предложенного метода заключается в непосредственном исполь-
зовании в алгоритме основных коэффициентов, характеризующих данную форму выражения спроса энергии, а так-
же ряд фиксированных точек на искомом графике, которые характерны для конкретной изучаемой энергосистемы. 
Решение о выборе фиксированных точек делается при помощи ретроспективной исторической статистики о работе 
энергосистемы. Полученные с использованием данного метода аналитические полиномиальные выражения позво-
ляют оперативно получать форму графика продолжительности нагрузки и как упростить процедуру ввода исходных 
данных о формах графиков в программах оптимизации, так и облегчить процесс их прогнозирования на длительные 
временные периоды. Точность метода была проверена путем сравнения с формами графиков прошлых лет, полу-
ченных из детальной почасовой электрической нагрузки энергосистемы Республики Беларусь. Было установлено, 
что величина погрешности на основной части графика не превосходит ± 1 % и несколько увеличивается на ее краях 
(± 4–6 %), что является достаточной точностью для проведения долгосрочного энергетического планирования.
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Abstract. A method has been developed to restore the shape of the electrical load duration curve as the main predictive 
information on the demand for electric energy used in long-term and medium-term optimization studies of power systems. 
The main feature of the proposed method is the direct use in the algorithm of the basic coefficients characterizing the given 
form of the expression for energy demand, as well as a number of fixed points on the desired curve that are characteristic 
of the particular power system under study. The decision on the choice of fixed points is done with the help of retrospective 
historical statistics on the operation of the power system. The analytical polynomial expressions obtained using this method 
allow to quickly obtain the shape of the load duration curve and to simplify the procedure for entering the initial forms of 
curves in optimization programs, as well as to facilitate the process of predicting them for long time periods. The accuracy 
of the method was verified by comparison with the curves of past years obtained from the detailed hourly electrical load of 
the power system of the Republic of Belarus. It was found that the error value on the main part of the curve does not exceed 
± 1 % and slightly increases at its edges (± 4–6 %), which is assumed to be sufficient accuracy for long-term energy planning.
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Введение. График продолжительности электрической нагрузки является широко исполь-
зуемой зависимостью, которая применяется в задачах оценки спроса электрической энергии. 
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По  методу построения она образуется путем суммирования продолжительностей каждой на-
грузки в порядке убывания на выбранном временном интервале [1, 2]. График может строиться 
на любом характерном отрезке времени (месяц, год) как в абсолютном, так и в относительном 
виде. Данная зависимость используется главным образом для определения будущего оптималь-
ного состава и режимов работы разнородных энергоблоков единой энергосистемы, то есть для 
каждого источника позволяет оценить его оптимальный коэффициент использования установ-
ленной мощности. Данный коэффициент выражает отношение фактически выработанной энер-
гии к потенциально максимальной энергии отдельного источника за определенный временной 
период и является важным технико-экономическим показателем эффективности его работы [3]. 
Кроме того, инвертированное представление графика продолжительности нагрузки позволяет 
находить не только ожидаемую выработанную энергию от каждого энергоисточника, но и оце-
нивать вероятность потери нагрузки энергосистемы, то есть вероятность недопоставки элек-
троэнергии, что используется, например, в концепции распространенной программы оптимиза-
ции энергосистем WASP-IV [4]. Указанные зависимости используются также в симуляционной 
программе оценки спроса MAED в качестве одной из форм выражения энергетического спроса 
с их последующим применением в программах оптимизации [5]. Информация о графике про-
должительности электрической нагрузки использовалась и при оптимизации структуры энерго-
системы Беларуси [6], однако без учета изменения его формы по годам исследуемого временно-
го периода.

Сказанное подтверждает необходимость качественного прогнозирования графиков продол-
жительности электрической нагрузки для каждого года исследуемого горизонта планирования 
при проведении долгосрочных оптимизационных исследований. Задачу прогнозирования можно 
разбить на два этапа. На первом этапе необходимо восстановить форму графика для выбранного 
базового года исследования по имеющимся фактическим данным для его основных характери-
стик. Вторым этапом будет прогнозирование основных характеристик и построение графиков на 
выбранном временном горизонте. В настоящей работе решается первая из этих задач.

Алгоритм и результаты. Основными характеристиками, во многом определяющими форму 
графика продолжительности электрической нагрузки, являются коэффициент неравномерности 
и коэффициент заполнения. Исходя из принятых определений под коэффициентом неравномер-
ности понимается отношение минимальной нагрузки к максимальной, а под коэффициентом за-
полнения – отношение средней нагрузки к максимальной.

Как показывает расчетный опыт, для восстановления формы графика продолжительности 
нагрузки в относительном виде достаточным является использование полинома 5-го порядка 
следующего вида:

	 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5( ) ,y t b b t b t b t b t b t= + + + + + 	  (1)

где время t и нагрузка y выражаются в относительных единицах, нормированных на 1.
Для восстановления графика нагрузки, то есть для расчета коэффициентов b0–b5, достаточно 

составить и решить следующую систему линейных уравнений 5-го порядка для моментов вре-
мени t1–t6:

	

2 2 2 2
1 0 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1

2 2 2 2
2 0 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2

2 2 2 2
3 0 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3

2 2 2 2
4 0 1 4 2 4 3 4 4 4 5 4

2 2 2 2
5 0 1 5 2 5 3 5 4 5 5 5

6 0 1 6

( )

( )

( )

( )

( )

( )

y t b b t b t b t b t b t

y t b b t b t b t b t b t

y t b b t b t b t b t b t

y t b b t b t b t b t b t

y t b b t b t b t b t b t

y t b b t b

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

= + + 2 2 2 2
2 6 3 6 4 6 5 6t b t b t b t+ + + .

	 (2)

При составлении систем (2) целесообразно принять во внимание следующие обстоятельства:
для одного из уравнений, например 1-го, рассмотреть момент времени t = 0 для этого момен-

та y1(t) = 1, что сразу определяет b0 = 1;
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для уравнения, например 5-го, рассмотреть момент времени t = 1;
вместо 6-го уравнения можно использовать выражение для средней по интервалу нагрузки, 

которая в случае единичного интервала является интегралом полинома в интервале от 0 до 1. 
По смыслу эта величина представляет собой коэффициент заполнения графика нагрузки.

С учетом приведенных обстоятельств матрица коэффициентов новой системы уравнений 
для неизвестных b1–b5 будет следующей:
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где элементы последней строки получаются как 
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Столбец свободных членов будет выглядеть следующим образом:
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В матрице-столбце (4) yмин(t) – минимальная нагрузка, которая также является важнейшей 
характеристикой графика продолжительности нагрузки; yср(t) – упомянутая выше средняя на-
грузка.

Коэффициенты b1–b5 легко находятся по правилу Крамера решения системы линейных алге-
браических уравнений

	
,i

i
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D
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где D – определитель матрицы T, а Di – определитель, получаемый из D заменой i-го столбца на 
столбец свободных членов.

Таким образом, для вычисления коэффициентов b1–b5 необходимо задать значения нагрузки 
в четырех точках временного интервала, одна из которых соответствует минимальному значе-
нию нагрузки при t = 1, и коэффициент заполнения графика нагрузки, который представляет 
собой отношение средней по интервалу времени нагрузки к максимальной.

Полученные значения коэффициентов b1–b5 гарантируют совпадение полученной аппрокси-
мации с фактической нагрузкой лишь в реперных точках, выбранных для восстановления гра-
фика. Поэтому необходима апробация для выяснения возможности использования предложен-
ного алгоритма для остальных точек графика.

На рис. 1 показаны фактический график продолжительности электрической нагрузки 2014 г. 
и восстановленная его форма по предлагаемому методу. Значение t в полиномиальной модели, 
также показанной на диаграмме, должно быть выражено в относительных единицах. Для по-
строения модели были выбраны следующие временные реперные точки в относительных еди-
ницах: t = 0,1; 0,2; 0,9; 1,0 с соответствующими величинами нагрузки также в относительных 
единицах 0,860; 0,803; 0,551; 0,455. Коэффициент заполнения равнялся 0,701.

Точность аппроксимации графика, восстановленного моделью, видна из кривой ошибок, по-
казанной на рис. 2.
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Рис. 1. Восстановленный график продолжительности нагрузки
Fig. 1. Restored load duration curve

Рис. 2. Относительная ошибка восстановления графика продолжительности нагрузки по модели
Fig. 2. Relative error of the load duration curve restoring by the model

Как видно из рис. 2, на основной части временного периода ошибка представления графи-
ка не превосходит ± 1 % и лишь на краях периода несколько увеличивается, достигая в макси-
муме ± 4–6 %. Такая точность восстановления графика продолжительности нагрузки, учитывая 
гарантированное точное восстановление основных характеристик зависимости, является впол-
не достаточной для целей энергетического планирования. При необходимости точность может 
быть увеличена разбиением временной шкалы на участки и применением настоящего метода на 
каждом из них. Следует только отметить необходимость корректного выбора реперных точек, 
используемых для построения модели. Точки должны выбираться так, чтобы как минимум вы-
полнялось условие строгого убывания значений функции в зависимости от времени. Опыт вос-
становления графиков продолжительности нагрузки белорусской энергосистемы для ряда лет 
показал, что приемлемыми значениями двух реперных точек являются значения около 10 % от 
начала и конца временного периода.

Заключение. Предложен метод восстановления графика продолжительности электрической 
нагрузки энергосистемы с помощью полиномиальной зависимости. Он позволяет сохранить ос-
новные характеристики – коэффициенты заполнения и неравномерности графиков продолжи-
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тельности электрической нагрузки. В применении к белорусской энергосистеме на 90 % годо-
вого временного периода ошибка представления графика не превосходит ± 1 % и лишь на краях 
периода несколько увеличивается, достигая в максимуме ± 4–6 %. Метод подходит для прогно-
зирования графиков продолжительности электрических нагрузок с использованием трендов из-
менений их основных характеристик.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СПОСОБОВ ПОСТАНОВКИ ПОМЕХ ПРИЕМНИКАМ СИСТЕМ 
ГЛОБАЛЬНОЙ НАВИГАЦИИ, УСТОЙЧИВЫХ К ПОДАВЛЕНИЮ СРЕДСТВАМИ 

КОГЕРЕНТНОЙ АВТОКОМПЕНСАЦИИ

Аннотация. Активные помехи приемникам систем глобальной навигации – СГН (GPS, Галилео, ГЛОНАСС, 
Бейдоу) приобретают все большее значение в задачах обеспечения безопасности, управления и контроля. С исполь-
зованием СГН несложно организуются разнообразные задачи: транспортные, организации охраны мобильных объ-
ектов или лиц, контроля трафика и др. Организация постановки эффективных помех, блокирующих нормальную 
навигацию, является важной научной и прикладной задачей. Постановка помех СГН, хотя и подпадает под формаль-
ные международные ограничения, тем не менее является обязательной военно-технической составляющей обеспе-
чения обороноспособности любого развитого государства.

Опыты последних лет свидетельствуют о быстром развитии техники постановки активных помех СГН и борь-
бы с ними. Эффективное применение активных помех пользователям СГН заставило производителей вооружений 
всерьез заняться усилением помехоустойчивости СГН современными методами. Несмотря на определенные огра-
ничительные условия по этому свойству систем (большие дальности до спутников, ограничения на мощность излу-
чаемых ими информационных сигналов, слабая направленность их передающих антенн) в странах-владельцах СГН 
опубликовано много информации о достижении резкого усиления их помехоустойчивости, что вызывает определен-
ные сомнения в объективности данных.

В статье представлены результаты научного анализа и моделирования эффективности постановки помех потре-
бителям информации СГН с приемниками, оснащенными корреляционными автокомпенсаторами активных помех 
(АК). Приведены доказательства снижения эффективности подавления помех, основанные на использовании прин-
ципиально параметрических свойств АК.

Ключевые слова: системы глобальной навигации, помехи, компенсаторы активных помех, эффективность ко-
герентного подавления помех
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RESEARCHING THE GNSS RECEIVER JAMMERS THAT ARE RESISTANT TO SUPPRESSION THROUGH 
EMPLOYMENT OF COHERENT AUTOMATIC JAMMING CANCELERS

Abstract. Active jamming of a global navigation system GNSS receiver (GPS, Galileo, GLONASS, BeiDou) is of grow-
ing significance for the missions of security, control and monitoring. GNSS facilitates organization of various tasks: transpor-
tation, protecting mobile facilities or persons, traffic control, and a lot of others. Organizing generation of effective jamming 
denying normal navigation represents an important applied problem. Jamming GNSS, even though formally subject to inter-
national restrictions, is nevertheless a mandatory military technical component of ensuring the defensive capability of any 
developed state.
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The experience of recent years testifies to fast development of the equipment generating jamming against GNSS, and the 
technologies of counteracting jamming. Effective employment of jamming against GNSS users made the arms manufacturers 
seriously tackle the problem of improving jamming immunity of GNSS through modern techniques. Given the certain narrow 
limits for this characteristic of a system (long distances to satellites, limitations imposed on the power of information signals 
emitted by them, feeble directivity of their transmitting antennas), the countries possessing GNSS have published a plethora 
of information related to having achieved a dramatic improvement of their antijamming capacity giving rise to certain doubt 
in objectivity of the data.

The article presents the results of scientific analysis and modeling of effectiveness of jamming against users of GNSS 
information with the receivers outfitted with correlative automatic jamming cancellers (AJC). Proof is provided of corrupting 
effectiveness of jamming cancellation, based on use of essentially parametric properties of the AJCs.

Keywords: global navigation systems, jamming, jamming cancellers, effectiveness of coherent jamming cancellation
For citation. Kostromitsky S. M., Shamovich E. I. Researching the GNSS receiver jammers that are resistant to suppres-

sion through employment of coherent automatic jamming cancelers. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. Seryya 
fizika-technichnych navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2017, 
no. 4, pp. 68–79 (in Russian).

Введение. Системы глобальной навигации (СГН) играют весьма важную роль во множестве 
современных прикладных задач: например, управление движением разнообразных объектов – 
автомобилей, судов, летательных аппаратов, людей и т. д. Стремительно расширяется сфера при-
менения указанных систем. Вопреки анонсированным и закрепленным международными дого-
ворами целям и задачам стремительно расширяется их применение в военном деле. Предельно 
просто и дешево с помощью СГН решаются задачи навигации самолетов, ракет, беспилотных 
летательных аппаратов (БПЛА), танков, боевых подразделений, солдат и т. д.

СГН стали мощным подспорьем в организации и ведении боевых действий. Именно поэто-
му в последние годы активно развиваются средства дистанционного блокирования аппаратуры 
пользователей СГН с использованием активных помех.

Известно, что одним из простейших способов блокирования указанных систем, который на-
шел широкое практическое применение, является их подавление активными помехами. Поэтому 
после 2003 г. профильные специалисты предприняли значительные усилия по преодолению про-
блемы влияния активных помех на эффективность пользовательской аппаратуры. Среди разра-
ботанных мер можно отметить изменение закона модуляции изучаемых сигналов спутников, 
введение дополнительных частотных каналов для их передачи, применение когерентных авто-
компенсаторов (АК) на пользовательских приемниках и т. д. [4–7].

При этом очевидными оставались: принципиальная подверженность работы приемников 
сигналов СГН активным помехам даже небольшой интенсивности; ограниченность свободы 
действий разработчиков по повышению помехозащищенности тем, что созвездия, по крайней 
мере GPS и ГЛОНАСС, к тому времени практически сформировались, поэтому отсутствовала 
возможность изменения состава и параметров бортовой аппаратуры спутников, в списке воз-
можностей были лишь применение резервной аппаратуры и корректировка программного обе-
спечения с использованием дистанционного управления.

Наиболее эффективной допустимой мерой по защите пользовательской аппаратуры оказа-
лись АК. Разработчики этой аппаратуры после нескольких эффективных применений помех не-
медленно отреагировали выпуском комплексных антенн GPS, состоящих из антенны основного 
приемного канала и от 4 до 7 дополнительных антенн для АК.

Появились публикации, доказывающие, что АК – решение, обеспечивающее в широком диа-
пазоне условий достаточную помехозащиту, которую трудно или практически невозможно пре-
одолеть (например, [1]).

Анализ переходных процессов многоканального корреляционного АК. В настоящей ста-
тье рассматриваются некоторые способы снижения эффективности помехозащиты приемников 
сигналов СГН с АК до состояния, при котором помеха сохраняет свою эффективность и обеспе-
чивает лишение потребителя СГН качественной информации.

На рис. 1 представлена схема корреляционного АК помех. Сигнал на выходе АК описывается 
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Рис. 1. Структурная схема корреляционного автокомпенсатора помех: ПФ – полосовой фильтр; G – усилитель с ко-
эффициентом усиления G (учитывает в том числе все коэффициенты преобразования смесителей и ПФ); Х – пере

множитель
Fig. 1. Correlative automatic jamming canceller block diagram: ПФ – band-pass filter; G – amplifier with gain factor G (takes 

into account all conversion factors of mixers and band-pass filters); Х – multiplier

Форма амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) полосового фильтра не имеет критиче-
ского значения: при аналоговой реализации АК на радиочастоте она имеет вид АЧХ резонансно-
го контура с квадратом АЧХ
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где ωф и Тф – соответственно частота настройки и постоянная времени резонансного контура, 
при реализации на видеочастоте она имеет вид АЧХ апериодического звена (1) с ωф = 0.

При цифровой реализации полосовых фильтров (ПФ) в таких задачах особенности обычно не 
возникают. В предположении идентичности коэффициентов усиления каналов Gk, можно запи-
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реляционная матрица сигналов дополнительных каналов АК и вектор взаимных корреляционных 
сигналов основного и дополнительных каналов * * *

0 1 0 2 0 0{ ( ) ( ), ( ) ( ),..., ( ) ( )}.NS t S t S t S t S t S t=      R . Здесь 
на основании предположения о стационарности входных сигналов S


i( t ) статистическое усредне-

ние заменено временным.
Тогда (2) принимает вид
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где E – единичная матрица. Из уравнения (3) следует, что при t º × и завершении переходных 
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При этом очевидно, что наличие единичной матрицы в последней форме отражает лишь ста-
тический характер ПФ. При использовании астатических ПФ W


уст = –R


–1R


0.

Для практических задач первоочередное значение имеет сходимость процесса самонастрой-
ки АК, его быстродействие и эффективность подавления помех. Оценка этих свойств возможна 
на основании решения системы дифференциальных уравнений (3).

Решение (3) осложняется взаимосвязью ее уравнений через недиагональную корреляцион-
ную матрицу R


. Формирование общих представлений о поведении интересующих нас параме-

тров возможно в результате диагонализации R

.

Перевод матрицы R

 к диагональному виду осуществляется с переходом в ее собственное 

подпространство, орты которого формируются из ее собственных векторов [2].
Дифференциальное уравнение относительно весового вектора W
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Здесь '
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ного вектора ' =  S QS ( Q – матрица собственных векторов матрицы R). Поэтому в (4) '
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диагональной, а уравнения системы – независимыми.
Не вдаваясь в несущественные в этом изложении детали, запишем готовое решение (4) в ска-

лярном виде [3]
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Из (5) видно, что завершение переходного процесса АК в целом происходит только после за-
вершения переходного процесса в канале с минимальным собственным значением λ.

Очевидно, что каждый из N реальных переходных процессов (3) будет определяться весовой 
суммой из компонент (5), 1, .k N=  Поэтому каждый из весовых коэффициентов kw  установится не 
ранее, чем самый «медленный» из '

kw .
Известно, что след матрицы R
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l = σ + σ∑ ∑R = п ш  – определяется суммарной 

средней мощностью сигналов и внутренних шумов приемников дополнительных каналов АК. 
Здесь 22 iσп  и 22 iσш  соответственно средние мощности помехи, принимаемой i-м дополнительным 
каналом, и его внутреннего шума.
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Используемый в теории матриц термин «обусловленность матрицы» (conditioning) может 
быть определен в рассматриваемых приложениях как отношение ее максимального значения 
к минимальному собственному: max min .Cond = l lR

В наших приложениях если число одновременно действующих источников излучения 
M  <  N, то минимальное собственное значение 2

min 2l = σш – средняя мощность внутреннего 
шума дополнительных каналов приема в предположении их равенства [3]. Значит, в пренебреже-

нии мощностью внутренних шумов дополнительных каналов величина 
1

N
i

i=
l∑  равна суммарной 

средней мощности сигналов дополнительных каналов АК, подлежащих подавлению.
Следует отметить, что каждое из собственных значений может варьировать в зависимости 

от: соотношения мощностей собственно подавляемых источников излучения; их относительно-
го углового положения; взаимной корреляции их комплексных амплитуд и др.

Перечисленные факторы, изменяясь, могут влиять на обусловленность Cond R

, улучшая или 

ухудшая ее, уменьшая или увеличивая lmin, а значит, уменьшая или увеличивая ak из (5).
Заманчивой представляется идея аналитического исследования распределения собственных 

значений lk в зависимости от перечисленных факторов, но это исследование при N > 2, как по-
казывает практика, является громоздким, а при N > 4 в большинстве случаев нереализуемым. 
Кроме того, быстродействие AK фактически зависит не только от значений Cond R


, но и от на-

чальных условий w

k(0). В (5) описан монотонно затухающий переходный процесс – фактически 

сильно упрощенная абстракция.
В реальности соотношение (3) описывает градиентный алгоритм поиска экстремума функ-

ционала качества (минимума дисперсии ошибки самонастройки, максимума отношения правдо-
подобия, максимума отношения сигнал/помеха и др. [3]), выбор которого не влияет на выводы 
настоящей статьи. При комплексном описании входных сигналов функционалы качества описы-
ваются сложными функциями, в общем случае 2N+1-мерного пространства, время достижения 
экстремума (то есть установившегося состояния) в которых сильно зависит не только от Cond R


, 

но и от начальных условий w

k(0).

Из изложенного следует вывод о том, что полезные результаты могут быть получены только 
с использованием имитационного моделирования поведения адаптивных процессов АК, пред-
ставленного на рис. 1.

Объект исследования. С целью максимального приближения к практике (подавление помех 
GPS приемником с четырехканальным АК активных помех) исследованию подвергается АК со 
структурной схемой, представленной на рис. 1. Фото антенной системы и формы диаграмм на-
правленности антенн основного и дополнительных каналов представлены на рис. 2 и 3 соответ-
ственно.

С целью исключения излишней детализации описания алгоритмов имитационного модели-
рования отметим, что моделирование осуществлялось в ходе решения системы (3), все сигналы, 

Рис. 2. Антенные системы GPS приемников c автокомпенсатором помех
Fig. 2. GPS receiver antenna systems with automatic jamming canceller
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весовые коэффициенты и их описания – ком-
плексные случайные процессы. Начальные ус-
ловия задавались разнообразными для оценки 
их влияния на сходимость и время адаптации 
системы. В результате имитационного модели-
рования большого объема получены практиче-
ски полезные результаты, описываемые далее 
в статье.

Результаты имитационного моделиро-
вания. Автокомпенсатор с двумя дополни-
тельными каналами. Один источник помехи. 
Для  простоты вначале проведем моделиро-
вание работы АК с двумя дополнительными 
каналами при наличии единственного источ-
ника помех. В условиях отсутствия мерцания 
АК успешно подавляет помеху, наряду с этим 
отношение помеха/внутренний шум прием-
ных каналов составляет 30 дБ.

При этом исходные процессы комплекс-
ной самонастройки весовых коэффициентов 
w


1 и w


2 заканчиваются примерно одновремен-

но по фазе и амплитуде за 10–20 мкс (рис. 4), усредненная по времени диаграмма направленно-
сти приемной антенны GPS с учетом АК изображена на рис. 5.

Эффективность подавления помехи составляет порядка υП = 30 дБ, что вполне соответствует 
ожиданиям и множеству известных практических выводов. При этом под эффективностью по-
давления помехи υП мы понимаем отношение мощности помехи на выходе АК при его выклю-
ченном и включенном состояниях. Очевидно, что в условиях постановки единственной помехи 
допустимым способом снижения эффективности υП является амплитудная модуляция помехи. 
При  этом частота модуляции критична для максимизации ее эффективности и должна выби-
раться исходя из полосы пропускания замкнутого АК.

В наших экспериментах мы выбрали частоту амплитудной модуляции примерно 100 кГц 
и добились снижения υП всего на 4–5 дБ. Казалось бы, резонансные замирания сигнала помехи 
должны обеспечивать бόльшие потери в значениях υП, но причина незначительности выигрыша 
становится понятной из следующих соображений. При поступлении мощной помехи полоса зам-
кнутого АК быстро расширяется и быстродействие составляет десятки микросекунд. При ослаб
лении (выключении) помехи значение ak в (5) падает примерно в тысячу раз и система становит-
ся вялой. Для «забывания» положения источника помехи требуется время, гораздо большее, чем 
на начальную настройку.

Добиться «забывания» мы можем с помощью более длительного отключения помехи. Но этот 
путь имеет ограниченные возможности: при слишком длительном отключении помехи она пе-
рестает выполнять свои функции – мешать местоопределению. Именно поэтому практический 
выигрыш в потере эффективности подавления столь невелик. Из изложенного вытекает целесо-
образность перехода к синхронной модуляции параметров помех, излучаемых из рассовмещен-
ных в пространстве точек.

Таким образом, рассмотрена ситуация, в которой реализуется временная́ модуляция един-
ственного «сигнального» собственного значения lk из выражения (5).

Автокомпенсатор с четырьмя дополнительными каналами. При задании трех непрерывных 
шумовых помех, действующих с различных угловых направлений при равных средних мощно-
стях и отношении помеха/внутренний шум, используется антенна, изображенная на рис. 2, а.

При исследовании четырехканального АК было выполнено множество экспериментов, в ходе 
которых оценивались реализуемые коэффициенты подавления (К) при действии помех.

В первом варианте задавалась помеха с одного углового направления (с использованием вре-
менной модуляции). Эксперименты показали, что увеличение числа компенсационных каналов 

Рис. 3. Формы диаграмм направленности антенн основ-
ного и дополнительных каналов

Fig. 3. Shapes of antenna patterns of the main and additional 
channels
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Рис. 4. Переходный процесс самонастройки весовых коэффициентов w

1 и w


2: a – модуль w


1, b – аргумент w


1, c – мо-

дуль w

2, d – аргумент w


2

Fig. 4. Transitional process of self-tuning of weighting coefficients w

1 and w


2: a – modulus w


1, b – argument w


1, c – 

modulus w

2, d – argument w


2
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снижает эффективность применения мерцающей помехи: выигрыш в снижении коэффициен-
та подавления помехи за счет оптимально подобранной частоты мерцаний снижается с 4–5 до 
1–2 дБ.

Во втором варианте задавалось мерцание помех с частотой мерцания в 100 кГц, попеременно 
действующих с трех угловых направлений, что позволило снизить коэффициент подавления на 
5–6 дБ по сравнению с подавлением немерцающей помехи, действующей с одного углового на-
правления.

Рассмотрим показательный пример, доказывающий высокие потенциальные возможности, 
которыми обладает метод управления обусловленностью корреляционной матрицы R


 совмест-

но с применением мерцающих помех.
Для демонстрации роли Cond R


 моделируются две ситуации.

В первой ситуации две попеременно включаемых с частотой 100 кГц группы источников по-
мех равной мощности с разных азимутов и одинаковым углом места для всех в  ε = 0°:

первая группа: b1 = –90°, b2 = 0°, b3 = 90°;
вторая группа: b1 = –45°, b2 = 45°, b3 = 135°.
Отношение помеха/шум по всем источникам одинаково и составляет 36 дБ. На рис. 6 показа-

ны переходные процессы самонастройки АК для примера первого весового коэффициента w

1 по 

амплитуде и фазе (остальные, w

2–w


4 ведут себя сходным образом).

Из рис. 6 видно, что переходные процессы заканчиваются примерно за 100 мкс, причем про-
цессы настройки фазы завершаются гораздо быстрее за счет малых начальных амплитуд w


1.

На рис. 7 показаны реализуемые усредненные за 50 мс азимутальные диаграммы направ-
ленности для указанных двух групп источников – при отсутствии мерцания (действует только 
одна группа – сплошная линия) и при попеременном включении-выключении с частотой 100 кГц 
(пунктирная линия).

Из рис. 7 видно, что применение описанного способа мерцания приводит к существенному 
снижению коэффициента подавления АК на 15–20 дБ по сравнению с потенциалом.

Во второй ситуации две попеременно включаемых с частотой 100 кГц группы из трех источ-
ников помех в условиях первой ситуации, но с азимутами:

первая группа: b1 = –30°, b2 = 0°, b3 = 30°;
вторая группа: b1 = –15°, b2 = 15°, b3 = 45°.
В условиях этого примера обусловленность матрицы Cond R


 заметно ухудшена, что привело 

к значительному увеличению длительности процесса самонастройки, которая составила около 
15 мс (рис. 8). Поэтому для второй ситуации частота мерцаний была снижена до 1 кГц (рис. 9). 
При этом выигрыш в снижении коэффициентов подавления помехи не столь велики (рис. 10), как 
в предыдущем примере, впрочем, с ухудшением Cond R


 снизились и сами потенциальные коэф-

фициенты.

Рис. 5. Усредненная по времени диаграмма направленности приемной антенны GPS с учетом АК
Fig. 5. Time-averaged receiving GPS antenna pattern taking into account JC
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Рис. 6. Переходный процесс самонастройки весового коэффициента w

1: a – модуль w


1, b – аргумент w


1

Fig. 6. Transitional process of self-tuning of weighting coefficient w

1: a – modulus w


1, b – argument w


1

Рис. 7. Усредненная по времени диаграмма направленности приемной антенны GPS с учетом АК: a – b1 = –90°, 
b2 = 0°, b3 = 90°; b – b1 = –45°, b2 = 45°, b3 = 135°

Fig. 7. Time-averaged receiving GPS antenna pattern taking into account JC: a – b1 = –90°, b2 = 0°, b3 = 90°; b – b1 = –45°, 
b2 = 45°, b3 = 135°
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Рис. 8. Переходный процесс самонастройки весового коэффициента w

1 (частота мерцаний 100 кГц): a – модуль w


1, 

b – аргумент w

1

Fig. 8. Transitional process of self-tuning of weighting coefficient w

1 (blink rate 100 kHz): a – modulus w


1, b – argument w


1

Рис. 9. Переходный процесс самонастройки весового коэффициента w

1 (частота мерцаний 1 кГц): a – модуль w


1, b – 

аргумент w

1

Fig. 9. Transitional process of self-tuning of weighting coefficient w

1 (blink rate 1 kHz): a – modulus w


1, b – argument w


1
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Заключение. Применение АК в устройствах защиты от активных помех пользовательских 
приемников СГН является на сегодня наиболее эффективным способом. При этом появляющая
ся в публикациях информация о коэффициентах подавления помех АК в 45–50 дБ и более на 
практике является преувеличением.

Стабилизация параметрических свойств АК с использованием различных автоматических 
регулировок усиления не может затрагивать или снижать влияние обусловленности корреляци-
онных матриц сигналов дополнительных каналов.

Следует отметить, что упомянутая обусловленность сильно зависит от угловых расстояний 
между источниками помех, их пространственной и временной корреляций.

Проведенные исследования показали, что применение синхронной пространственно-времен-
ной модуляции сигналов от группы распределенных в пространстве наземных передатчиков по-
мех обеспечивает снижение коэффициентов подавления помех до 15–20 дБ и более от их потен-
циальных значений, что вполне достаточно для прекращения местоопределения пользователей 
СНГ на тактических дальностях.
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ЛИНЕЙНОЕ СУММИРОВАНИЕ СИГНАЛОВ РАВНОЙ МОЩНОСТИ, 
ПЕРЕДАВАЕМЫХ ПОСРЕДСТВОМ ОБОБЩЕННОГО КАНАЛА СВЯЗИ  

С ЗАМИРАНИЯМИ 

Аннотация. Учитывая важность статистических моделей, используемых при описании канала связи с замира-
ниями, подчиняющимися таким законам распределения, как Накагами-n (распределение Райса) и Накагами-q (рас-
пределение Хойта), при рассмотрении наземных, мобильных и спутниковых телекоммуникационных систем, мы 
представляем альтернативный подход, основанный на моментных функциях, для анализа характеристик прием-
ных устройств с линейным суммированием сигналов равной мощности, передаваемых посредством каналов связи 
с замираниями, которые являются независимыми, но необязательно идентично распределенными в соответствии 
с законами Райса и Хойта. Получены точные математические выражения для моментных функций отношения сиг-
нал/помеха на выходе сумматора приемного устройства. Исследуются важные критерии характеристик приемно-
го устройства, такие как среднее отношение сигнал/помеха на выходе приемного устройства, степень замираний, 
спектральная эффективность в режиме сигналов малой мощности. Кроме того, используя рациональную аппрокси-
мацию Паде, то есть наилучшую рациональную аппроксимацию степенного ряда, применительно к производящей 
функции моментов отношения сигнал/помеха на выходе приемного устройства, оцениваются средняя вероятность 
ошибок на символ и вероятность нарушения связи. Мы также исследуем соответствие моделирования замираний 
в канале связи, описываемых распределением Хойта, с помощью выбранной должным образом модели распреде-
ления Накагами-m при условии, что рассматривается помехозащищенность, или коэффициент ошибок приемного 
устройства при линейном суммировании сигналов равной мощности.

Ключевые слова: сигналы равной мощности, распределение Райса, распределение Хойта, распределение 
Накагами, фазовая модуляция, отношение сигнал/помеха
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EQUAL GAIN COMBINING OVER GENERALIZED FADING CHANNELS

Abstract. We suggest the alternative approach based on definition of the moment generating function for the average 
signal-to-noise ratio (SNR) at the receiver output with the purpose to analyze performance of systems with equal gain com-
bining over Nakagami-n (Rice) and Nakagami-q (Hoyt) fading channels under consideration of land, mobile and satellite tele-
communication systems. We derive the exact closed-form mathematical expressions for average symbol error probability and 
outage probability using the Pade rational approximation to moment generating function of the SNR at the output of the com-
biner. We investigate the following important receiver performance such as the average SNR at the receiver output, fading, 
spectral effectiveness at weak input signals. Additionally, we study the rational Pade approximation of the moment generating 
function applying to the average SNR at the receiver output and evaluate bit error rate and the outage probability. Additionally, 
we investigate a possibility of modeling a Hoyt fading channel based on presentation Nakagami-m statistical model for evalu-
ation of error performance under the use of equal gain combining technique.

Keywords: equal power signals, Rice distribution, Hoyt distribution, Nakagami distribution, phase modulation, signal-
to-noise ratio
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Введение. Разнесенный прием сигналов – это хорошо известное направление в области обра-
ботки сигналов c целью строгого определения средней мощности сигнала и уменьшения уровня 
флюктуаций сигнала в каналах связи с замираниями, при котором множество полученных копий 
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сигнала может быть суммировано разумным образом для того, чтобы обеспечить более высокое 
значение отношения сигнал/помеха на выходе приемного устройства. Основными технология-
ми для разнесения сигналов являются линейное суммирование дифференциально взвешенных 
сигналов каждого канала, сложение разнесенных сигналов с автовыбором и их комбинация, так 
называемое обобщенное сложение разнесенных сигналов с автовыбором.

Линейное суммирование сигналов равной мощности представляет наибольший практиче-
ский интерес для исследования среди указанных технологий, потому что этот метод обеспе-
чивает очень близкую вероятность ошибок на бит или символ к аналогичной характеристике 
оптимального метода суммирования дифференциально взвешенных сигналов каждого канала, 
демонстрируя при этом очень простую практическую реализацию.

В современной литературе оцениванию вероятности ошибок на бит или символ на выходе 
приемных устройств, выполняющих линейное суммирование сигналов равной мощности и рабо-
тающих в условиях замираний в канале связи, описываемых распределениями Накагами-n (рас-
пределение Райса) и Накагами-q (распределение Хойта), не уделено так много внимания по 
сравнению с рэлеевскими замираниями в канале связи (распределение Накагами-m), главным 
образом, вследствие сложной формы представления плотности распределения вероятностей 
для законов распределения Райса и Хойта, несмотря на тот факт, что закон распределения 
Накагами-n (распределение Райса) и закон распределения Накагами-q (распределение Хойта) де-
монстрируют великолепное совпадение с экспериментальными измерениями замираний в кана-
ле связи для наземных, мобильных и спутниковых систем телекоммуникации.

Строго говоря, закон распределения Накагами-n (распределение Райса) [1–3], частным слу-
чаем которого является рэлеевский закон распределения, обеспечивает оптимальное совпадение  
с экспериментальными данными как для наземных [4, 5], мобильных [6], так и для спутниковых 
систем телекоммуникации [7–9]. Закон распределения Накагами-q (распределение Хойта) [2], 
как правило, характерен для спутниковых каналов связи вследствие наличия ионосферного мер-
цания и модифицируется в пределах от одностороннего гауссовского распределения до рэлеев-
ского закона распределения замираний в канале связи [10, 11]. В дальнейшем мы будем называть 
закон распределения Накагами-n (распределение Райса) и закон распределения Накагами-q (рас-
пределение Хойта) как модели замираний Райса и Хойта соответственно. 

Предыдущие исследования, касающиеся додетекторного разнесения сигналов равной мощ-
ности с линейным суммированием при наличии моделей замираний Райса и Хойта в канале свя-
зи, представлены в [12–16]. Более точно в [12] оценивается помехозащищенность, или коэффи-
циент ошибок при использовании когерентной двоичной фазовой модуляции и некогерентной 
двоичной частотной модуляции при разнесении сигналов равной мощности с линейным сумми-
рованием, аппроксимируя функцию распределения вероятностей суммы L статистически неза-
висимых случайных величин [17].

Однако, как упоминалось в [18], элегантное разложение в ряд степенной функции, выпол-
ненное в [12], имеет форму 0,5 ± Σ. Принимая во внимание хвосты распределения, необходимо 
учитывать большое число членов разложения в ряд, чтобы не потерять значимые коэффициенты 
при округлении значений, когда осуществляется сложение Σ с 0,5 или вычитание Σ из 0,5. 

Помехозащищенность, или коэффициент ошибок для некогерентной двоичной частотной мо-
дуляции при линейном суммировании сигналов равной мощности для случая медленных, корре-
лированных и избирательных во времени замираний Райса, исследовалась в [13]. В [14] представ-
лен альтернативный полуаналитический подход для оценивания функции распределения вероят-
ностей взвешенной суммы L независимых случайных величин, распределенных по закону Райса, 
при условии наличия или отсутствия аддитивного белого гауссовского шума, используя эрмитово 
численное интегрирование. Этот результат применяется затем в [15] для оценивания вероятности 
ошибок на бит или символ в случае использования когерентной двоичной фазовой модуляции.

В [16], применяя теорему Парсеваля, представлен основанный на преобразовании интеграла 
ошибок в частотной области альтернативный подход к оцениванию средней вероятности оши-
бок на бит или символ на выходе приемных устройств с линейным суммированием сигналов 
равной мощности, которые передаются по каналу связи с замираниями, описываемыми моде-
лями Рэлея, Накагами-m, Райса, Хойта. Однако выражения для вероятности ошибок на бит или 
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символ для моделей замираний Райса и Хойта включают в себя интегралы с бесконечными пре-
делами интегрирования и подынтегральные выражения, образованные бесконечными суммами 
комплексных функций (вырожденных гипергеометрических функций) вследствие комплексных 
форм представления их характеристических функций.

В настоящей работе мы преодолеваем проблемы, связанные с определением плотности рас-
пределения вероятностей суммы случайных величин, характеризующих замирания в канале 
связи, и использованием комплексных форм характеристических функций, путем предложения 
альтернативного подхода, основанного на производящей функции моментов, с целью анализа 
характеристик вероятности ошибок на бит или символ на выходе приемных устройств с линей-
ным суммированием сигналов равной мощности, работающих в условиях независимых и не
идентичных замираний в канале связи, описываемых моделями замираний Райса и Хойта.

Используя строгие математические выражения для производящих функций моментов от-
ношения сигнал/помеха на выходе сумматора приемного устройства и аппроксимируя соответ-
ствующие производящие функции моментов при помощи теории аппроксимации Паде [19], мы 
исследуем важные критерии определения вероятности ошибок на бит или символ. Среднее зна-
чение отношения сигнал/помеха на выходе приемного устройства, степень замирания и спек-
тральная эффективность в области сигналов малой мощности выражаются в простой матема-
тической форме при произвольном числе входных каналов приемного устройства и случайном 
характере замираний в канале связи.

Средние значения вероятности ошибок на бит или символ и вероятности нарушения связи 
строго аппроксимируются, используя хорошо известный подход на основе производящей функ-
ции моментов [20]. Кроме того, рассматривается возможность представления канала связи с за-
мираниями, описываемыми моделью Хойта, законом распределения Накагами-m, выбранным  
в соответствии с требованиями при условии, что исследуется помехозащищенность, или коэф-
фициент ошибки на выходе приемного устройства с линейным суммированием сигналов равной 
мощности. Предлагаемый математический анализ сопровождается представлением многочис-
ленных результатов моделирования и соответствующим графическим представлением.

Моменты отношения сигнал/помеха на выходе приемного устройства. Рассмотрим L-ка
нальное приемное устройство, выполняющее линейное суммирование сигналов равной мощ-
ности при условии статистической независимости, но необязательной идентичности распре-
деления случайных процессов, поступающих по каналам связи на вход приемного устройства,  
и гладких замираний в каналах связи. Такая модель канала связи соответствует пространствен-
ному разнесению сигналов системами передачи информации, для которой случайные процессы, 
поступающие на вход приемного устройства, являются идентично распределенными так же, как 
и при многолучевом излучении по частотно-избирательным каналам связи при наличии замира-
ний, для которых зависимость между мощностью сигнала и его задержкой на входе приемного 
устройства стремится к неравномерности.

Отношение сигнал/помеха на выходе приемного устройства можно определить следую-
щим образом:
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где xi – огибающая случайного процесса на i-м входном канале многоканального приемного 
устройства, которая рассматривается как случайная величина, распределенная в соответствии 
с законом распределения Райса или Хойта; Es – энергия сигнала на символ; N0 – односторонняя 
спектральная плотность распределения мощности аддитивного «белого» гауссовского шума.

По определению, момент n-го порядка отношения сигнал/помеха на выходе приемного 
устройства можно представить в следующем виде 
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где E {…}– математическое ожидание случайной величины. Расширяя член (x1 + … + xL)
2n, ис-

пользуя мультиномиальное тождество [21], (2) может быть представлено в виде
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С учетом мгновенного значения отношения сигнал/помеха для каждого канала при приеме 
разнесенных сигналов, определяемого как qi = xi

2 Es / N0, (3) может быть представлено как
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Предположим, что случайные процессы во всех каналах приемного устройства при линей-
ном суммировании сигналов равной мощности не коррелированны между собой. Тогда (4) мож-
но представить в более простом виде
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Если приемное устройство функционирует при наличии в канале связи замираний, подчиня-
ющихся закону распределения Райса, то отношение сигнал/помеха для каждого канала разнесен-
ного приема распределено в соответствии с нецентральным χ2 законом распределения. 

Используя определение для моментов случайной величины, распределенной в соответствии 
с нецентральным χ2 законом распределения [20], и учитывая (5), моменты отношения сигнал/по-
меха на выходе приемного устройства при линейном суммировании сигналов равной мощности 
могут быть записаны в виде следующего математического выражения:

	

 (6)

где 0j j sq E= Ω N – среднее значение отношения сигнал/помеха на символ для j-го канала 
приемного устройства при 2

j ixΩ = – среднее значение 2
ix на символ; ( )Γ ⋅ – Гамма функция [16];

1 1( , ; )F ⋅ ⋅ ⋅ – вырожденная гипергеометрическая функция первого рода [21]; Kj – коэффициент 
Райса для j-го канала приемного устройства, определяемый как отношение мощности сигнала  
в главной компоненте к общей рассеиваемой мощности.

Если Kj º –× (дБ), получаем рэлеевские замирания в канале связи; при Kj º × (дБ) 
замирания в канале связи отсутствуют. Значения коэффициента Райса для наземных, мобильных 
и спутниковых систем телекоммуникации лежат в пределах от 0 до 12 дБ [5, 22]. В дальнейшем 
без потери общности будем полагать, что коэффициент Райса принимает одно и то же значение 
для всех каналов разнесенного приема, то есть K1 = … = KL = K.

Если многоканальное приемное устройство функционирует в условиях замираний в канале 
связи, определяемых законом распределения Хойта, то моменты отношения сигнал/помеха на 
выходе приемного устройства могут быть определены при подстановке в (5) моментов отноше-
ния сигнал/помеха для каждого канала на входе приемного устройства, что приводит к резуль-
тату [20]
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где 2 1( , ; ; )F ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ – гауссовская гипергеометрическая функция [21]; γj – параметр замирания в канале 
связи для закона распределения Накагами-q замираний j-го канала разнесенного приема 
сигналов, который изменяется от 0 (гауссовское распределение замираний в канале связи) до 1  
(рэлеевское распределение замираний в канале связи).

Как и прежде, предположим без какой-либо потери общности, что γj принимают одно и то 
же значение для всех каналов разнесенного приема, то есть γ1 = … = γL = γ. Моменты отношения 
сигнал/помеха на выходе многоканального приемного устройства используются в последующем 
для исследования важных критериев определения вероятности ошибок при линейном сумми-
ровании сигналов равной мощности, таких как средняя мощность отношения сигнал/помеха на 
выходе приемного устройства, степень замираний в канале связи, спектральная эффективность  
в области очень слабых сигналов, характеризующихся очень малым значением отношения сиг-
нал/помеха по мощности. Также исследуются вероятность ошибок и вероятность отказа или на-
рушения связи, аппроксимируя производящую функцию моментов на основе теории аппрокси-
мации Паде. 

Необходимо отметить, что моменты более высокого порядка также полезны для анализа 
алгоритмов обработки сигналов при решении задач обнаружения сигналов и играют фунда
ментальную роль в понимании вероятности ошибок на бит или символ для широкополосных 
систем связи при наличии замираний в канале связи [23–25].

Среднее значение отношения сигнал/помеха на выходе приемного устройства. Среднее зна-
чение отношения сигнал/помеха на выходе L-канального приемного устройства с линейным 
суммированием сигналов равной мощности, которое функционирует при наличии независимых 
и не идентичных по распределению замираний в канале связи, описываемых законом распреде-
ления Райса, может быть получено, полагая n = 1 в (6). После простых математических преобра-
зований мы получаем
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В случае независимых и идентично распределенных замираний в канале связи, то есть 
,iq q=  (8) сводится к более простому выражению
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Заметим, что при K º × (дБ) легко проверить, что (9) сводится к выражению для рэлеевских 
замираний в канале связи, полученному в [20]. При замираниях в канале связи, описываемых за-
коном распределения Хойта, среднее значение отношения сигнал/помеха на выходе L-канального 
приемного устройства с линейным суммированием сигналов равной мощности для независимых 
и не идентично распределенных замираний в канале связи может быть получено при n = 1 в (7). 
После простых преобразований получаем
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В случае независимых идентично распределенных замираний в канале связи (10) имеет вид
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	 (11)

При γ = 1 (рэлеевские замирания) (11) упрощается и сводится к известному уравнению [20].
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Степень замираний и спектральная эффективность. Степень замираний была определена  
в [25] как единая мера показателя воздействия замираний в канале связи. Эта мера, как правило, 
независима от средней мощности замираний в канале связи и определяется следующим образом
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q q
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	 (12)

где Var{qвых} – дисперсия отношения сигнал/помеха на выходе приемного устройства. Используя 
(6), получаем, что для замираний в канале связи, распределенных по закону Райса, степень зами-
раний определяется как
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Если приемное устройство с линейным суммированием сигналов равной мощности функцио
нирует при условии, что замирания в канале связи распределены в соответствии с законом рас-
пределения Хойта, тогда степень замираний в канале связи, используя (7), имеет вид
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Степень замираний в канале связи может быть использована для исследования спектраль-
ной эффективности при наличии гладких замираний в области очень слабых сигналов по 
мощности, например в спутниковой системе телекоммуникации. Тогда минимальное отноше-
ние энергии сигнала на бит к мощности помехи, требуемое для надежной связи, составляет 
(Eb / N0 )min = –1,59 дБ.

Наклон кривой спектральной эффективности S0 как функция отношения сигнал/помеха на бит 
Eb / N0 в единицах бит/Гц на 3 дБ при минимальном значении (Eb / N0 )min определяется как [26]
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где xвых – огибающая амплитуды процесса на выходе сумматора приемного устройства. Вы
ражение (15) можно записать в виде степенного ряда замираний в канале связи на выходе сумма-
тора, то есть
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Используя (13) и (14) с учетом (16) спектральная эффективность в области очень слабых сиг-
налов по мощности может быть определена для приемных устройств с линейным суммировани-
ем сигналов равной мощности, которые функционируют при наличии замираний в канале связи, 
распределенных в соответствии с законами Райса и Хойта соответственно.

Численный анализ. Предположим, что многоканальное приемное устройство функционирует 
согласно экспоненциальной зависимости между мощностью рассеивания и задержкой сигнала 
во времени, то есть 1 exp{ ( 1)}.iq q i= −δ −
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Рис. 1 демонстрирует графическое представление нормализованного среднего значения от-
ношения сигнал/помеха, характерного для первого канала, на выходе многоканального приемно-
го устройства для линейного суммирования сигналов равной мощности, как функцию числа ка-
налов приема сигналов при наличии замираний в канале связи, распределенных по закону Райса: 
K = 0 дБ и K = 7 дБ, и Хойта: γ = 0,3 и γ = 0,6 соответственно.

На рис. 2 представлена степень замираний 
в канале связи для линейного суммирования 
сигналов равной мощности как функция со-
ответствующего параметра замираний в кана-
ле связи, K или γ, для нескольких значений L. 
Как и ожидалось, на выходе сумматора прием-
ного устройства степень замираний в канале 
связи компенсируется более эффективно с уве-
личением числа каналов L приемного устрой-
ства при линейном суммировании сигналов 
равной мощности.

На рис. 3 представлена спектральная эф-
фективность в области очень слабых сигналов 
по мощности для многоканального приемного 
устройства при линейном суммировании сиг-
налов равной мощности, которое функциони-
рует в условиях замираний в канале связи, рас-
пределенных в соответствии с законом Райса. 
Спектральная эффективность демонстриру-
ется для канала связи без замираний, подвер-
женного воздействию аддитивного «белого» 
гауссовского шума с целью сравнения.

Рис. 1. Нормализованное среднее значение отношения 
сигнал/помеха для первого канала как функция числа 
каналов L при замираниях, распределенных по закону 

Райса (черный цвет) и Хойта (красный цвет) 
Fig. 1. Normalized average SNR for the first channel versus 

channel number L in Rice (black) and Hoyt (red) fading

Рис. 2. Степень замираний в канале связи при линейном 
суммировании сигналов равной мощности как функция 
от соответствующего параметра замираний в канале 

связи, K (черный цвет) и γ (красный цвет)
Fig. 2. Fading channel degree for equal gain combining 

versus fading channel parameter, K (black) and γ (red)

Рис. 3. Спектральная эффективность в области слабых 
сигналов при замираниях Райса в канале связи; AWGN – 

аддитивный «белый» гауссовский шум
Fig. 3. Spectral effectiveness for low power signals in Rice 

channel fading; AWGN – additive white Gaussian noise
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Частота ошибок и вероятность нарушения связи. Средняя вероятность ошибок на символ. 
Метод исследований, основанный на производящей функции моментов [20], является унифициро-
ванным для определения коэффициента или частоты ошибок при передаче двоичных данных для 
ряда видов модуляции. Однако пока не получены точные математические выражения для произво-
дящей функции моментов отношения сигнал/помеха на выходе приемного устройства с линейным 
суммированием сигналов равной мощности.

По этой причине в настоящей работе предлагается использовать теорию аппроксимации 
Паде как альтернативный и простой способ для аппроксимации производящей функции момен-
тов. Объясним в краткой форме, как можно применить теорию аппроксимации Паде для получе-
ния точной рациональной аппроксимации производящей функции моментов Mqвых (s) для отно-
шения сигнал/помеха на выходе приемного устройства.

По определению производящая функция моментов равна [27]

	 Mqвых(s) = E{exp(sqвых)} 	 (17)

и может быть представлена в виде степенного ряда, например в виде ряда Тейлора
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Затруднительно сделать вывод, что степенной ряд в (18) имеет положительный радиус схо
димости и относительно какого значения он сходится. Для решения этой проблемы привлекается 
теория аппроксимации Паде [19] как простой и альтернативный способ аппроксимации произ-
водящей функции моментов. Аппроксимирующая функция Паде является той рациональной 
функциональной аппроксимацией для Mqвых (s) установленного порядка В для знаменателя  
и порядка А для числителя так, что разложение в степенной ряд согласуется с разложением  
в степенной ряд функции Mqвых (s) порядка A + B
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где o{sN + 1}– бесконечно малая величина, которой можно пренебречь. Здесь необходимо оценить пер-
вые A + B моменты для построения аппроксимирующей функции R[A/B](s). В последующем, Mqвых (s) 
аппроксимируется, используя аппроксимирующие функции Паде R[A/B](s) под диагональю матри-
цы, поскольку только в этом случае гарантируется сходимость и однозначность Mqвых (s) [14, 21]. 
С помощью аппроксимирующих функций Паде выражения для коэффициента или частоты ошибок 
могут быть получены непосредственно для некогерентных и дифференциальных методов переда-
чи двоичных данных, например, некогерентная двоичная фазовая модуляция, дифференциальная 
двоичная фазовая модуляция, поскольку для остальных случаев обычные интегралы с конечными 
пределами интегрирования и подынтегральные выражения, составленные из элементарных функ-
ций, должны без труда вычисляться с использованием численного интегрирования.

Вероятность нарушения связи. В дополнение к среднему значению коэффициента или часто-
ты ошибок вероятность нарушения связи является другим стандартным критерием характеристи-
ки вероятности ошибок на бит или символ для систем телекоммуникации и связи, функционирую-
щих в условиях замираний в канале связи. Эта вероятность определяется как вероятность события 
того, что суммарное отношение сигнал/помеха qвых по своему значению меньше  qпор, то есть [20] 

	
1( ) ( )  ,outage

q q q
P F q s s−= =   L Mвых вых

пор
пор 	 (20)

где Fqвых( · ) – функция распределения вероятностей отношения сигнал/помеха на выходе при-
емного устройства с линейным суммированием сигналов равной мощности; L–1( · ) – инверсное 
преобразование Лапласа.
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Согласно рациональной аппроксимации Паде,
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Используя остаточную инверсию, вероятность нарушения связи может быть без труда опре-
делена из (20) как
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где pi и λi – полюса и остатки (бесконечно малые числа, которые могут рассматриваться как 0) 
соответственно.

Более подробная и детальная информация о том, каким образом осуществляется аппрокси
мация функции распределения вероятностей и плотности распределения вероятностей, пред
ставлена в [28, 29].

Численный анализ. Представим некоторые численные результаты для иллюстрации предла-
гаемого математического анализа.

Рис. 4, a представляет среднюю вероятность ошибок на символ для 4-, 8- и 16-битовой диф-
ференциальной двоичной фазовой модуляции, используемой при линейном суммировании сиг-
налов равной мощности в условиях замираний в канале связи, распределенных согласно зако-
ну распределения Райса при K = 7 дБ и L = 2, 3. На рис. 4, а также представлены результаты 
компьютерного моделирования с целью проверки точности предлагаемой аппроксимации 
Паде. Наблюдается очень хорошее совпадение между результатами математического анализа 
и компьютерного моделирования.

Средние значения вероятности ошибок на символ для двоичной фазовой модуляции, квадра-
тичной фазовой модуляции, 8- и 16-битовой двоичной фазовой модуляции, используемой при 

Рис. 4. Средняя вероятность ошибок на символ как функция отношения сигнал/помеха: а – M-битовая дифферен-
циальная фазовая модуляция при замираниях Райса в канале связи, K = 7 дБ, * – компьютерное моделирование;  

b – M-битовая фазовая модуляция при замираниях Хойта в канале связи, γ = 0,5
Fig. 4. Average symbol error rate versus SNR: a – M-BDPSK in Rice fading channel, K = 7 dB, * – simulation; b – M-BPSK 

in Hoyt fading channel, γ = 0.5
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линейном суммировании сигналов равной мощ
ности в условиях замираний в канале связи, 
распределенных в соответствии с законом рас
пределения Хойта при γ = 0,5 и L = 2, 3, демон-
стрируются на рис. 4, b. 

На рис. 5 представлена вероятность на-
рушения связи, или вероятность отказа, для 
приемного устройства с удвоенным и утроен-
ным линейным суммированием сигналов рав-
ной мощности в условиях независимых зами-
раний в канале связи, идентично распределен-
ных в соответствии с законами распределения 
Райса и Хойта соответственно, как функция 
от инверсного нормализованного порога на-
рушения связи q–1/qпор для нескольких параме-
тров замирания в канале связи. Как и вероят-
ность ошибок на символ на выходе приемного 
устройства с линейным суммированием сиг-
налов равной мощности, вероятность наруше-
ния или отказа связи уменьшается при возрас-
тании каналов приема сигналов и низких зна-
чениях параметров замираний в канале связи, 
то есть K и γ.

Аппроксимация модели Хойта моделью Накагами. Рассмотрим возможность аппрокси-
мации закона распределения Хойта законом распределения Накагами-m, поскольку это касается 
анализа вероятности ошибок на символ при линейном суммировании сигналов равной мощно-
сти. Соответствие требованиям для параметров замираний в канале связи, распределенных со-
гласно закону распределения Райса, было изложено в [26], используя простую форму математи-
ческого представления закона распределения Накагами-m, что позволило представить несколько 
областей интерполяции параметров, в которых наблюдалась как удовлетворительная, так и неу-
довлетворительная совместимость.

Аппроксимация закона распределения Хойта соответствующим законом распределения 
Накагами-m была предложена в [2]. Отношение между параметром замирания m в канале связи 
закона распределения Накагами-m и параметром замирания γ закона распределения Хойта пред
ставлено как
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Для полноты исследования возможности аппроксимации замираний в канале связи, 
распределенных в соответствии с законом распределения Хойта, законом распределения 
Накагами-m, используя (23), на рис. 6 представлена средняя вероятность ошибок на бит как 
функция среднего значения отношения сигнал/помеха на символ для двоичной фазовой моду-
ляции при линейном суммировании сигналов равной мощности в условиях замираний в канале 
связи, распределенных как в соответствии с законом распределения Хойта, так и согласно зако-
ну распределения Накагами-m.

Используется закон распределения Накагами-m при m = 0,75, который аппроксимирует за-
мирания в канале связи, распределенные в соответствии с законом распределения Хойта при 
параметре замираний γ = 0,7.

Полученные результаты показывают, что эквивалентность двух законов распределения тем 
выше, чем меньше среднее значение отношения сигнал/помеха на бит (среднее значение вероят
ности ошибок на бит увеличивается) и чем больше число каналов приема сигналов L. Например, 
при BERav = 10–3 закон распределения Хойта превосходит эквивалентное распределение Нака
гами-m на 3 дБ, 1,68 и 1,4 дБ при L = 2, 3, 4 соответственно.

Рис. 5. Вероятность отказа связи как функция порога на-
рушения связи q–1/qпор при замираниях Райса и Хойта  

в канале связи 
Fig. 5. Outage probability versus threshold q–1/qпор in Rice 

and Hoyt fading channels
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Для более худших условий в канале связи, 
когда параметр замираний в канале связи, рас-
пределенных в соответствии с законом распре-
деления Хойта, равен γ = 0,3, легко заметить, 
что при BERav = 10–3 превосходство распре-
деления Хойта по сравнению с распределени-
ем Накагами-m равно 4,13 дБ, 2,48 и 1,45  дБ 
при m = 0,585 и L = 2, 3, 4 соответственно. 
При  BERav  = 10–4 преимущество составляет 
5,51 дБ, 4,14 и 2,66 дБ соответственно.

При сравнении результатов аппроксима-
ции замираний в канале связи, распределен-
ных в соответствии с законом распределения 
Хойта и эквивалентным законом распределе-
ния Накагами-m, видно, что совпадение между 
распределениями улучшается по мере ослаб
ления замираний в канале связи.

Из рис. 6 также можно заметить, что ап-
проксимация закона распределения Хойта 
эквивалентной моделью закона распределе-
ния Накагами-m, как предлагается в (23), не 
улучшает вероятность ошибок на бит, полу-

чающуюся при законе распределения Хойта, и позволяет определить только верхнюю границу. 
Эмпирическим путем было установлено, что лучшая верхняя граница для модели закона распре-
деления Хойта получается прибавлением 0,1 к эквивалентному параметру замираний m. Кроме 
того, прибавление 0,3 к эквивалентному параметру замираний в канале связи m позволяет нам за-
фиксировать нижнюю границу вероятности ошибок на бит при моделировании распределения за-
мираний в канале связи законом распределения Хойта. 

Заключение. Исследована характеристика вероятности ошибок приемных устройств доде-
текторного линейного суммирования сигналов равной мощности в условиях замираний в канале 
связи, распределенных в соответствии с законами распределения Райса и Хойта. В ходе анализа 
предполагалось, что замирания в канале связи являются независимыми и обладают неидентич-
ным распределением в каждом канале приемного устройства. 

При выводе точных математических выражений для моментов отношения сигнал/помеха на 
выходе многоканального приемного устройства оценивались важные параметры вероятности 
ошибок, такие как среднее значение отношения сигнал/помеха на выходе многоканального при-
емного устройства, степень замирания в канале связи, спектральная эффективность в области 
очень слабых сигналов по мощности.

Среднее значение вероятности ошибок на символ и вероятность нарушения (отказа) связи 
были строго аппроксимированы с использованием метода производящей функции моментов  
и теории аппроксимации Паде. Впервые проводилось исследование на соответствие моделиро-
вания замираний в канале связи, распределенных согласно закону распределения Хойта, с помо-
щью строго выбранной модели закона распределения Накагами-m, поскольку рассматривалась 
вероятность ошибок при линейном суммировании сигналов равной мощности. Данные о подоб-
ных исследованиях отсутствуют в открытых источниках печати. Проведенный в настоящей ра-
боте анализ показал, что аппроксимация замираний в канале связи, распределенных в соответ-
ствии с законом распределения Хойта, моделью закона распределения Накагами-m всегда ухуд-
шает вероятность ошибок, характерную для модели закона распределения Хойта.
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СОВМЕСТНОЕ ОПИСАНИЕ СИГНАЛОВ, ЛИНЕЙНЫХ ЗВЕНЬЕВ И РЕАКЦИЙ 
СИСТЕМ ТЕЛЕКОММУНИКАЦИЙ И РАДИОЭЛЕКТРОНИКИ

Аннотация. Основным инструментом проектирования и разработки современных систем телекоммуникаций 
и радиоэлектроники является математическое моделирование, выполняемое на структурно- и схемотехническом 
уровнях. Структурно-техническое моделирование используют на начальных этапах проектирования и разработки 
(научно-исследовательская работа, техническое задание, эскизный и технический проекты). Его результаты опре-
деляют структуру и основные параметры качества создаваемой техники. Установлено, что известные программные 
средства структурно-технического моделирования обладают существенными недостатками из-за отсутствия удоб-
ного математического описания сигналов и звеньев. Целью работы являлась разработка математического описания 
сигналов, линейных звеньев и реакций, обеспечивающего: создание развитых библиотек математических моделей 
сигналов и линейных звеньев; построение автоматизированных процедур формирования, преобразования и расчета 
частотно-временных характеристик моделей сигналов, звеньев и реакций.

На базе операторной дробно-рациональной функции специального вида разработано совместное математиче-
ское описание, задающее все типы применяемых при моделировании сигналов, линейных звеньев и реакций систем 
телекоммуникаций и радиоэлектроники, обеспечивающее необходимые преобразования моделей сигналов, звеньев 
и создание развитых библиотек их математических моделей. Построены математические алгоритмы (де)нормиро
вания, реактансного преобразования и перемножения моделей (не)минимально-фазовых линейных звеньев. Разрабо
таны обобщенные модели сигналов, линейных звеньев и реакций в частотной и временной областях, обеспечиваю-
щие создание единых математических алгоритмов и на их основе автоматизированных процедур расчета частотных 
и временных характеристик сигналов, звеньев и реакций.
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THE COMPATIBLE DESCRIPTION OF SIGNALS, LINEAR LINKS AND RESPONSES 
OF TELECOMMUNICATIONS AND RADIOELECTRONICS SYSTEMS

Abstract. Mathematical modeling is a basic tool for design and development of modern telecommunications and radio-
electronics systems. It is realized on two fundamentally different levels: schematic circuit and block diagram simulation. At 
the initial stages of design and development of system (i.e. research scientific work, specification of requirements, initial out-
lay and technical project) simulation on the block diagram level is applied. Its results define the structure and basic parameters 
of the quality of created facilities. It has been established, that commonly applied software of block diagram simulation has 
essential flaws, which are resulted from a scarce mathematical description of signals and links. The research described in the 
article is aimed at working out the mathematical description of signals, linear links and responses. This description will con-
tribute to creating the enhanced library of mathematical models of signals and linear links, as well as automated procedures of 
formation, transformation and calculation of time-and-frequency characteristics of signals, links and responses.

We suggest a mathematical description of signals, linear links and responses on the basis of specifically shaped operator 
fractional-rational function. It embodies and epitomizes all types of signals, linear links and responses used in modeling 
and provides needed transformation and creation of the enhanced library of mathematical models of signals and linear links. 
Subsequently, it allows creation of mathematical algorithms of normalization, reactance transformation and multiplication of 
models of minimum-phase and nonminimum-phase linear links, as well as generalized models of signals, linear links and 
responses in frequency- and time-domains. These generalized models make a basis of single mathematical algorithms and 
automated procedures of calculation frequency- and time-characteristics of signals, links and responses.

Keywords: system, signal, link, response, model, algorithm

©  Беленкевич Н. И., Ильинков В. А., 2017



94	 Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2017, no. 4, pp. 93–104

For citation. Belenkevich N. I., Ilyinkov V. A. The compatible description of signals, linear links and responses of telecom-
munications and radioelectronics systems. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. Seryya fizika-technichnych navuk = 
Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2017, no. 4, pp. 93–104 (in Russian).

Введение. Основным инструментом проектирования и разработки систем телекоммуника-
ций и радиоэлектроники (СТР) является математическое моделирование, которое существенно 
интенсифицирует процессы анализа и синтеза; решает задачи, часто невыполнимые другими 
методами; многократно снижает материальные и временные затраты на создание сложных си-
стем (устройств) при одновременном повышении их качества. При этом различают структур-
но- и схемотехническое моделирование, выполняемое соответственно на уровнях структурной 
(функциональной) и принципиальной схем [1–19]. Структурно-техническое моделирование ис-
пользуют на начальных этапах проектирования и разработки (научно-исследовательская работа, 
техническое задание, эскизный и технический проекты). Его результаты в основном и определя-
ют структуру и основные параметры качества создаваемой техники.

Сравнительный анализ методов, моделей, алгоритмов и программ моделирования СТР [1–13, 
20–30] показывает, что известные программные средства структурно-технического моделирова-
ния обладают (частично или целиком) следующими существенными недостатками: отсутствие 
развитых библиотек моделей сигналов и функциональных звеньев, а также автоматизированных 
процедур формирования и преобразования моделей, большой объем черновой подготовитель-
ной работы и значительное время моделирования. При этом отмеченные недостатки – во многом 
следствие отсутствия удобного математического описания сигналов и звеньев.

Цель работы – создание совместного математического описания сигналов, линейных звеньев 
и их реакций, обеспечивающего построение автоматизированных процедур формирования, пре-
образования и расчета частотно-временных характеристик моделей сигналов, звеньев, реакций; 
разработка развитых библиотек математических моделей сигналов и линейных звеньев.

Математическое описание линейных звеньев СТР. Важнейшей составляющей структур-
но-технического моделирования СТР является разработка обоснованных требований к частот-
но-временным характеристикам отдельных функциональных блоков и системы в целом. Ее вы-
полняют посредством моделирования линейных искажений, применяя в качестве моделей бло-
ков (каналов) линейные звенья. Моделирование линейных искажений отличает многообразие 
и сложность моделей сигналов (воздействий) и звеньев, а также сложность процедуры и большой 
объем вычислений при нахождении реакций, зависящие от используемых моделей и метода мо-
делирования [24, 28–30]. Ответственным этапом, во многом определяющим конечные резуль-
таты моделирования, является выбор метода описания и формирование моделей линейных зве-
ньев разного вида: фильтров нижних (верхних) частот (ФНЧ, ФВЧ), полосовых (заграждающих) 
фильтров (ПФ, ЗФ), фильтров с несколькими полосами пропускания (задерживания).

С учетом общих принципов, специфики структурно-технического моделирования СТР 
и свойств известных моделирующих программ математическое описание линейных звеньев 
должно: удовлетворять условиям физической реализуемости и устойчивости; задавать (не)мини-
мально-фазовые звенья с различной формой частотных характеристик; обеспечивать использо-
вание справочной литературы (каталогов математических моделей), все виды и простоту преоб-
разования моделей; хорошо согласовываться с применяемыми методами моделирования и опи-
сания сигналов [24, 29, 30].

Известны различные методы описания линейных звеньев: во временной области – импульс
ной и переходной характеристиками; в частотной области – комплексной передаточной функци-
ей либо амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ) (характеристикой рабочего затухания 
(ХРЗ)) и фазочастотной характеристикой (ФЧХ) (характеристикой группового времени запазды-
вания (ХГВЗ)); на комплексной плоскости – операторной передаточной функцией KZ(p) [21–27, 
29–31]. Предъявляемым требованиям больше других отвечает последнее описание, задаваемое 
дробно-рациональной функцией комплексного переменного. Такая модель широко используется 
в СТР. Однако применяемые формы представления функции KZ(p) [21–27, 29, 30, 32–34] не позво-
ляют задавать (весьма широко используемые на практике) линейные звенья с кратными полюса-
ми и кратными нулями передаточной функции, недостаточно согласуются с описанием сигналов.
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Для расширения возможностей моделирования линейные звенья целесообразно описывать 
операторной передаточной функцией специального вида
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правой полуплоскости и на мнимой оси; aZ1s = Re aZ1s > 0; nZ1s = [nZ1s] > 0; aZ2l = Re aZ2l > 0; wZ2l = 
Re wZ2l > 0; nZ2l = [nZ2l] > 0; aZ3x = Re aZ3x; nZ3x= [nZ3x] > 0; aZ4y = Re aZ4y; wZ4y = Re wZ4y > 0; nZ4y = 
[nZ4y] > 0; gZ m vZ; CZ = Re CZ ≠ 0 – масштабный множитель; коэффициенты aZ1s, aZ3x, aZ2l и wZ2l, 
aZ4y и wZ4y, определяющие нули и полюсы функции KZ(p), образуют соответственно одномерные 
AZ1, AZ3 и двумерные AZ2, AZ4 массивы чисел.

Моделирование линейных искажений включает различные процедуры преобразования мате-
матических моделей: денормирование; преобразование модели ФНЧ-прототипа в модели ФВЧ, 
ПФ, ЗФ, фильтра с несколькими полосами пропускания (задерживания); перемножение моделей 
[24, 27, 29–32]. Эти процедуры, за исключением денормирования, известные моделирующие про-
граммы не реализуют вследствие недостатков используемого описания звеньев. В результате их 
приходится выполнять вручную, что представляет громоздкий и трудоемкий процесс, особенно 
при высоких порядках передаточной функции. Поэтому автоматизация процедур преобразова-
ния моделей весьма актуальна при создании эффективных моделирующих программ.

Операция денормирования модели KZ(p) соответствует замене в (1) переменной p на p/ωDd 
(ωDd – нормирующая частота: граничная частота полосы пропускания ФНЧ (ФВЧ); центральная 
частота полосы пропускания (задерживания) ПФ (ЗФ)) [27, 32]. Выполняя необходимые преобра-
зования, приходим к денормированной модели звена
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где aZ1sd = aZ1swDd, nZ1sd = nZ1s, NZ1d = NZ1; aZ2ld = aZ2lwDd, wZ2ld = wZ2lwDd, nZ2ld = nZ2l, NZ2d = NZ2, 
aZ3xd = aZ3xwDd, nZ3xd = nZ3x, NZ3d = NZ3; aZ4yd = aZ4ywDd, wZ4yd = wZ4ywDd, nZ4yd = nZ4y, NZ4d = NZ4; CZd = 
CZ wgZ–vZ.

Преобразование модели ФНЧ-прототипа в модели других фильтров выполняют трансформи-
рованием нулей и полюсов его передаточной функции KZ(p) реактансными или нереактансными 
преобразованиями. Причем первые используют для получения звеньев с характеристиками ФВЧ 
и частотно-симметричными характеристиками ПФ и ЗФ, вторые (например, преобразования 
Зданека) – в случае ПФ (ЗФ) с частотно-несимметричными характеристиками [24, 27]. На прак-
тике в основном применяются реактансные преобразования, являющиеся наиболее простыми. 
Согласно им переход к ФВЧ соответствует замене в модели KZ(p) (1) ФНЧ-прототипа перемен-
ной p на 1/p [27, 32]. Выполняя необходимые преобразования, получаем передаточную функцию 
KZd(p) в виде (2), в которой:
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Переход к ПФ (ЗФ) достигается заменой в передаточной функции (1) переменной p на  
α(p + 1/p) ((a(p + 1/p))–1) (α – параметр преобразования) [27, 32]. Выполняя последующие преоб-
разования, в обоих случаях приходим к моделям в виде (2), параметры которых связаны с пара-
метрами KZ(p) несложными соотношениями. Отсюда следует, что денормирование, преобразо-
вание ФНЧ º ФВЧ, ФНЧ º ПФ и ФНЧ º ЗФ приводят к совпадающим по форме передаточным 
функциям. Последнее превращает операцию перемножения произвольного числа (де)нормиро-
ванных моделей с характеристиками ФНЧ, ФВЧ, ПФ и ЗФ в элементарную операцию объеди-
нения соответствующих одномерных AZ1, AZ3 и двумерных AZ2, AZ4 массивов исходных звеньев. 
Перемножением же можно получить модель фильтра с несколькими полосами пропускания 
или(и) задерживания.

Таким образом, модель (1) полностью удовлетворяет предъявляемым требованиям. Она опи-
сывает все типы (не)минимально-фазовых линейных звеньев, в том числе с кратными полюсами 
и нулями передаточной функции, обеспечивает использование справочной литературы, напри-
мер [32]. Приводимые в последней математические модели ФНЧ-прототипов являются частным 
случаем выражения (1) при условии 3 4 0,Z Z yN a= =  ( )4 41  1, .Z y Zn y N= =  Как установлено, при 
всех преобразованиях моделей вновь получаемая передаточная функция по виду совпадает с ис-
ходной. Это важное дополнительное свойство предлагаемого описания. Оно обеспечивает по-
строение автоматизированных процедур формирования, преобразования и расчета частотно-вре-
менных характеристик моделей, создание развитых библиотек математических моделей (не)ми-
нимально-фазовых линейных звеньев.

Математическое описание сигналов СТР. При моделировании линейных искажений ответ-
ственным этапом является также выбор метода описания и формирование моделей используе
мых в качестве воздействий континуальных детерминированных сигналов. Понятно, что ма-
тематическое описание последних должно обеспечивать простоту формирования и преобразо-
вания моделей; хорошо согласовываться с применяемыми методом моделирования и методом 
описания звеньев [24, 28].

Известны различные методы описания континуальных детерминированных сигналов: 
во временной области, в частотной области, на комплексной плоскости [20, 22–26, 28, 33–35]. 
Предъявляемым требованиям больше других отвечает описание сигналов на основе (односто-
роннего, двустороннего) преобразования Лапласа – лапласовскими изображениями [20, 22, 
23, 25]. Отметим также, что при моделировании линейных искажений в качестве воздействий 
используются как периодические, так и непериодические (финитные, бесконечно протяженные) 
сигналы. С учетом изложенного введем в рассмотрение образующую действительную функ-
цию  φ(t), которая: определена на неограниченном полуоткрытом интервале [0, ∞); имеет все 
производные и ( ) ( ) ( )1   0,u ut ML u+ϕ ≤ = ∞ m ( ) ( ) ( )1   0,u ut ML u+ϕ ≤ = ∞ . Построим на ее основе непериодические финитные 
φiT(t), непериодические бесконечно протяженные αi(t) и периодические φi(t) сигналы (рисунок):
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где 1 20 ,t t T≤ < ≤  0,  1,  2i = .

Воздействия φ(t), φ0(t)
Influence φ(t), φ0(t)

Далее, основываясь на известной теореме [22, 23], устанавливаем, что при сформулирован-
ных требованиях к образующей функции φ(t) лапласовские изображения рассматриваемых не-
периодических и периодических сигналов представляются в виде [28]
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где функции комплексного переменного ( ) ( )0 1,2S p  аналитичны в области p L>  и стремятся 
к нулю при p º × равномерно относительно arg p. Причем, согласно следствию из упомянутой 
теоремы [22, 23], если S0(p) – дробно-рациональная функция, то функции S1(2)(p) – тоже дробно-
рациональны, и многочлены их знаменателей совпадают с многочленом знаменателя функции 
S0(p).

Учитывая последнее, модели (4) и (5), для расширения возможностей моделирования сигна-
лы φiT(t), αi(t) и φi(t) целесообразно описывать с помощью операторных функций Si(p) (i = 0, 1, 2) 
вида
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a04y и ω04y, a14y и ω14y, a24y и ω24y, определяющие нули и полюсы функции Si(p), образуют соответ-
ственно одномерные A01, A03, A13, A23 и двумерные A02, A04, A14, A24 массивы чисел.

При моделировании в качестве воздействий широко применяются как простые, так и со-
ставные сигналы. К простым принято относить сигналы типов φiT(t), αi(t) и φi(t) (соответственно 
непериодические финитные, непериодические бесконечно протяженные и периодические), по-
строенные на основе одной образующей функции φ(t) (см. рисунок). Составные сигналы (компо-
зитные, компонентные) – линейная суперпозиция двух и более простых сигналов, построенных 
обычно из разных образующих функций.

Анализ задач моделирования линейных искажений показывает следующее. При  форми
ровании сигналов, не сужая возможностей моделирования, достаточно использовать в качестве 
образующих элементарные функции: линейную y1( t ) = kt + b, степенную y2 ( t ) = tn, показательную 
y3( t ) = at, тригонометрическую y4( t ) = cos ( ωt + a ) [24, 33, 34]. При таком подходе лапласовские изо-
бражения сигналов представляются с помощью операторных функций вида (6). Дополнительно 
при формировании сигналов, как и в случае звеньев, широко применяются процедуры 
преобразования математических моделей. Обычно их реализуют с помощью известных свойств 
(теорем) линейности, подобия, смещения, запаздывания, дифференцирования изображения, 
дифференцирования и интегрирования оригинала [20, 24]. Последующий анализ показывает, что 
все упомянутые преобразования приводят к моделям сигналов, представляемым функциями (6). 
Для демонстрации этого возьмем низкочастотный сигнал f1( t ) = cos ( Ωt ) (типа α0(t); см. (5) и рису-
нок), имеющий изображение F1 (p) = p / (p2 + Ω2). Перейдем к соответствующему ему радиосигналу 
f2( t ) = f1( t ) = cos ( ω0t ) = f1( t ) (e jω0t + e–jω0t ) / 2. Далее, используя теоремы смещения и линейности, 
получаем: f2( t ) _ F2( p ) = p (p2 + ω0

2 + Ω2) / ((p2 + (ω0 + Ω)2) (p2 + (ω0 – Ω)2)). 
Таким образом, описание в форме (6) задает все применяемые типы сигналов, обеспечивает 

необходимые преобразования их математических моделей и создание развитых библиотек по-
следних, полностью согласуется с описанием (1) линейных звеньев.

Совместное математическое описание сигналов, линейных звеньев и реакций СТР. 
Моделирование линейных искажений в СТР основано на нахождении реакции Uвых(t) исследуе
мого звена (канала) на континуальное детерминированное воздействие Uвх(t). В общем случае 
это возможно осуществить методами решения дифференциальных уравнений, разностных ре-
куррентных соотношений, интеграла Дюамеля, спектральным и операционным методами [20, 
22–26, 33–35]. Методы отличаются используемым математическим аппаратом, каждый из них 
имеет свои преимущества и недостатки, степень проявления которых определяется конкретны-
ми условиями применения. Поэтому решение поставленной задачи во многом зависит от пра-
вильного выбора метода математического моделирования.

Применительно к предлагаемому описанию сигналов (6) и звеньев (1) целесообразно исполь-
зовать операционный метод моделирования. Согласно ему реакция Uвых(t) находится обратным 
преобразованием Лапласа [20]
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где ( ) ( ) ( )ZU p U p K p=вых вх  – изображение реакции; путь интегрирования лежит правее особых 
точек функции ( )U pвых  (целая трансцендентная функция ept аналитична во всей открытой 
комплексной плоскости). Поскольку функции (1) и (6) являются мероморфными, вычисление 
интеграла (7) Римана – Меллина выполняется с помощью обобщенной теоремы разложения, то 
есть сводится к простой операции нахождения вычетов в полюсах функции ( ) ( ) ptM p U p e= вых  
[20, 24]. Поэтому аппарат операционного исчисления оптимально согласуется с предлагаемым 
описанием сигналов и звеньев. Он позволяет сравнительно просто получить точное аналити-
ческое выражение реакции Uвых(t), для определения численных значений которой необходимы, 
как правило, небольшие объем оперативной памяти и машинное время. Дополнительным 
преимуществом этого метода моделирования является возможность его использования при 
воздействиях Uвх(t), не удовлетворяющих условию абсолютной интегрируемости. Все виды при-
меняемых на практике функций представимы интегралом Лапласа.
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Совместное использование моделей (1), (6) и операционного метода позволяет ввести в рас-
смотрение базовую операторную функцию специального вида
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Очевидно, функция (8) образована элементарной (легко программируемой) операцией объе-
динения соответствующих массивов коэффициентов функций KZ(p) (1) и Si(p) (6). Поэтому
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Анализ полученных результатов (см. модели (1), (5), (6), (8) и (9)) показывает, что, основываясь 
на базовой функции R00(p), можно предложить совместное математическое описание (на ком-
плексной плоскости) в виде

	 ( ) ( ) ( )( )( )2 1
1

2 1 1pt pt pT
Z ZR p R p e R p e e

−− − −= − − . 	 (10)

Модель (10) задает все типы применяемых при моделировании сигналов, линейных звеньев 
и реакций СТР, она полно описывает их частотные и временные свойства и характеристики. 
Действительно, подстановкой p = jω выполняется переход к функции
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которая представляет собой обобщенную модель сигналов, звеньев и реакций в частотной области. 
При различных сочетаниях параметров hZ, hi, NZ1 – NZ4, Ni1 – Ni4 (i = 0, 1, 2) и дополнительных 
предельных переходах при t1 º 0, t2 º × и T º × она описывает комплексную передаточную 
функцию KZ( jω) моделируемого звена, спектральные плотности непериодических финитных φ0T(t), 
φ2T(t), непериодических бесконечно протяженных α0(t), α1(t), периодических φ0(t), φ2(t) воздействий, 
спектральные плотности реакций звена на указанные воздействия (см. формулы (5), (9), рисунок). 
Детальная реализация обобщенной модели (11) позволяет создать единый математический 
алгоритм и на его основе автоматизированную процедуру расчета частотных характеристик (АЧХ, 
ФЧХ, ХРЗ, ХГВЗ) линейных звеньев, амплитудных и фазовых спектров сигналов и реакций.

Рассмотрим характеристики во временной области. 
Согласно операционному методу [20, 24, 33] временные характеристики (импульсная 

g(t), переходная h(t)) линейного звена и его реакций на непериодические финитные φiT(t) 
и непериодические бесконечно протяженные αi(t) воздействия представляются конечной суммой 
слагаемых (в замкнутом виде), число которых определяется количеством полюсов базовой 
функции R00(p) (8). Что касается реакции на периодические воздействия φi(t), то они определя-
ются суммой вычетов в бесконечном числе полюсов (нули уравнения 1 – e–pT  =  0) и представ-
ляются тригонометрическим рядом Фурье (в незамкнутом виде) [20]. При этом известно, что 
корректное применение ряда Фурье в задачах моделирования искажений, помимо значительных 
вычислительных затрат (обусловленных плохой сходимостью тригонометрических рядов 
вообще), сопряжено с проблемой оценки сходимости решения и его точности [35]. Получить 
такую математическую оценку в большинстве случаев затруднительно. Кроме того, при пе-
реходе от периодического воздействия к непериодическому модель реакции в форме ряда 
Фурье теряет силу и в этом смысле не обладает общностью. В результате при необходимости 
одновременного использования периодических и непериодических воздействий приходится 
применять разные модели реакций и соответственно разные алгоритмы и программы расчетов, 
что на практике весьма неудобно. Учитывая изложенное, реакции на периодические воздействия 
φi(t) целесообразно тоже представлять в замкнутом виде.

Известные методы представления в замкнутом виде реакции линейной системы (звена) на 
периодическое воздействие основаны на преобразовании (сворачивании) тригонометрического 
ряда одним из методов гармонического синтеза [35] либо на непосредственном решении 
векторного (скалярного) дифференциального уравнения пространства состояний и последующем 
представлении реакции сверткой воздействия и периодической функции Грина [36, 37] или 
в виде интегрального преобразования воздействия с ядром, содержащим матрицу перехода [38–
40]. Они  отличаются сложностью, громоздкими преобразованиями, значительными даже для 
простейших воздействий и невысоких порядков дифференциального уравнения (передаточной 
функции), плохим согласованием с используемым описанием свойств звеньев, поэтому 
практически не применяются.

Отмеченных недостатков лишен метод, изложенный в [22, 23], который является дальнейшим 
развитием операционного метода. Применяя его к решаемой задаче, с учетом моделей (1), (4)−(6), 
(8) и (9) устанавливаем, что реакцию ψ0(t) линейного звена на периодическое воздействие φ0(t) 
(см. рисунок) можно представить в виде

	 (12)

где первая сумма вычетов берется по полюсам pSi функций Si(p), вторая и третья – по полюсам 
pKz функции KZ(p).
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Модель (12), в отличие от ряда Фурье, описывает реакцию в замкнутом виде, является 
результатом разложения по конечной неортогональной системе функций, образованной из 
«собственных функций воздействия» Sip te  и «собственных функций линейного звена» .Kzp te  
Использование ее при моделировании уменьшает объем вычислений, устраняет свойственные 
применению тригонометрического ряда проблемы улучшения сходимости и оценки точности 
решения, повышает наглядность результата. Последующий анализ показывает, что по своей 
сути она является обобщенной моделью сигналов, линейных звеньев и реакций во временной 
области. Аналогично модели (11) в частотной области, при различных сочетаниях параметров 
hZ, hi, NZ1 – NZ4, Ni1 – Ni4 и дополнительных предельных переходах при t1 º 0, t2 º × и T º × 
она описывает временные характеристики линейного звена, все воздействия (см. рисунок) и ре-
акции на последние. Детальная реализация обобщенной модели (12) позволяет создать единый 
математический алгоритм и на его основе автоматизированную процедуру расчета временных 
характеристик сигналов, звеньев и их реакций.

Заключение. На базе операторной дробно-рациональной функции специального вида 
предложено совместное математическое описание, задающее все типы применяемых при 
моделировании сигналов, линейных звеньев и реакций СТР, обеспечивающее необходимые 
преобразования моделей сигналов и звеньев, создание развитых библиотек их математических 
моделей. Построены математические алгоритмы денормирования, реактансного преобразования 
и перемножения моделей (не)минимально-фазовых линейных звеньев. Построены обобщенные 
модели сигналов, линейных звеньев и реакций в частотной и временной областях, обеспечиваю-
щие создание единых математических алгоритмов и на их основе автоматизированных процедур 
расчета частотных и временных характеристик сигналов, звеньев и реакций.
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РЕКУРРЕНТНАЯ ЛИНЕЙНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ СЛУЧАЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ 
ПОЛЕЙ В УСЛОВИЯХ АПРИОРНОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Аннотация. Задача фильтрации случайных динамических полей актуальна для ряда приложений. Для ее решения 
можно использовать статистический подход на основе теории фильтра Калмана. Из-за большой размерности изображе-
ний полей это приводит к сложным уравнениям и требует больших вычислительных затрат, что затрудняет решение 
задачи в реальном масштабе времени. В данной работе вместо статистического предложено использовать детермини-
стский подход на основе рекуррентного метода наименьших квадратов. Полагается, что априорно заданы модель поля, 
его ковариационные характеристики, а также модель и характеристики результатов измерений. Для получения рекур-
рентных уравнений фильтрации используется функция потерь, состоящая из двух частей: первая является квадратич-
ным функционалом невязки решения с весом в виде обратной ковариационной матрицы измерений, вторая – квадра-
тичным функционалом разности текущей оценки и ее экстраполяции на следующий момент времени. В результате 
в явном виде получен алгоритм оптимальной фильтрации, который может быть реализован в реальном масштабе вре-
мени со значительно меньшими вычислительными затратами по сравнению с фильтром Калмана. Выведено уравнение 
для дисперсии ошибок фильтрации, что дает возможность оценить точность фильтрации и сравнить ее с точностью 
фильтра Калмана. Приведен пример использования предложенной методики.

Ключевые слова: линейная фильтрация, случайные поля, метод наименьших квадратов, фильтр Калмана, 
априорная статистика, регуляризация
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Введение. Фильтрация случайных динамических (изменяющихся во времени) полей, измеряе
мых на фоне шумов, является задачей, часто встречающейся на практике. Полагается, что такие 
поля обладают временной корреляцией, пространственной ковариацией и задаются посредством 
стохастических моделей в дискретные моменты времени в пространстве состояний на дискрет-
ной сетке с числом строк N и столбцов M. Путем сканирования по строкам и столбцам модель 
поля может быть отображена посредством вектора [ ]1 2, , , ,T

k k k Skx x x=x   где S = N ç M – раз-
мерность поля, 0,  1,  2,k =  – дискретное время, а T – символ транспонирования. В линейном 
случае модель поля описывается следующим стохастическим конечно-разностным уравнением:

	 1 ,k k k k−= +x A x w 	 (1)

где kA  – переходная матрица поля размерности S ç S, а случайный S-мерный вектор 
[ ]1 2, , , T

k k k Skw w w=w   есть формирующее воздействие в виде центрированного дискретного 
белого шума с ковариационной матрицей .kQ  Линейные измерения описываются L-мерным век-
тором [ ]1 2, , , T

k k k Lkz z z=z   с уравнением

	 ,k k k k= +z H x v 	 (2)

где kH  – матрица измерений размерности L ç S, а вектор шумов измерений [ ]1 2, , , T
k k k Lkv v v=v   

полагается центрированным дискретным белым шумом с ковариационной матрицей ,kR  стати-
стически независимым от .kw

При сделанных предположениях оптимальная линейная фильтрация поля по критерию мини-
мума дисперсий ошибок фильтрации может быть осуществлена посредством фильтра Калмана 
(ФК) [1–3]. Эта методика предполагает априорные знания ковариационных характеристик воз-
действий kw  и ,kv  и при высокой размерности S, что характерно для случайных полей, реа-
лизация ФК в реальном масштабе времени приводит к большим вычислительным затратам. На 
практике априорные статистические характеристики поля, как правило, известны не полностью, 
и возникает задача синтеза фильтров в условиях неопределенности. В настоящей работе полага-
ется, что модели поля (1) и измерений (2) известны, а неизвестными являются ковариационные 
матрицы kQ  и .kR  В такой постановке задача решалась методами робастной [4, 5] и адаптивной 
[6, 7] фильтрации на основе статистического подхода. Но их применение для фильтрации слу-
чайных динамических полей также требует чрезмерных вычислительных затрат.

В данной работе предлагается использовать детерминистский подход на основе метода наи-
меньших квадратов (МНК) [8], требующий значительно меньшего объема вычислительных за-
трат и априорной статистики. Однако классический подход на этой основе приводит к синтезу 
фильтров с независимыми во времени оценками или непрерывно растущей размерностью, что 
обычно неприемлемо на практике. Рассмотрим рекуррентный МНК (РМНК), который позволя-
ет получать решения в рекуррентной форме, используя некоторые эмпирические представления 
о характеристиках входных воздействий. Подобный подход дает возможность существенно сни-
зить вычислительные затраты, но синтезированный таким методом фильтр наименьших квадра-
тов (ФНК) приводит к увеличению ошибок фильтрации по сравнению с ФК. Далее приводится 
методика синтеза ФНК и на конкретном примере дается оценка его точности в сравнении с ФК.

Уравнение фильтра. Задача состоит в нахождении уравнения оценки вектора поля 
[ ]1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , , T

k k k Skx x x=x   по результатам измерений (2) в детерминистской постановке с исполь-
зованием РМНК. В основе методики синтеза лежит выбор критерия оптимальности, кото-
рый должен приводить как к пространственной, так и временной фильтрации. При классиче-
ской методике синтеза МНК в качестве критерия используется квадратичная форма невязки 
( ) ( )ˆ ˆ ,T

k k k k k kx x− −z H z H  зависящая от текущей оценки ˆ kx  и обеспечивающая пространствен-
ную фильтрацию [9]. Для учета временных изменений поля предлагается в состав критерия 
включить дополнительную сглаживающую квадратичную форму, которая зависит от вектора 
оценки 1ˆ k−x  на предыдущем шаге фильтрации. Вариантом такой формы может быть выраже-
ние ( ) ( ), 1 , 1ˆ ˆ ˆ ˆ ,T

k k k k k k− −− −x x x x  где [ ], 1 1, , 1 2, , 1 , , 1ˆ ˆ ˆ ˆ, , T
k k k k k k S k kx x x− − − −=x   есть экстраполирующий 

вектор поля текущей оценки ˆ ,kx  полученный на основе результатов предыдущей оценки 1ˆ .k−x  
В итоге рекуррентный критерий оптимальности принимает вид квадратичного функционала:
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	 ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (1 ) ,TT
k k k k k k k k k k k k k kJ − −= − α − − + α − −x z H x z H x x x x x  0 1.< α < 	 (3)

Этот критерий определяет текущие потери при пространственно-временной фильтрации 
и является основой РМНК. Здесь первое слагаемое учитывает влияние измерения kz  на вели-
чину оценки ˆ ,kx  второе является сглаживающим функционалом, позволяющим согласовать те-
кущую оценку с оценкой на предыдущем шаге фильтрации. Выбором величины коэффициента 
0 1< α <  можно регулировать вес слагаемых критерия и обеспечивать регуляризацию решения. 
Величина этого коэффициента выбирается из эмпирических представлений об отношении сиг-
нала к шумам. Эмпирические данные следуют из физического смысла задачи, результатов моде-
лирования и экспериментов.

Оптимальную оценку ˆ kx  можно получить из условия минимума критерия (3), необходимое 
условие которого выглядит следующим образом:

	 ( ) ( ), 1
ˆ( ) ˆ ˆ ˆ2(1 ) 2 0.

ˆ
k k T

k k k k k k k
k

J
−

∂
= − −α − + α − =

∂
x H z H x x x

x

Его решение приводит к уравнению оптимального ФНК на основе РМНК, которое имеет вид
	 1 , 1 0ˆ ˆ .k k k k k k−= +x K x K z 	  (4)

Здесь матричный коэффициент усиления 0kK  имеет размерность L ç S и выражается следу-
ющим образом:

	 ( ) 1
0 (1 ) (1 ) ,T T

k k k k
−

= − α α + −αK I H H H 	 (5)

а матричный коэффициент 1kK  размерности S ç S равен

	 ( ) 1
1 (1 ) .T
k k k

−
= α α + −αK I H H 	 (6)

В этих выражениях I есть единичная матрица, а символ «–1» определяет операцию об-
ращения матрицы. Поскольку матрица T

k kH H  неотрицательно определена, то матрица 
( )(1 ) T

k kα + −αI H H  будет положительно определенной, и поэтому существует матрица ей обрат-
ная. При α = 0 уравнение (4) принимает вид ( ) 1

ˆ ,T T
k k k k k

−
=x H H H z  соответствующий классиче-

скому фильтру МНК при независимых во времени оценках [9].
Путем эквивалентных преобразований уравнение (4) может быть приведено к структуре 

фильтра с обратной связью типа ФК, для чего представляется в виде

	 * * *
1 , 1 0 1 , 1ˆ ˆ ˆ .k k k k k k k k k k− − = + − x K x K z H K x 	 (7)

Приравнивая правые части уравнений (4) и (7) с учетом выражений (5) и (6) после группиров-
ки слагаемых получаем следующие выражения для матричных коэффициентов усиления филь-
тра с обратной связью *

0 0 ,k k=K K  *
1 .k =K I  В итоге уравнение ФНК принимает вид

	 [ ], 1 0 , 1ˆ ˆ ˆ ,k k k k k k k k− −= + −x x K z H x 	 (8)

откуда следует, что , 1ˆ k k−x  есть вектор экстраполяции поля, как у ФК. Из полученных формул 
для коэффициентов усиления ФНК видно, что они не зависят от ковариационных матриц воз-
действий kQ  и kR , и это существенно снижает объем вычислительных затрат. Для линейной 
модели поля (1) вектор экстраполяции, как и у ФК, выбирается в виде
	 , 1 1ˆ ˆ .k k k k− −=x A x 	 (9)

Дисперсии ошибок ФНК. Критерий (3) определяет величину потерь фильтрации при де-
терминистском подходе, и синтезированный ФНК будет оптимальным по этому критерию. 
При статистическом подходе качество фильтрации оценивается величиной дисперсии ошибки 
фильтрации, и оптимальным фильтром в классе линейных является ФК. Представляет интерес 
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сравнение дисперсий ошибок обоих типов фильтров при одинаковых исходных данных, что дает 
возможность оценки потерь за счет неучета априорной статистики, поскольку дисперсия ошиб-
ки ФНК будет выше, чем у ФК.

Ошибка фильтрации определяется выражением ˆ .k k k= −e x x  После подстановки формул (1), 
(4) и группировки слагаемых можно получить уравнение

	 ( ) ( ) ( )0 1 0 1 1 , 1 0 0ˆ ˆ .k k k k k k k k k k k k k k k k k− − −= − + − − + − −e I K H A x I K H A e K x I K H w K v

После использования формулы (5) матрица ( )0k k−I K H  преобразуется следующим образом:

	
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
0

1 1
1

(1 ) (1 )

(1 ) (1 ) (1 ) ,

T T
k k k k k k

T T T
k k k k k k k

−

− −

− = α + −α α + −α ×

 × − −α α + −α = α α + −α =  

I K H I H H I H H

I I H H H H I H H K

что следует из формулы (6). Для линейной модели поля (1) после подстановки (9) уравнение 
ошибки ФНК принимает вид
	 1 1 1 0 .k k k k k k k k−= + −e K A e K w K v 	 (10)

При нулевом математическом ожидании ошибки ковариационная матрица ошибки 
, ,T

e k k k=P e e  где треугольные скобки обозначают операцию нахождения математического ожи-
дания. При статистически независимых белых шумах kw  и ,kv  а также учитывая независимость 
ошибки 1k−e  в момент 1k −  от белых шумов в последующий момент времени k, уравнение для 
ковариационной матрицы ошибки ФНК выражается следующим образом:

	 , 1 , 1 1 1 1 0 0 .T T T T
e k k k e k k k k k k k k k−= + +P K A P A K K Q K K R K 	 (11)

Это уравнение является автономным, не зависящим от уравнения оценки, как и у ФК. 
Диагональные элементы матрицы ,e kP  определяют дисперсии ошибок фильтрации составляющих 
вектора поля. Важно отметить, что в выражения для коэффициентов усиления ФНК (5) и (6) кова-
риационная матрица (11) не входит, что снижает объем вычислительных затрат по сравнению с ФК.

Сравнение точности ФНК и ФК. Сравнительную оценку точности по величинам диспер-
сий ошибок у ФНК и ФК проведем на следующем примере. Полагаем переходную матрицу мо-
дели поля диагональной, равной k ka=A I ( 0 1ka< < ). Такое поле относится к классу полей без 
пространственной динамики [3], и его ковариационная матрица формируется лишь посредством 
ковариационной матрицы формирующего воздействия .kQ  Рассмотрим случай, когда матрица 
измерений k kh=H I  и ковариационная матрица шумов измерений равна 2 ,k vk= σR I  где 2

vkσ  – 
дисперсия составляющих вектора шумов. Для этого примера ковариационная матрица ошибок 
фильтрации ФНК (11) с учетом выражений для коэффициентов усиления (5) и (6) имеет вид

	
( )( )

( )22 2 2 2 2
, , 122

1 1 .
1

e k k e k k k vk

k

a h
h

− = α + α + −α σ
 

α + −α
P P Q I 	 (12)

При постоянных параметрах ,ka a=  ,kh h=  ,k =Q Q  2 2
vk vσ = σ  в установившемся режиме кова-

риационная матрица ошибки будет постоянной ,e k e=P P  и равной

	
( )( )

( )22 2 2
22

1 1 .
1

e vh
h

 = α + −α σ
 

α + −α
P Q I 	 (13)

Дисперсии ошибок фильтрации ФНК составляющих поля являются диагональными элемен-
тами матрицы (13). Выбор величины весового коэффициента α осуществляется из условия ми-
нимизации дисперсии ошибки с учетом регуляризации решения.

При моделировании размерность поля полагалась равной S = 64 ç 64 и использовалась кова-
риационная функция поля в виде осесимметричной двухмерной гауссовой функции с интерва-
лом ковариации 16 единиц на уровне 0,1 от максимума.
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Дисперсия поля обозначается символом sx
2, величина r = sx / sv есть отношение сигнала 

к шумам, коэффициент a модели поля выбирался равным 0,95, что соответствует длительности 
корреляции τx = 19, а дисперсия задавалась величиной sx

2 = 0,04. Измерение поля проводилось 
с параметром h = 1. На рис. 1, а приведены фрагменты результатов моделирования поля для мо-
ментов времени k = 1, 2, 5, 10, 20. На рис 1, b показаны результаты измерений при отношении 
сигнала к шумам ρ = 3.

a

k = 1 k = 2 k = 5 k = 10 k = 20

b

k = 1 k = 2 k = 5 k = 10 k = 20

c

k = 1 k = 2 k = 5 k = 10 k = 20

d

k = 1 k = 2 k = 5 k = 10 k = 20

Рис. 1. Фрагменты изображений случайного динамического поля: а – исходное изображение, b – результаты его из-
мерений, c – фильтрация посредством ФК, d – фильтрация посредством ФНК

Fig. 1. Fragments of the random dynamic field images: а – original image, b – results of its measurements, c – filtering by 
Kalman filter, d – filtering by Least Squares filter

Фильтрация посредством ФК (рис. 1, c) проводилась по известной методике, а посредством 
ФНК (рис. 1, d) – по методике, описанной выше, при α = 0,5. Эти рисунки позволяют качествен-
но сравнить результаты фильтрации посредством ФК и ФНК.

На рис. 2 сплошными линиями приведены графики зависимости относительных среднеква-
дратических отклонений (СКО) ошибок фильтрации eФНК = se / sx от величины параметра α при 
различных отношения сигнала к шумам ρ. Пунктиром показаны значения относительных сред-
неквадратических отклонений ошибок eФК при тех же условиях.
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Рис. 2. Относительные величины СКО ошибок фильтрации ФНК и ФК при различных значениях параметра α и от-
ношениях сигнала к шумам ρ

Fig. 2. Relative RMS values of filtering error using Kalman filter and Least Squares filter for different values of the parameter 
α and signal-to-noise ratio ρ

Из рис. 2 видно, насколько увеличивается дисперсия ошибки ФНК за счет неучета априорной 
информации о ковариационных характеристиках воздействий. При больших отношениях сиг-
нала к шумам величина коэффициента α близка к нулю. Это говорит о том, что оптимальная 
оценка близка к случаю независимых оценок. При меньшем отношении сигнала к шумам прояв-
ляется оптимальное значение коэффициента α. Следует отметить, что модель поля без простран-
ственной динамики дает наибольшую разницу дисперсий ошибок ФНК и ФК, так как ковариа-
ционная характеристика поля формируется лишь посредством ковариационной характеристики 
формирующего воздействия, которая не учитывается при синтезе ФНК.

Заключение. Использование фильтра Калмана (ФК) для фильтрации в реальном масштабе 
времени результатов измерений случайных динамических полей трудно реализуемо из-за боль-
ших вычислительных затрат. Кроме того, его синтез требует знания априорных статистических 
характеристик воздействий, что на практике не всегда доступно. Предложен альтернативный 
подход к решению этой задачи, приводящий к меньшему объему вычислительных затрат и тре-
буемых априорных знаний. Для этого использован детерминистский подход на основе рекур-
рентного метода наименьших квадратов. Приводится методика синтеза линейных фильтров при 
неизвестных статистических характеристиках воздействий, формирующих модели полей. В со-
став уравнений фильтра входит параметр α, выбираемый из эмпирических представлений об от-
ношении сигнала к шумам. Качественно можно отметить, что при большом отношении сигнала 
к шумам предпочтение следует отдавать результатам измерений и выбирать α < 0,5. При малом 
отношении сигнала к шумам возрастает роль сглаживания решения и α следует увеличивать.

Использование детерминистского подхода приводит к увеличению дисперсии ошибок филь-
трации по сравнению с ФК, что требует от пользователя выбора между снижением вычисли-
тельных затрат и точностью фильтрации. В дальнейшем представляет интерес расширение де-
терминистского подхода на нелинейные модели случайных динамических полей.
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РЕШЕНИЕ 3D-ЗАДАЧИ КОМПЬЮТЕРНОЙ ТОМОГРАФИИ ПО ИЗВЕСТНЫМ 
ТОМОГРАММАМ НА СИСТЕМЕ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ

Аннотация. Построена и исследована математическая модель двухмерной компьютерной томографии с исполь-
зованием интерфлетации функций трех переменных по известным томограммам исследуемого тела. Дается понятие 
томограммы в математическом смысле как след от функции трех переменных на заданной плоскости, построен ал-
горитм перевода изображения томограмм в функциональную зависимость, аргументами которой являются номер 
рисунка и координаты точек. Это дает возможность работать с томограммами как с функциями, то есть позволяет по 
номеру рисунка получать его изображения и выделять компонент цвета в указанной точке рисунка. 

Строится и исследуется оператор интерфлетации функции трех переменных по известным следам функции на 
системе произвольных плоскостей. Приводится теорема об общем виде погрешности приближения функции трех 
переменных, построенных оператором интерфлетации в интегральном виде. Также приведена оценка неустранимой 
погрешности экспериментальных данных. Продемонстрирован пример восстановления функции трех переменных  
с помощью оператора интерфлетации по ее известным следам на системе произвольно расположенных плоско-
стей. Проведен численный эксперимент для заранее заданного тела, для этого был разработан комплекс программ  
в системе компьютерной математики MathCad. Численный эксперимент дает результаты визуализации точного ре-
шения и решения, полученного экспериментально, для случая, когда известна точная функция.

Предложенный метод восстановления существенно отличается от существующих тем, что в нем может прово-
диться обработка томограмм, которые не лежат в параллельных плоскостях (например, в простейшем случае томо-
граммы могут располагаться в системе трех групп плоскостей, параллельных координатным плоскостям).

Ключевые слова: компьютерная томография, интерфлетация, восстановление, томограмма, математическая 
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THE SOLUTION TO THE 3D PROBLEM OF COMPUTER TOMOGRAPHY  
WITH KNOWN TOMOGRAMS ON THE SYSTEM OF ARBITRARY PLANES

Abstract. The article is based on restoration method for the internal structure of a three-dimensional body using poly-
nomial interflatation based on  known tomograms (traces) lying on a system of arbitrary planes, which is a generalization of 
the method of body restoration with its known tomograms on a system of three groups of parallel planes. A definition of to-
mograms in the mathematical sense has been provided and the algorithm of transition of tomogram images into the functional 
dependence has been outlined.

Theorems on interflatation properties and errors of the built operator have been formulated and proved. A test case for 
the construction of the interflatation operator for the quadratic function has been demonstrated, and the computational exper-
iment involved the development of a number of programs in MathCad. The experiment has provided visualization results for 
an exact solution and a solution obtained experimentally for the case when the exact function is known. It has been shown that 
the constructed structure approximates this function exactly, which is not the case of classic interpolation operators.

The suggested method makes it possible to solve the problem of three-dimensional computer tomography for a funda
mentally new data collection scheme. For example, it permits the use of the fan scheme for data collection in each of the 
planes in which the tomograms lie.
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Введение. В последней четверти ХХ в. в практике медицинских исследований, а также при 
неразрушающем контроле трехмерных объектов и проведении научных исследований в различ-
ных областях науки и техники нашли широкое применение компьютерные томографы [1–3], ко-
торые позволяют восстанавливать внутреннюю структуру тела, не разрезая его. При этом воз-
ник новый класс задач – задачи восстановления внутренней структуры трехмерного тела по его 
известным томограммам на нескольких плоскостях.

В работах [4, 5] построены и исследованы операторы полиномиальной и сплайн-интерфле
тации [6] функции трех переменных по известным следам на системе трех групп плоскостей  
(в каждой группе плоскости параллельны), и на основе этих операторов решена задача трех-
мерной компьютерной томографии в случае, когда известны томограммы в системе трех групп 
перерезанных плоскостей (параллельная схема сканирования). Доказана высокая точность раз-
работанных методов. Известны также методы решения 3D-задачи компьютерной томографии 
с помощью конусообразной и спиральной схем сканирования, в которых заданные плоскости не 
являются параллельными [7–9].

Целью данной работы явилось решение задачи восстановления внутренней структуры трех-
мерного тела по известным томограммам, лежащим на системе произвольно расположенных 
плоскостей. Разработанный в статье метод является обобщением методов, изложенных авторами 
в [4, 5], и является более точным, чем известные методы авторов [7–9].

Построение оператора интерфлетации на системе произвольно расположенных плоско-
стей. Пусть скалярно-значная функция 3

1 2 3( ), ( , , ),f x x x x x x R= ∈  описывает некоторую физи-
ческую характеристику внутренней структуры (например, плотность, коэффициент поглощения 
и пр.). Источником информации о функции f(x), то есть о внутренней структуре трехмерного 
тела, будем считать набор любых N перерезанных плоскостей, а также набор томограмм ( ),T xk  
лежащих на этих плоскостях, которые задаются следующими уравнениями: 

	

3

1
: ( ) : 0,k k kp p k

p
x a x

=
Π ω = − γ =∑  1, ,k N=  

3 2

1
1.kp

p
a

=
=∑

Предположим, что в одной точке пересекается не более трех плоскостей.
Введем следующие обозначения:

1) 1 2 3

1 2 3

ik i i i

k k k

i j k
a a a
a a a

τ =



 

 – вектор, направленный вдоль линии пересечения плоскостей 

0, 0;i kω = ω =
2) 1 2 3{( , , ) ( , , ) , },i k l ikl ikl ikl iklM i k l V x x x i k l= Π ∩Π ∩Π = = ≠ Ο ≠ ≠/  где Vikl – точка пересече-

ния трех плоскостей, M – множество точек пересечения;
3) ik i kΓ = Π ∩Π ≠ Ο/  – ребра, по которым пересекаются две плоскости, на которых лежат со-

ответствующие томограммы;

4) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

i i i

ikl k k k

l l l

a a a
a a a
a a a

Δ =  – определитель, составленный из коэффициентов уравнения задан-

ных плоскостей;
5) ( )k xΤ  – томограмма, которая лежит на плоскости .kΠ
Определение 1 [4]. Томограммой ( )kT x  (следом функции f(x) на плоскости ωk(x) = 0 при усло-

вии, что коэффициенты , 1,3kia i =  не равны нулю) будем называть одну из трех функций:
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где , 1,3k kpx x k= =  – выражения, получаемые решением уравнения ωk(x) = 0 относительно пере-
менной xp.
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Пусть томограммы Ti( )x , Tk( )x  Tl( )x  пересекаются в точке Vikl. Обозначим: ( )k
iklliu x V= +

( ) ( ),ik kl
l i

ikl kli
x xτ τ

ω + ω
Δ Δ

 ( ) ( ).kl
i ikl i

kli
w x V xτ

= + ω
Δ

Те о р е м а  1 .  Для существования функции ( ) ( )r
iklL x C∈ Ω  с заданными томограммами 

1, 2, 3,( ),  1, ,  ( ),  1, ,  ( ),  1, ,i k lT x i n T x k m T x l s= = =  для которой выполняются условия:

	 1, 1 2, 3,1 2 2 3 3 ,( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )ikl i ikl k ikl lii k k l lL x T x L x T x L x T x∏∏ ∏ ∏ ∏ ∏= = =  	 (1)

необходимо и достаточно, чтобы следы , ( ),q dT x 1,2,3,  , , ,q d i k l= =  1, ,  1, ,  1,i n k m l s= = =  удов-
летворяли условию 2

, ( ) ( ),  0r
q dT x C R r∈ ≥  и условиям С. М. Никольского, которые на ребре klΓ  

сводятся к проверке равенств: 

	 2, 3,3 ( ) 0 2 ( ) 0( ( )) ( ( )) ,k l
k lx xli ill kT u x T u xω = ω ==  

то есть значения томограмм на линии пересечения должны совпадать для всех пересекающих-
ся томограмм. Аналогичный вид имеют эти условия на ребрах ,ikΓ  .liΓ

В точке iklV  условия Никольского сводятся к проверке равенств:

	 3, 1 ( ) 0, 2 ( ) 0 2, 1,3 ( ) 0, 1 ( ) 0 2 ( ) 0, 3 ( ) 0( ( )) ( ( )) ( ( )) ,l k i
l il x x k li i klx x x xi k l i k lT u x T u x T u xω = ω = ω = ω = ω = ω == =

то есть, значения томограмм в точке пересечения должны совпадать для всех пересекающихся 
томограмм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оператор ( )iklL x  построим в виде:

	
{ } { }, ,( ) ( , ) ( , )l i k k i i l k l l i

ikl ikl q d q dik kl li li kl kl ik li ik ik kl
kL x L T x L L L L L L L L L L L L T xli

 = = + + − − − +   	
 (2)

	 { }, 3,( , ) ( ( )) ( ( )),l l l
q d lik ik ikL T x T u x f u x= = { },( , ) ( ( )),l i

q d kik klL L T x f w x=

	 { },( , ) ( ), 1,2,3, , , .l i k
q d iklik kl liL L L T x f V q d i k l= = =

Аналогично определяются операторы ,  ,  ,  .i k i k k l
kl li kl li li ikL L L L L L  

В работе С. М. Никольского [10] доказано, что для того, чтобы существовала функция 
1 2 3( , , ) ( )rf x x x C∈ Ω , имеющая следы

1 2 3
, 0

0

,
( , , ) , 1,2,3, 0,s p xsp

s
xs

f x x x s p r
x

β

=

=

∂
= φ = =

∂

необходимо и достаточно, чтобы граничные функции , ( )s p xφ  удовлетворяли в точке (0,  0,  0)  
условиям вида

	

,,

0 0

( )( ) , , 1,2,3, , 0,ss

x xpp s s

xx s p r
x x

αβ
βα

β α= =

∂ φ∂ φ
= = α β =

∂ ∂
.

Этот факт позволяет строить операторы ( )iklL x  в виде (2).
Теорема 1 доказана.
(Распространение результатов на случай большего количества плоскостей, чем три, приво-

дится в теореме 4 благодаря использованию разложения единицы.)
Те о р е м а  2 .  Пусть внутренняя структура трехмерного тела описывается функцией 

( ) ( ) ( 3),rf x C r∈ Ω ≥  которая имеет томограммы Tk( ), 1, ,k x k NΤ =  заданные на плоскостях kΠ  
соответственно, и удовлетворяет условиям ( ) ( ) .ss

f x T xΠ =  Тогда для погрешности 
( ) ( ) ( )ikl iklR f x I L f x= −  приближенного восстановления внутренней структуры ( )f x  операто-
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ром ( ),iklL x  построенным с помощью данного набора плоскостей и томограмм, выполняется 
равенство

	

31 2 3

0 0 0
( )

i k l kl li ik
ikl ikl i k l i k l

i k l kli lik ikl
R f x f V t t t dt dt dt

t t t

ω ω ω  ∂ τ τ τ
= + + + ∫ ∫ ∫  ∂ ∂ ∂ Δ Δ Δ 

. 	 (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Примем во внимание тождества:

	

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ),

l i k k i i k k l l i k
ikl ik kl li li kl kl li li ik ik kl li

i k l
kl li ik

I L f x I L L L L L L L L L L L L f x

I L I L I L f x

− = − − − + + + + =

= − − −

	

2, 3 3, 1 1, 2( )

0
( ) ( ) ( ( ) ( )) .

xii kl li ik
ikl i k l ikl

i kli lik ikl

fI L f x V t x x dt
t

ω ω ω ω ω ωω τ τ τ∂
− = + + ω + ω∫ ∂   

Подставим это интегральное выражение, а также аналогичные выражения для ( ) ( ),k
liI L f x−

( ) ( )l
ikI L f x−  в формулу (3):

	

2, 3 3, 1 1, 231 2 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) .

i k l
ikl ikl kl li ik

i k l kl li ik
ikl i k l i k l

i k l kli lik ikl

R f x I L f x I L I L I L f x

f V t t t dt dt dt
t t t

ω ω ω ω ω ωω ω ω

= − = − − − =

τ τ τ∂
= + + +∫ ∫ ∫ ∂ ∂ ∂   

Теорема 2 доказана.
Те о р е м а  3 .  Пусть множество произвольных томограмм, которые находятся на плоско-

стях, задаваемых уравнениями : ( ) 0, 1, ,k k x k NΠ ω = =  удовлетворяет условию: в одной точке 
1 2 3ikl i k lV = Π ∩Π ∩Π  пересекаются не более трех томограмм.

Тогда система функций

	

1
, ,

1
, ,

( )

( )
( )

N
j

j
j i k l

ikl N
j ikl

j
j i k l

x

h x
V

=
≠

=
≠

ω

=
ω

∏

∏

имеет свойства , , ,( ) , , 1, , , 1, , , 1,ikl i k l i i k k l lh V i i n k k m l l s′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= δ δ δ = = =  и является разложением 
единицы, то есть 

, ,
( ) 1.

m
ikl

i k l M
i k l

h x
∈

≠ ≠

=∑

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учтем, что 1 2 3i k l i k lV ′ ′ ′ ′ ′ ′= Π ∩Π ∩Π , то есть 1 ( ) 0i i k lV′ ′ ′ ′ω = , 
2 ( ) 0k i k lV′ ′ ′ ′ω = , 3 ( ) 0l i k lV′ ′ ′ ′ω = .

	

1 1 1
, , ,

1 1 1
, , ,

, , ,

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )
1, , ,

( )
0, 1 ( ) 2 ( )   3 ( )

, ,

m n s
j i k l k i k l j i k l

j j j
j i j k j l

ikl i k l m n s
j i k l k i k l j i k l

j j j
j i j k j l

i i k k l l

V V V
i i k k l l

h V
V V V

i

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
= = =
≠ ≠ ≠

′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
= = =
≠ ≠ ≠

′ ′ ′

ω ω ω
′ ′ ′= = =

= = =
ω ω ω

= δ δ δ

∏ ∏ ∏


∏ ∏ ∏ в других случаях

1, , , 1, , , 1, .i m k k n l l s′ ′ ′= = =
Теорема 3 доказана.
Л е м м а  1 .  Пусть томограммы 1, 2, 3,( ),  1, ,  ( ),  1, ,  ( ),  1,i k lT x i n T x k m T x l s= = =  удовлетворя-

ют условиям теоремы 2, тогда система функций ( )iklh x  является разложением единицы:

1 1 1
, , ,

( ) 1.
m n s

ikl
i k l
i k l k i l l i k

h x
= = =
≠ ≠ ≠

=∑ ∑ ∑
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство для hikl(x) можно записать в виде

	

1 2 31 1 1

1 2 31 1 1

1 32
1 1 11 2 3

.

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

( )
1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

1 ( ) 3 ( )2 ( )
1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

n m s

i k l
ikl n m s

ikl ikl ikl
i k l

n m s

ikl ikl ikli k l

x x x

h x
V V V

x xx
V V V

Π Π Πµ ν βµ= ν= β=
µ≠ ν≠ β≠

Π Π Πµ ν βµ= ν= β=
µ≠ ν≠ β≠

Π ΠΠµ βν
µ= ν= β=Π Π Πµ ν βµ≠ ν≠ β≠

Π ω Π ω Π ω

= =
Π ω Π ω Π ω

ω ωω
= Π Π Π

ω ω ω

Теперь просуммируем это выражение:

	

1 32
1 1 11 1 1 1 1 1 1 2 3

1

1 1

1 ( ) 3 ( )2 ( )
( )

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

1 ( )
1 ( )

n m sm n s m n s
ikl

i k l i k l ikl ikl ikli k li k l k i l l k i i k l k i l l i k

n

i iklii k l

x xx
h x

V V V

x
V

Π ΠΠµ βν
µ= ν= β== = = = = = Π Π Πµ ν βµ≠ ν≠ β≠≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠

Π µ

µ= Π µµ≠≠ ≠

 ω ωω = Π Π Π =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
ω ω ω 

 

 ω
 = Π

ω  

32
1 11 1 12 3

3 ( )2 ( )
1.

2 ( ) 3 ( )

m sn m s

k likl iklk lk i l l k i

xx
V V

ΠΠ βν
ν= β== = =Π Πν βν≠ β≠≠ ≠ ≠ ≠

   ωω  Π Π ≡ ∑ ∑ ∑
ω ω     

Здесь учитывается, что

	

1 32
1 1 11 2 3;

1 ( ) 3 ( )2 ( )
, ,

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

n m s

i k

x xx
V V V

Π ΠΠµ βν
µ= ν= β=Π µνβ Π µνβ Π µνβµ ν βµ≠ ν≠ β≠

ω ωω
Π Π Π

ω ω ω

являются базисными полиномами Лагранжа. Из этого следует, что

	

1 32
1 1 11 1 11 2 3

1 ( ) 3 ( )2 ( )
1, 1, 1.

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

n m sn m s

i k likl ikl ikli k li k l k i l l k i

x xx
V V V

Π ΠΠµ βν
µ= ν= β== = =Π Π Πµ ν βµ≠ ν≠ β≠≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠

    ω ωω   Π ≡ Π ≡ Π ≡ ∑ ∑ ∑
ω ω ω        

Лемма доказана.
Те о р е м а  4 .  Пусть томограммы 2( ) ( ),r

kT x C R∈  3r ≥  удовлетворяют условиям С. М. Ни
кольского на ребрах и в точке пересечения плоскостей. Тогда функция 

( ), ,
( ) ( ) ( )ikl ikl

i k l M
L x h x L x

∈
= ∑  

является полиномиальным интерфлетантом со свойствами:

	  ( ) ( ),rL x C∈ Ω  ( ) ( ), 1, .ss
L x T x s N= =Π

 	 (4)

При этом ( ) ( ), 3,rf x C r∀ ∈ Ω ≥  что удовлетворяет условиям теоремы 3, выполняется равенство

	 ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),L x Lf x f x Lf x R f x= = +  ( ), ,
( ) ( ) ( ) ( ),ikl ikl

i k l M
R x f x h x R f x

∈
= ∑  

где ( )iklR f x  определяется формулой (3), а ( )iklh x  – вспомогательные полиномы, которые уста-
навливаются в теореме 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (2) при построении операторов ( )iklL x  используют-
ся функции 2

1, 2, 3,( ),  ( ),  ( ) ( ),  3.r
i k lT x T x T x C R r∈ ≥

Поэтому 3( ) ( )rL x C R∈ , или, если 3RΩ⊂ , то ( ) ( ).rL x C∈ Ω  Доказательство соотношений (4) 
с использованием условия теоремы 1 и то, что система функций ( )iklh x  является разложением 
единицы, проводится так:

	 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

n m s n m s
ikl ikl ikl ikl ii i i i i

i k l i k l
L x h x L x h x L x T xΠ Π Π Π Π

= = = = = =
= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Учитывая, что 
1 1 1

( ) 1,
m n s

ikl
i k l
i k l k i l l k i

h x
= = =
≠ ≠ ≠ ≠ ≠ ≠

=∑ ∑ ∑  формула ( ) ( ) ( )ikl iklL f x R f x f x+ =  перепишется следу-

ющим образом:
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[ ]

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

m n s
ikl ikl ikl

i k l
f x h x L f x R f x

= = =
= +∑ ∑ ∑

Отсюда получаем

	 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ).

m n s m n s
ikl ikl ikl ikl

i k l i k l
f x h x L f x h x R f x L x R x f x

= = = = = =
= + = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Теорема 4 доказана.
Те о р е м а  5 .  Абсолютная неустраняемая погрешность E построенного интерфлетанта  

в допущении, что f(x, y, z) на плоскостях kΠ , соответствующие томограммы заданы приближен-
но к kδ , то есть ( ) ( ) ,k k kT x T x− ≤ δ  1, ,k n=  а также ( ) ( ) ,kk ki

i i
T x T x

Π Π
− ≤ δ  1, , 1,k n l m= = , 



( ) 0, ( ) 0 ( ) 0, ( ) 0
( ) ( ) ,kk kilx x x xi l i l

T x T x
ω = ω = ω = ω =

− ≤ δ  равняется

	 ( ), ,
.i k l i k i l k l i k l

i k l M
E

∈
≤ δ + δ + δ + δ δ + δ δ + δ δ + δ δ δ∑

Тестовый пример восстановления функции трех переменных с помощью оператора ин-
терфлетации по ее известным следам на системе произвольно расположенных плоскостей. 
По изложенной методике был разработан комплекс программ в системе компьютерной матема-
тики MathCad. Результаты тестирования показывают высокую точность.

Продемонстрируем результаты работы программы.
Пусть заданы четыре плоскости : ( ) 0k k xΠ ω = :

	
1

1 ,
3

x y z+ + −
ω =  2

1 ,
3

x y z− + + −
ω =  3

1 ,
3

x y z− + −
ω =  4

4 ,
3

x y z− − + −
ω =

которые пересекаются в четырех точках:

	 123 124 134 234(0,  0,  1), (0,  1,5,  2,5), ( 1,5,  0,  2,5), ( 1,5,  1,5,  1).V V V V= = − = − = − −

Наблюдаем, что в одной точке не пересекается больше трех плоскостей.
О функции 2

1 2 3( ) 10 5F x x x x= + +  известны ее следы на заданных плоскостях, то есть томо-
граммы:

	
2

1 1 1 2( ) 01
( ) ( ) 5 5 5,xx F x x x xω =Τ = = − + +  2

2 1 1 2( ) 02
( ) ( ) 5 15 5,xx F x x x xω =Τ = = − + +

	
2

3 1 1 2( ) 03
( ) ( ) 5 5 5,xx F x x x xω =Τ = = + + +  2

4 1 1 2( ) 04
( ) ( ) 5 15 5.xx F x x x xω =Τ = = + + +

По теореме 4 был построен оператор интерфлетации, использующий только заданные томо-
граммы и уравнения плоскостей, на которых лежат томограммы. После упрощения построен-
ный оператор приобретает следующий вид: 

	
2
1 2 3( ) 10 5 .L x x x x= + +

Численный эксперимент. По теореме 4 был проведен численный эксперимент для заранее 
заданного тела, для чего разработан комплекс программ в системе компьютерной математики 
MathCad. Результаты эксперимента показывают высокую точность восстановления.

Продемонстрируем результаты работы программы (circle), которая изображает численную 
реализацию метода восстановления. Программа построена на основе оператора сплайн-интерф-
летации.

Предлагаются результаты визуализации точного решения и решения, полученного экспе-
риментально, для случая, когда известна точная функция. В случае, который рассматривается 
в примере, функция f1(x, y, z) является томограммой.

Пусть есть функция, например, такого вида:
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1

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( , , ) :

0  ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,2

2  ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,2 ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,2

3  ( 0,5) ( 0,5) ( 0,5) 0,5
0 

f x y z

if x y z

if x y z x y z

if x y z
otherwise

=

− + − + − ≤

− + − + − > ∧ − + − + − ≤
=

− + − + − >

	

 (5)

Функция (5) задана в области восстановления от 0 до 1 с шагом 0,1. На рис. 1 представлены 
графики функции f1(x, y, z), которая лежит на плоскостях.

Строим оператор сплайн-интерфлетации на взаимно перпендикулярных линиях (LLL(x, y, z)), 
H(k, t) – вспомогательный полином Лагранжа (рис. 2).

Рис. 1. Графики функции f1(x, y, z): а – f1(x, y, 0,1), b – f1(x, y, 0,5), c – f1(x, y, 0,7)
Fig. 1. Graphs of the function f1(x, y, z): а – f1(x, y, 0.1), b – f1(x, y, 0.5), c – f1(x, y, 0.7)

 
Рис. 2. Вспомогательный полином Лагранжа и его график в трех плоскостях

Fig. 2. Lagrange preparatory polynomial and its graph in three dimensions
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Результаты работы оператора LLL представлены на рис. 3.
Выполним проверку точности восстановления функции. Для этого сравним матрицы значе-

ний базовой функции и построенного оператора сплайн-интерфлетации (рис. 4).

Рис. 3. Результаты работы оператора LLL: a – LLL(x, y, 0,1), b – LLL(x, y, 0,5), c – LLL(x, y, 0,7)
Fig. 3. The results of the operator LLL work: a – LLL(x, y, 0.1), b – LLL(x, y, 0.5), c – LLL(x, y, 0.7)

Рис. 4. Проверка точности восстановления функции
Fig. 4. Checking the accuracy of the function restoration
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Также проверим максимумы и минимумы базовой функ-
ции и построенного оператора сплайн-интерфлетации: max 
(L2(0,45)) = 3, max(L3(0,45)) = 3, min(L2(0,45)) = 0, min(L3(0,45)) = 0. 
Построенный оператор сплайн-интерфлетации точно прибли-
жает заданную функцию. Также возможно использование то-
мограммы вместо функции. Результаты отражены на рис. 5, 6. 

Вывод. Из тестового примера и численной реализации 
делаем вывод, что построенный оператор интерфлетации по 
известным томограммам (следам) на системе произвольно 
расположенных плоскостей точно восстановил квадратичную 
функцию, чего невозможно достичь с помощью операторов 
интерполяции, которые используются в современных методах 
компьютерной томографии. Но для предотвращения погреш-
ности (шумов) надо более точно фиксировать объект и зада-
вать более редкий интервал между проекциями.

Изложенный метод восстановления внутренней структу-
ры трехмерного тела с помощью операторов интерфлетации 

в случае известных томограмм, лежащих на системе любых плоскостей, является обобщением 
разработанного авторами метода восстановления с известными томограммами на системе трех 
групп перерезанных плоскостей и имеет такую же высокую точность.
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РАЗРАБОТКА ПРОГНОЗИРУЕМОЙ ТРЕХМЕРНОЙ МОДЕЛИ ЛИЦА ПАЦИЕНТА 
ПОСЛЕ ЛЕЧЕНИЯ ЗУБОЧЕЛЮСТНЫХ АНОМАЛИЙ

Аннотация. Предлагается метод прогнозирования положения мягких тканей лица пациента после лечения зу-
бочелюстных аномалий. В качестве исходных данных используются базовые формы сеточных моделей зубов для 
построения зубочелюстной системы пациента до лечения и трехмерная модель головы пациента, построенная по 
двум фотографиям. Между базовыми формами зубов и трехмерной моделью головы устанавливаются связи, позво-
ляющие при изменении формы зубных дуг пациента плавно изменять соответствующий участок модели головы. 
Такие связи дают возможность по прогнозируемому скелетному профилю построить профиль лица пациента после 
предполагаемого лечения. Прогнозируемый скелетный профиль определяется в соответствии с построенной мате-
матической моделью параметрических зубочелюстных дуг пациента после лечения, которая использует методики, 
предложенные специалистами-ортодонтами. Были проведены экспериментальные исследования с визуальной и чис-
ленной оценкой. Средние квадратичные отклонения положения кожного профиля лица пациента от прогнозируемо-
го положения кожного профиля на трехмерной модели головы пациента не превысили 10 %.
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DEVELOPMENT OF A PREDICTED THREE-DIMENSIONAL MODEL OF PATIENT’S FACE  
AFTER THE TREATMENT OF DENTOALVEOLAR ANOMALIES

Abstract. The methods of prediction of location of patient’s soft tissues after the treatment of dentoalveolar anomalies 
are considered. The base forms of teeth mesh models for modelling patient’s dental systems before and also after the medical 
treatment and patient’s three-dimensional model from his two photos are used as the input data. The relations are established 
between the base form of the teeth and three-dimensional model. These relations make it possible to modify the form of teeth 
with smooth modifications of soft tissues on the patient’s head. The prediction position of soft tissues is based on the position 
of the skeletal profile. A method for constructing the position of patient’s skeletal profile has been developed. It takes into 
account individual geometric parameters. The algorithm uses the technique of orthodontists to establish a series of geometric 
relations between the patient’s teeth. An experimental study was conducted by means of visual and numerical evaluation. 
The mean square deviation between soft tissues of the patient’s face and the predictable position of soft tissues of the pa-
tient’s face hadn’t prevail 10 %.

Keywords: 3D head, parametric model, front/side photos, 3D model of a face, 3D face reconstruction, dentoalveolar 
anomalies, orthodontic treatment, teleroentgenogram

For citation. Vasilyeva Yu. D. Development of a predicted three-dimensional model of patient’s face after the treatment 
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Введение. Зубочелюстные аномалии – одно из распространенных заболеваний, которое при-
водит к неправильному развитию отдельных зубов, зубных рядов, челюстей, мягких тканей. 
Перед лечением таких аномалий врач планирует и предполагает изменение профиля лица паци-
ента в зависимости от изменения зубочелюстной системы в процессе лечения. При этом важно 
предоставить визуальную информацию о прогнозируемой форме лица пациента. Это позволит 
©  Васильева Ю. Д., 2017
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пациенту и специалисту контролировать ход лечения и даст психологическое обоснование за-
траченному времени и применяемому способу лечения.

Перед началом лечения врач измеряет ширину зубов пациента, определяет их положение на 
зубных дугах и делает боковую телерентгенограмму (ТРГ), которая является разновидностью 
рентгенологического исследования. Боковая ТРГ проводится для диагностики неправильного 
прикуса, аномалий роста и расположения челюстей во время ортодонтического лечения [1].

Для измерения размеров зубов используются оттиски с челюсти пациента. Ширину коро-
нок зубов верхней или нижней челюсти измеряют в самой широкой части. Измерения проводят 
для первых шести зубов (два резца, клык, два премоляра и моляр) на обеих сторонах верхней 
и нижней челюстей [2]. Остальные зубы (седьмой и восьмой) не рассматриваются при формиро-
вании моделей зубочелюстных дуг пациента.

Задача заключается в разработке методов для прогнозирования формы лица пациента после 
лечения зубочелюстных аномалий на основе построенной трехмерной модели головы по двум 
фотографиям и «идеальной» модели зубочелюстной системы при наличии полученных в нача-
ле лечения данных о пациенте.

Объекты и методы исследований. В качестве исходных данных используется боковая ТРГ 
пациента, его фотографии лица и ширина зубов. В ходе исследований рассматривались пациен-
ты в возрасте от 6 до 40 лет, при лечении которых использовались брекет-системы.

Процесс прогнозирования разбивается на три этапа:
1)  построение модели зубочелюстной системы пациента;
2)  построение трехмерной модели головы пациента;
3)  изменение модели профиля лица пациента.
Построение модели зубочелюстной системы пациента. Разработанные методы позволяют 

построить зубочелюстную систему пациента до лечения с точным положением каждого зуба, 
наклона и ширины. Рассматриваются только по 12 зубов на верхней и нижней челюстях, по-
скольку только эти зубы оказывают влияние на формирование профиля лица.

Учитывая особенности строения каждого зуба и используя эскизы усредненных зубов [3], 
предварительно были подготовлены трехмерные сеточные объекты, которые представлены 
в виде базовой модели, без учета индивидуальных характеристик отдельного пациента.

Базовые модели зубов масштабируются пропорционально по всем направлениям локальных 
осей координат до совпадения с шириной зуба пациента и распределяются на зубных дугах, 
которые формируют зубочелюстную систему пациента.

Для соответствия построенных зубных дуг с дугами пациента предусматривается возмож-
ность уточнения аномалий зубов.

После создания нижней и верхней зубных дуг задаются наклон и положение нижних резцов 
на боковой ТРГ для смыкания построенных моделей.

Построение трехмерной модели головы пациента. Автором ранее были рассмотрены суще-
ствующие методы и программные продукты построения трехмерной модели головы по фото-
графиям [4]. Из-за невозможности использования в готовых программных комплексах данных 
о зубных дугах пациента и последующей их модификации был разработан собственный метод, 
который строит модель головы пациента по двум фотографиям.

В основе построения лежит базовая форма трехмерной сеточной модели головы с правиль-
ной топологией. Дополнительно к модели привязываются объекты, выступающие в роли ха-
рактерных точек (рис. 1). Каждая точка связана с соответствующей группой вершин, и при 
перемещении любой из точек будет изменяться форма сеточной структуры соответствующе-
го участка.

Специалистом на двух фотографиях лица в профиль и анфас согласно приведенному шабло-
ну для определения положения носа, глаз, подбородка и губ в произвольном порядке указыва-
ются характерные точки. Затем с помощью разработанного алгоритма устанавливаются связи 
точек на фотографиях с характерными точками на базовой сеточной модели [5].
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Благодаря установленным связям сеточ-
ная модель приобретает форму лица пациента 
(рис. 2).

Изменение модели профиля лица пациен-
та. В соответствии с масштабом сеточной 
модели головы пациента устанавливается мас-
штаб построенных ранее зубочелюстных дуг 
пациента до лечения, которые встраиваются 
в модель головы пациента.

Подготовленные связи между моделями 
упрощенных форм зубов и базовой моделью 
головы переносятся на сформированные се-
точные модели зубов и модель головы пациен-
та до лечения. Это позволяет связать области 
на модели головы так, чтобы получить плавное 
изменение соответствующего участка лица па-
циента при любой трансформации зуба.

Далее положение каждого зуба меняется 
в соответствии с его положением после лече-
ния. Данный вид трансформации основыва-
ется на методе построения математической 
модели параметрических зубочелюстных дуг 
пациента после лечения и учитывает инди-
видуальные геометрические параметры зу-
бочелюстной системы, используя методики, 
предложенные специалистами-ортодонтами 
(рис. 3) для установления ряда геометриче-
ских соотношений между зубами [7].

Рассматриваемые методы позволяют выявить по семь базовых точек на зубочелюстных ду-
гах, через которые проводится сплайн Безье.

Построенные сплайны определяют верхнюю и нижнюю зубные дуги, на которых должны 
разместиться 24 зуба. В качестве зубов используются упрощенные сеточные модели. Зная шири-
ну каждого зуба, они равномерно распределяются вдоль сплайнов.

В результате будет построено приближенное к оптимальному положение каждого зуба. 
Параметры трансформации с упрощенных моделей зубов переносятся на сеточные модели зу-
бов пациента до лечения, формируя положение зубов, которое прогнозируется получить в ре-
зультате лечения.

Рис. 1. Характерные точки на базовой сеточной модели
Fig. 1. Key points are located on the template mesh model

Рис. 2. Базовая форма изменена в соответствии с фотографиями пациента
Fig. 2. The template model was changed in accordance with the photos of patient
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Исходя из назначенных ранее связей, с изменением положения зубов автоматически коррек-
тируется сетка модели головы пациента. Каждое изменение формы головы отражает предпола-
гаемую внешность пациента после лечения (рис. 4).

Рис. 4. Положение мягких тканей лица после предполагаемого лечения
Fig. 4. Prediction of location of patient’s soft tissues after the treatment

Рис. 3. Установление ряда геометрических соотношений: а1 и а4 – по методике Линден и Харт [6]; а2 – метод 
Коркхауза; а3 – метод Слабковской

Fig. 3. It was established a series of geometric relations: а1 and а4 – Linden’s and Hart’s method [6]; а2 – Korkhaus’s method; 
а3 – Slabkovskaya’s method
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Результаты исследований. Экспериментальные исследования проводились на кафедре 
стоматологии Белорусского государственного медицинского университета под руководством 
специалистов. Были рассмотрены десять пациентов с зубочелюстными аномалиями, при лече-
нии которых использовались брекет-системы и которые после лечения имеют гармоничный про-
филь лица.

Для сравнения полученных результатов использовались две фотографии лица пациента. 
Масштаб фотографий подбирался в соответствии с положением двух базовых характерных то-
чек, относительно которых ранее встраивались зубные дуги: нижняя точка подбородка и точка 
на переносице.

Для оценки в качестве исходных данных использовались кожные профили лица пациента до 
и после лечения, полученные из профильной фотографии лица, и прогнозируемый кожный про-
филь, сформированный из сеточной оболочки на боковой проекции (рис. 5).

Рис. 5. Пример сравнения фотографий пациента (пациент № 1, 10 лет) до и после лечения и трехмерной модели голо-
вы с прогнозируемым положением мягких тканей: а – фотография в профиль до лечения, b – модель головы, c – фо-

тография в профиль после лечения, d – модель головы
Fig. 5. The sample of comparison of patient’s photos (patient № 1, 10 years old) before and after medical treatment and the 
three-dimensional model of the head with the prediction of location soft tissues: a – patient’s photo before the treatment, b – 

the head’s model, с – patent’s photo after the treatment, d – the head’s model
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В результате экспериментальных исследований визуальная и численная оценки позво-
лили оценить результаты прогнозирования на боковой ТРГ и на трехмерной модели голо-
вы. Средние квадратичные отклонения кожного профиля лица пациента от прогнозируемого 
кожного профиля на боковой ТРГ и трехмерной модели головы пациента представлены в та-
блице.

Средние квадратичные отклонения кожных профилей, %
Mean squared deviation of the soft profiles, %

Критерий
Среднее квадратичное отклонение

на боковой 
ТРГ головы

на 3D модели  
головы

Площадь 4 6,7
Максимальное расстояние 8,6 6,4
Сумма квадратов расстояний 8,6 6,3

Из таблицы следует, что отклонение по трем критериям на трехмерной модели головы паци-
ента не превышает 10 %, что отражает высокие результаты прогноза.

Предполагается развитие методов и средств решения поставленной задачи путем усовер-
шенствования расчетов и оптимизации процесса визуализации. Углубленное изучение проблем 
зубочелюстных аномалий позволит применять новые методы для прогноза при лечении зубоче-
люстных аномалий.

Заключение. Разработаны алгоритмы для построения прогноза формы лица пациента после 
планируемого лечения зубочелюстных аномалий. В основе построения прогноза лежат трехмер-
ные модели зубных дуг пациента до лечения и головы пациента. С использованием заданной 
врачом ширины зубов пациента создается приближенная к оптимальной модель зубных дуг, 
которая задает форму лица пациента и формирует представление о его будущей внешности. 
Применяя рассмотренные методики, можно предположить, как будет выглядеть лицо пациента 
с учетом погрешности, выявленной при проведении численной и визуальной оценки результатов 
прогнозирования. Средние квадратичные отклонения по трем критериям не превысили 10 %. 
В ходе экспериментальных исследований были откорректированы связи сеточной модели с зуба-
ми для достижения более точного результата.
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