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Е. И. Марукович, А. М. Брановицкий, Ю. А. Лебединский1

Институт технологии металлов Национальной академии наук Беларуси, Могилев, Беларусь

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ОБРАЗОВАНИЯ НЕДЕНДРИТНОЙ МОРФОЛОГИИ 
ПРИ ЗАТВЕРДЕВАНИИ БИНАРНОГО СПЛАВА Al–Si С ПЕРЕМЕШИВАНИЕМ

Аннотация. Рост первичных кристаллов из переохлажденного бинарного расплава моделируется на основе ме-
тода фазового поля с приближенным учетом перемешивания расплава. Изменения концентрации второго компонен-
та (примеси) в расплаве вблизи области затвердевания за счет перемешивания рассматриваются как главная причина 
модификации дендритной морфологии кристаллов. Эффект перемешивания приводит к частичному удалению рас-
плава с повышенной концентрацией примеси из области вблизи границы кристаллизации, называемому в работе 
смывом. Данный эффект приближенно моделируется как вынужденная периодическая замена текущей высокой кон-
центрации примеси в этой области либо на начальную концентрацию, либо на усредненную в расплаве. Предложен 
новый алгоритм выбора такой области коррекции, который может быть использован и для малой интенсивности пе-
ремешивания. Введен параметр для описания интенсивности смыва – параметр смыва. Показано, что при смыве ден
дритная морфология переходит в розеточную в зависимости от интенсивности перемешивания. Проведен числен-
ный анализ роста возмущений на поверхности исходного зародыша кристалла круглой формы. Показаны основные 
отличия развития таких возмущений, которые приводят к недендритной морфологии кристалла. Продемонстрирован 
рост дополнительных ветвей за счет понижения концентрации примеси вблизи центра кристалла. Проведены расче-
ты для случая роста кристалла с уменьшением интенсивности смыва со временем роста. Для данного случая отмече-
но явление роста вторичных ветвей на дополнительных ветвях, растущих из центра кристалла. Показано, что при 
постоянной величине интенсивности смыва вблизи поверхности растущего кристалла при росте из малого круглого 
зародыша возможны только два типа морфологии – дендритная и розеточная. При этом если кристалл уже имеет 
розеточную морфологию, она сохраняется и при дальнейшем его росте при уменьшении интенсивности смыва. 

Ключевые слова: моделирование, бинарный сплав, затвердевание, микроструктура, метод фазового поля, пере-
мешивание

Для цитирования. Марукович, Е. И. Моделирование процесса образования недендритной морфологии при за-
твердевании бинарного сплава Al–Si с перемешиванием / Е. И. Марукович, А. М. Брановицкий, Ю. А. Лебединский // 
Вес. Нац. акад. навук Беларусі. Сер. фіз.-тэхн. навук. – Т. 63, № 4. – С. 391–398. https://doi.org/10.29235/1561-8358-2018-
63-4-391-398

E. I. Marukovich, A. M. Branovitsky, Yu. A. Lebedinsky

Institute of Technology of Metals of the National Academy of Sciences of Belarus, Mogilev, Belarus

MODELLING OF THE MICROSTRUCTURE FORMATION DURING SOLIDIFICATION  
OF BINARY ALLOY Al–Si UNDER STIRRING

Abstract. The growth of primary crystals from a supercooled binary melt is modeled on the basis of the phase-field 
method with an approximate consideration for melt stirring. Changes in the concentration of the solute in the melt near the so
lidification region due to stirring are considered as the main reason for modifying the dendritic morphology of the crystals. 
The stirring effect results in a partial removal of the melt with an increased solute concentration from the region near the in
terface, which is called washout in the work. This effect is approximately modeled as a forced periodic replacement of  
the current high solute concentration in this region either at the initial concentration or at the averaged concentration in  
the melt. In this paper, we propose a new algorithm for choosing such a correction region, which can be used for a small 
intensity of stirring. A value is introduced to describe the washout intensity-the washout parameter. It is shown that when 
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washed away dendritic morphology passes into a rosette morphology, depending on the intensity of stirring. A numerical 
analysis of the growth of perturbations on the surface of the initial embryo of a circular crystal is carried out. The main 
differences in the development of such perturbations are shown, which leads to a non-dendritic morphology of the crystal. 
The growth of additional branches is demonstrated due to a decrease in the solute concentration near the center of the crystal. 
Calculations have been performed for the case of crystal growth with a decrease in washout intensity with growth time.  
For this case, the secondary arms grow on additional branches growing from the center of the crystal. It is shown that at  
a constant value of the washout intensity near the surface of a growing crystal, only two types of morphology are possible 
from a small round embryo, dendritic and rosette. At the same time, if the crystal already has a rosette morphology, it is re
tained and with its further growth with a decrease in the washout intensity.

Keywords: binary alloy, modeling, solidification microstructure, phase field model, stirring 
For citation. Marukovich E. I., Branovitsky A. M., Lebedinsky Yu. A. Modelling of the microstructure formation during 

solidification of binary alloy Al–Si under stirring. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. Seryya fizika-technichnych 
navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2018, vol. 63, no. 4,  
pp. 391–398 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-8358-2018-63-3-391-398

Введение. Преимущества литья в полутвердом состоянии с формированием из расплава не-
дендритной микроструктуры хорошо известны. Это значительное уменьшение макросегрегации 
и пористости, более низкая температура заливки, улучшенные механические свойства. Вместе  
с тем физический механизм недендритного кристаллообразования при литье полутвердого рас-
плава во многих аспектах остается неисследованным [1]. 

Все технологии такого литья используют вынужденное движение расплава с растущими в нем 
кристаллами, например перемешивание. Влияние потока расплава на рост кристалла приводит  
к значительному изменению размеров и морфологии растущих кристаллов. Одним из факторов 
этого влияния является изменение концентрации элементов в расплаве вблизи границы кристал-
лизации при движении расплава относительно кристалла. 

В данной работе рассмотрена модель затвердевания бинарного сплава на основе метода фазо-
вого поля с приближенным учетом движения кристалла в расплаве. Как правило, максимальная 
возможная концентрация второго компонента бинарного сплава (примеси) в твердой фазе пер-
вичных кристаллов первого компонента значительно меньше, чем его исходная концентрация  
в расплаве. Поэтому перед поверхностью растущего кристалла имеется зона расплава с повы-
шенной концентрацией примеси. Для роста первичного кристалла эта концентрация не может 
превышать определенного значения, то есть атомы примеси должны покидать эту зону. Для слу-
чая неподвижного относительно расплава кристалла это происходит за счет диффузии атомов из 
места повышенной концентрации в области, далекие от поверхности кристалла. Для случая об-
текания кристалла расплавом к этому механизму добавляется механизм конвекции, поскольку 
поток расплава уносит участки расплава с высокой концентрацией примеси от кристалла. 

Известен ряд моделей роста кристаллов во время их движения относительно расплава, свя-
занных с понятием гидродинамического пограничного слоя [2, 3]. Расплав в этом слое вблизи 
поверхности растущего кристалла считается неподвижным относительно кристалла. Движение 
расплава вне этого слоя создает дополнительную конвекцию, которая моделируется увеличени-
ем коэффициента диффузии примеси.

Похожий подход применяется авторами и в данной работе. В зоне расплава вблизи кристалла 
моделируется рост кристалла в неподвижном расплаве. Увеличение коэффициента диффузии  
в зоне, далекой от поверхности кристалла, в применении к методу фазового поля резко снижает 
его вычислительную эффективность, так как это приводит к необходимости отслеживать движе-
ние примеси на больших расстояниях от периметра. Следовательно, требуется значительное 
увеличение области расчета. Необходимость численного расчета диффузии примеси в большой 
вычислительной области увеличивает время счета в десятки раз. Поэтому в этой зоне была ис-
пользована иная аппроксимация изменения концентрации примеси под воздействием потока 
расплава («смыв» примеси).

Вместо отслеживания концентрации примеси на большом расстоянии от кристалла исполь-
зуется периодическая коррекция концентрации примеси в зоне вне переходного слоя. При такой 
коррекции значения концентрации примеси заменяются некоторой константой. В работе исполь-
зованы два варианта расчетов [3]. В первом значение концентрации примеси в узлах расчетной 
сетки периодически «сбрасывается» в начальное значение до роста кристалла. Такая ситуация 
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может быть характерна для движения зародыша в «чистом» расплаве, где поток «омывает» кри-
сталл, унося расплав с повышенной концентрацией и заменяя его на расплав с начальной кон-
центрацией примеси. Это соответствует случаю, когда концентрация примеси в набегающем по-
токе еще не успела значительно возрасти, то есть при малой концентрации зародышей и на на-
чальных стадиях роста. Во втором варианте используется не начальная, а усредненная по всей 
такой зоне расплава концентрация примеси. Это соответствует случаю достаточно тесного сбли-
жения растущих кристаллов и активному перемешиванию расплава в области между ними.

Описание вычислительной схемы. Основной постулат теории фазового поля заключается  
в замене резкой границы жидкость – твердое вещество на размытую границу конечной ширины W, 
внутри которой и происходит фазовый переход. Для описания такого перехода введена фазовая 
переменная φ, значение которой изменяется по ширине фронта от –1 (жидкость) до 1 (твердое 
состояние). Это исключает необходимость точного определения положения фронта затвердева-
ния. Метод основан на теории Гинзбурга – Ландау, которая впервые использовала принцип ми-
нимизации функционала для описания фазовых переходов.

Для описания эволюции фазового поля и концентрации использовали двухмерную систему 
уравнений фазового поля [4, 5]:
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кристаллизации; ε – безразмерный параметр, определяющий степень анизотропии.
Здесь уравнения записаны в безразмерных координатах 0 ,x x W=   0 ,t t= τ  ,Le D= α  где 

/ ,T pk cα =  kT – теплопроводность вещества, cp – объемная теплоемкость при постоянном давле-
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сти от конкретной схемы затвердевания, но обычно для бинарных сплавов имеет порядок вели-
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, где Г – коэффициент Гиббса – Томсона. Для случая изотермической кристаллиза-

ции ΔT – разность между температурами ликвидус и солидус при данной концентрации:
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где k – коэффициент равновесного распределения, m – тангенс угла наклона линии ликвидус на 
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где T0 – равновесная температура, TM – температура плавления чистого алюминия.
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Величина jat – дополнительный поток примеси, вводимый с целью компенсации попадания 
атомов примеси в «ловушку» в твердой фазе основного элемента сплава:
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где L – теплота плавления на единицу объема.
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где c – текущая концентрация, а безразмерный тангенс угла наклона линии ликвидус имеет вид
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Параметр λ в уравнении (1) используется для верификации расчетов. Поскольку его величина 
пропорциональна ширине фронта кристаллизации и, как правило, пространственному шагу 
между узлами, то расчет с уменьшенным λ должен приводить к тем же результатам. Подробное 
описание алгоритма изложено в [6].

Уравнение (1) определяет собственно кристаллизацию расплава, то есть эволюцию во време-
ни и пространстве фазовой переменной. Уравнение (2) описывает диффузию примеси в расплаве. 
При достаточном удалении от области фазового перехода данное уравнение переходит в обыч-
ное уравнение Фика.

Круг малого радиуса использован как начальный зародыш кристалла. Вычисления выполне-
ны для параметров, соответствующих расплаву Al–Si [7]. Начальное переохлаждение 40 К, кон-
центрация кремния (примеси) 7 %. Однако поскольку описанные ниже результаты качествен-
ные, то данные выводы применимы к широкой области параметров роста кристаллов. 

Модель изменения концентрации примеси. Модель изменения концентрации под воздей-
ствием потока расплава включает в себя алгоритм поиска узлов расчетной сетки, граничащих  
с растущим кристаллом, в которых не проводится коррекция значений концентрации примеси. 
В [3] предложен алгоритм, основанный на среднем значении фазовой функции в некоторой 
окрестности рассматриваемого узла. Основной его недостаток – невозможность выбора слоя уз-
лов расчетной сетки, в которых не проводится изменение концентрации, достаточно большой 
ширины. Максимально возможная толщина такого слоя ограничена из-за вычислительных слож-
ностей. Она соответствует очень малым значениям толщины гидродинамического пограничного 
слоя, поскольку последняя уменьшается с увеличением скорости набегающего потока расплава. 
Такая толщина характерна для очень активного движения расплава с частотой перемешивания 
свыше 1000 об/мин, имеющей место только при постановке специальных экспериментов [8]. 

Для моделирования обтекания расплавом кристалла с меньшей интенсивностью, характерной 
для процессов литья, нами предложен другой алгоритм поиска узлов без коррекции. В данной 
работе мы использовали два различных способа. В первом варианте без коррекции оставались 
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узлы, где избыток концентрации примеси ex infc c c=  (параметр смыва) превышал заданную до-
лю от исходной концентрации примеси в расплаве, во втором – определенную долю усреднен-
ной концентрации в расплаве. 

Первый способ описывает начальную стадию роста, когда объем кристаллов мал и концен-
трация в расплаве вдали от кристалла близка к начальной. Второй способ соответствует стадии 
стесненного роста, когда концентрация расплава вдали от кристалла значительно выше на
чальной. 

Коррекция таким способом для различных значений избытка концентрации соответствует 
различной интенсивности смыва: чем данный параметр смыва больше, тем выше интенсивность 
смыва. 

При этом избыток концентрации в 15–20 % соответствует интенсивному перемешиванию 
расплава, моделирование которого описано в [3]. В данной работе использовали значение из
бытка концентрации до 10 %, которое соответствует малой интенсивности перемешивания, име-
ющей место в реальных процессах литья.

Далее мы будем ссылаться на величину exc  как на параметр или интенсивность смыва. 
Результаты моделирования морфологии кристаллов при перемешивании. Основные ре-

зультаты расчетов морфологии роста кристаллов представлены на рис. 1–3, где черным цветом 
изображен затвердевший кристалл, серым – расплав. Максимум интенсивности в серой зоне со-
ответствует узлам с максимальной концентрацией примеси. Все рисунки представлены в мо-
мент сразу после очередной коррекции концентрации примеси, что дает возможность визуаль-
ного сравнения толщины зоны с высокой концентрацией примеси и размера кристалла. 

Переход от дендритной к розеточной морфологии связан с изменениями скорости роста раз-
личных зон кристалла. При отсутствии смыва на поверхности дендрита можно выделить две 
зоны (рис. 1, а). В зоне 1 наблюдается относительно быстрый рост кристалла вблизи главных 
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Рис. 1. Эволюция морфологии малого зародыша кристалла: a – начальная стадия роста без смыва, b – переход  
к выраженному дендритному росту без смыва, c – начальная стадия роста с интенсивностью смыва 7 %, d – начало 
роста возмущения в зоне между главными ветвями со смывом, e – возникновение дополнительных ветвей со смывом

Fig. 1. Evolution of morphology of small embryo: a – initial stage of growth without washout, b – transition to dendrite 
growth without washout, c – initial stage of growth with 7 % washout intensity, d – beginning of perturbation growth  

in zone between main branches, e – appearance of additional branches in condition of washout
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ветвей дендрита. Главными в данном случае называются ветви, соответствующие кристаллогра-
фическим направлениям кубической решетки алюминия. Быстрый их рост вызван относительно 
низкой концентрацией примеси в расплаве вблизи этих ветвей. В зоне 2 концентрация примеси 
повышается и рост кристалла там возможен только при появлении случайных факторов (флук-
туаций), приводящих к периодическому возмущению фронта кристаллизации. 

Последующий рост дендрита (рис. 1, b) связан с формированием из зоны 2 вторичных ветвей. 
В области 3 концентрация второго компонента (примеси) становится столь высокой, что рост 
кристалла там останавливается и формируется шейка дендрита. 

При наличии смыва зона 1, где происходит быстрый рост кристалла, расширяется, зона 3 ис-
чезает, а зона 2 остается между главными ветвями, ширина которых увеличивается по сравне-
нию с ростом дендрита (рис. 1, e). 

Пространственный период возмущений на поверхности кристалла (рис. 1, d) зависит от вели-
чины переохлаждения расплава. Следовательно, морфология начальной стадии роста кристал-
лов, например число дополнительных ветвей, зависит от значений переохлаждения на старте 
роста и изменения переохлаждения, в частности за счет рекалесценции. Сами по себе осцилля-
ции на поверхности возникают и в случае отсутствия смыва примеси [9]. Однако их рост блоки-
руется ростом главных ветвей и выделением большого количества примеси в расплав перед до-
полнительными ветвями. Смыв играет роль фактора, ускоряющего рост из-за удаления от по-
верхности кристалла расплава с высокой концентрацией примеси. Это иллюстрируется на рис. 2 
при сравнении изменения морфологии роста кристалла с различной интенсивностью смыва. 

Устойчивыми при росте из малого зародыша могут являться все те же две морфологии кри-
сталла – дендритная и розеточная. Переход между ними скачкообразный. В случае малой интен-
сивности смыва (рис. 2, a–d) дополнительные ветви или не появляются вообще, или их рост 
тормозится со временем из-за высокой концентрации примеси в расплаве. При повышении ин-
тенсивности смыва (рис. 2, f ) появляются дополнительные радиальные ветви. При дальнейшем 
увеличении интенсивности смыва розеточная морфология переходит в глобулярную [3].
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d
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f

Рис. 2. Морфология растущих из малого зародыша кристаллов алюминия. Параметр смыва 1 % (a), 2 % (b), 5 % (c), 
6,5 % (d), 7,5 % (e), 8,5 % ( f ). Ввиду существенного различия в скорости роста масштаб рисунков различен
Fig. 2. Morphology of aluminum crystal, growing from small embryo. Washout intensity 1 % (a), 2 % (b), 5 % (c),  

6.5 % (d), 7.5 % (e), 8.5 % ( f ). Because of high difference in growth speed, the scale of pictures is different
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Практически интересен случай, когда степень смыва падает со временем. Во многом он ана-
логичен случаю усреднения концентрации при коррекции ее значения [3], при котором расщеп
ления радиальных ветвей не происходит. Но вместо утолщения ветвей, как в случае усреднения, 
на радиальных ветвях наблюдается скорее структура возмущений, аналогичная вторичным вет-
вям на главных ветвях дендрита (рис. 3).

Выводы. Разработан приближенный алгоритм расчета изменения концентрации примеси, 
учитывающий влияние движения растущего кристалла первичного алюминия относительно 
расплава. На его основе исследована морфология получаемых кристаллов. Показано, что при 
постоянной величине интенсивности смыва вблизи поверхности растущего кристалла при росте 
из малого круглого зародыша возможны только два типа морфологии – дендритная и розеточ-
ная. При этом если кристалл уже имеет розеточную морфологию, она сохраняется и при даль-
нейшем его росте при уменьшении интенсивности или отсутствии смыва.
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Рис. 3. Эволюция морфологии роста кристалла с изменением интенсивности смыва во времени:  
a – 400 мкс, b – 800 мкс, c – 1,12 мс, d – 1,44 мс, e – 2.08 мс. До времени (c) параметр смыва равен 8,5 %, далее – 3,5 %

Fig. 3. Evolution of crystal growth morphology with change of intensity washout during time:  
a – 400 mks, b – 800 mks, c – 1,12 ms, d – 1.44 ms, e – 2.08 ms. Until (c) the washout intensity is 8.5 %, further 3.5 %
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ВЛИЯНИЕ СКОРОСТИ НАГРЕВА ЦЕМЕНТИРУЕМЫХ  
КОНСТРУКЦИОННЫХ СТАЛЕЙ НА РОСТ АУСТЕНИТНОГО ЗЕРНА  

В ПРОЦЕССЕ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ВЫДЕРЖКИ1

Аннотация. Исследовано влияние режима нагрева образцов конструкционных цементируемых сталей 20ХН3А, 
20ХГНР и 15ХГН2ТА на величину аустенитного зерна после высокотемпературной изотермической выдержки при 
1000 °С. Показано, что нагрев сталей со скоростью 1,2–3,0 °С/мин в интервале фазового α→γ превращения стабили-
зирует зеренную структуру сталей и приводит к замедлению кинетики роста аустенитного зерна при длительной 
высокотемпературной выдержке, что позволяет повысить температуру химико-термической обработки сталей. Сде
лано заключение, что стабилизация зеренной структуры сталей связана с образованием при медленном нагреве се-
грегаций примесных атомов и частиц на границах зерен с высокоугловой разориентацией, что препятствует мигра-
ции границ зерен в процессе длительной высокотемпературной выдержки. Проведена высокотемпературная хими-
ко-термическая обработка партии заготовок из стали 20ХН3А по экспериментальному режиму со ступенчатым 
нагревом в интервале фазового α→γ превращения, обеспечившему получение качественной мелкозернистой струк-
туры цементированного слоя.

Ключевые слова: наследственно-мелкозернистые конструкционные стали для цементации, скорость нагрева, 
размер аустенитного зерна
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THE INFLUENCE OF THE HEATING RATE OF CEMENTED CONSTRUCTIONAL STEELS  
ON THE GROWTH OF AUSTENITIC GRAIN IN THE PROCESS OF HIGH-TEMPERATURE HOLDING

Abstract. The influence of the heating mode of samples of constructional cemented steels 20ХН3А, 20ХГНР and 15ХГН2ТА 
on the value of austenite grain after high-temperature isothermal aging at 1000 °С is studied. It is shown that the heating  
of steels at a rate of 1.2–3.0 °C / min in the phase-transformation interval stabilizes the grain structure of the steels and leads 
to a slowing down of the kinetics of the growth of austenite grains during prolonged high-temperature aging, which makes  
it possible to increase the temperature of the chemical-thermal treatment of steels. It is concluded that the stabilization of  
the grain structure of steels is associated with the formation of segregation of impurity atoms and particles at grain boundaries 
with high-angle disorientation during slow heating, which prevents migration of grain boundaries in the process of prolonged 
high-temperature aging. A high-temperature chemical-thermal treatment of a batch of billets from steel 20ХН3А under expe
rimental conditions with stepwise heating in the phase-transformation interval provided a qualitative fine-grained structure  
of the cemented layer.

Keywords: inherent fine-grained constructional steels for case-hardening, heating rate, austenitic grain size
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Введение. Использование современных методов химико-термической обработки, и, в част
ности, метода цементации, обеспечивает повышение эксплуатационной надежности и ресурса 
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работоспособности зубчатых колес при снижении стоимости обработки. Одним из наиболее 
перспективных современных способов цементации, гарантирующим эффективное регулирова-
ние профиля распределения углерода по глубине слоя, уменьшение расхода электроэнергии и тех-
нологического газа, является метод высокотемпературной вакуумной цементации в атмосфере 
ацетилена [1]. Указанный способ позволяет добиться существенного ускорения процесса цемен-
тации за счет повышения температуры процесса от 930–940 °С до 1000–1040 °С. Так, в частно-
сти, возрастание температуры химико-термической обработки от 940 до 1040 °С обеспечивает 
увеличение глубины цементированного слоя в 1,6 раза при одинаковой продолжительности об-
работки [2]. Реализация высокотемпературной цементации приводит к существенному сокраще-
нию времени химико-термической обработки (рис. 1). В частности, при увеличении температу-
ры химико-термической обработки сталей от 950 до 1000 °С время цементации уменьшается c 7 
до 4,5 ч. 

Вместе с тем применение стандартных сталей для высокотемпературной цементации в зна-
чительной степени сдерживается ростом аустенитного зерна в упрочненном слое и сердцевине 
зубчатых колес, что сопровождается понижением их ударной вязкости и сопротивления уста
лостному разрушению. В связи с этим весьма актуальной проблемой является разработка на-
следственно-мелкозернистых цементируемых сталей, сохраняющих мелкозернистую структуру 
после длительных изотермических выдержек при температурах 1000–1050 °С. 

Решение указанной задачи достаточно трудоемко и затратно. Альтернативным способом по-
вышения стабильности зеренной структуры сталей при высокотемпературных обработках мо-
жет являться усовершенствование технологических режимов обработки. В частности, в [3, 4] 
установлено, что на кинетику укрупнения аустенитного зерна легированных сталей при высоко-
температурных выдержках значительное влияние может оказывать скорость их нагрева до тем-
ператур аустенизации и исходная структура. При этом в [4] было показано, что определяющую 
роль в кинетике роста зерна играет исходная структура стали и скорость ее нагрева в темпера-
турном интервале фазового α→γ превращения. В связи с этим задачей нашей работы являлось 
исследование влияния скорости нагрева ряда типичных конструкционных цементируемых ста-
лей на величину аустенитного зерна после длительной изотермической выдержки при 1000 °С  
с целью разработки технологических режимов нагрева, обеспечивающих формирование мелко-
зернистой структуры при высокотемпературной цементации. 

Методика эксперимента. Исследование проводилось на образцах промышленных легиро-
ванных конструкционных сталей 20ХН3А, 20ХГНР и 15ХГН2ТА (ГОСТ 4543-71). Химические 
составы сталей приведены в таблице.

Рис. 1. Схема зависимости глубины цементированного слоя легированных конструкционных сталей  
от температуры и времени цементации

Fig. 1. Schematic dependence of case-hardened layer depth of alloyed constructional steels  
on temperature and duration of cementation
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Химический состав исследуемых сталей (мас.%)
Chemical composition of test steels (wt.%)

Сталь C Cr Ni Mn Si Cu Ti Мо P S Fe

20ХН3А ≈ 0,20 0,80 2,86 0,49 0,29 0,23 0,01 0,03 0,012 0,013 основа
20ХГНР ≈ 0,18 0,82 0,86 0,75 0,34 0,03 0,02 – 0,006 0,004 основа
15ХГН2ТА ≈ 0,15 0,87 1,50 0,99 0,28 0,21 0,05 0,03 0,012 0,022 основа

Образцы для исследований (∅ 25 мм, толщина 10 мм) вырезались из стальных поковок, про-
шедших предварительную термическую обработку в толкательном агрегате П-454 по режиму: 
нагрев до 930–940 °С, выдержка в течение 2 ч, охлаждение в накопительном контейнере на воз-
духе до температуры 20 °С, высокий отпуск при температуре 620–640 °С в течение 4 ч, охлажде-
ние на воздухе до температуры 20 °С. Микроструктура поковок – ферритно-перлитная, содержа-
ние бейнита и мартенсита не превышало 10 %, строчечность (полосчатость) отсутствовала. 
Твердость поковок 179–228 НВ.

Окончательная термическая обработка образцов сталей проводилась по трем различным ре-
жимам с использованием печи СНОЛ 0,2.0,30,2/1300: 

режим 1 – нагрев образцов сталей до 1000 °С со скоростью 6 °С/мин, высокотемпературная 
выдержка в течение 1 ч; 

режим 2 – ступенчатый нагрев образцов со скоростью 6 °С/мин до температуры 670 °С, мед-
ленный нагрев до 850 °С со скоростью 3 °С/мин, нагрев до 1000 °С со скоростью 5 °С/мин, вы-
держка 1 ч; 

режим 3 –ступенчатый нагрев образцов со скоростью 6 °С/мин до температуры 670 °С, мед-
ленный нагрев до 850 °С со скоростью 1,2 °С/мин, нагрев до 1000 °С со скоростью 5 °С/мин, вы-
держка 1 ч. 

После высокотемпературной выдержки образцов сталей при 1000 °С проводилась  их закалка 
в масло.

Металлографическое исследование проводилось на микроскопе Neophot 32 при увеличении 
×100 и ×200. Размер аустенитного зерна определяли в соответствии с ГОСТ 5639-82 (пункт 3.6)  
с использованием метода хорд. Для выявления границ зерен применялся метод химического 
травления в реактиве, изготовленном по патенту (Патент № 14748, Республика Беларусь: МПК С 
23 F 1/28. Металлографический реактив для выявления границ действительного зерна стали).

Измерение твердости и микротвердости сталей по Виккерсу проводилось на приборе DuraScan 20 
при нагрузках 10 кг и 0,2 кг соответственно.

Результаты исследований и обсуждение. На рис. 2 приведены микроструктуры иссле
дуемых сталей в исходном состоянии (после предварительной термической обработки, вклю
чающей нормализацию и высокий отпуск). Можно видеть, что предварительная термическая  
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Рис. 2. Микроструктуры сталей 20ХН3А (а) и 20ХГНР (b) после предварительной термической обработки  
(нормализация и высокий отпуск)

Fig. 2. Microstructures of 20ХН3А (а) и 20ХГНР (b) steels after preliminary heat treatment  
(normalization and high-temperature tempering)
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обработка сталей приводит к формированию в них равновесной мелкозернистой ферритно-пер-
литной структуры. Твердость сталей 20ХН3А, 20ХГНР и 15ХГН2ТА, подвергнутых предвари-
тельной термической обработке, составляла 183, 175 и 225 HV 10, соответственно.

При стандартном нагреве исследуемых сталей до 1000 °С со скоростью 6 °С/мин, реализую-
щейся при загрузке стальных заготовок в нагретую до температуры аустенизации печь, в них 
регистрируется сравнительно быстрый рост аустенитного зерна (рис. 3). При этом в сталях 20ХН3А, 
20ХГНР и 15ХГН2ТА формируется разнозернистая структура со средним размером зерна 95, 
128 и 91 мкм соответственно. Указанная структура является недопустимой с точки зрения тре-
бований нормативных документов к микроструктуре цементированных сталей (ОСТ 23.4.52–83) 
и предприятия «Минский тракторный завод» (Стандарт предприятия СТП 257 – 2188 – 2004 «Сталь 
цементованная и нитроцеменованная для зубчатых колес. Методы контроля качества микро-
структуры и толщины слоя»). 

При уменьшении скорости нагрева исследуемых сталей в интервале температур фазового 
a→g превращения до 3 °С/мин регистрируется существенное измельчение структуры (рис. 4). 
Значения среднего размера аустенитных зерен составляют 52, 45 и 51 мкм для сталей 20ХН3А, 
20ХГНР и 15ХГН2ТА соответственно. При этом можно отметить, что в сталях существенно 
уменьшается количество крупных зерен. 

В случае нагрева сталей в интервале температур фазового α→γ перехода со скоростью 1,2 °С/мин 
(режим 3) в них формируется сравнительно равномерная мелкозернистая структура со средним 
размером аустенитного зерна, составляющим 55 и 56 и 51 мкм для сталей 20ХН3А, 20ХГНР  
и 15ХГН2ТА соответственно (рис. 5). 

На основании полученных данных можно констатировать, что уменьшение скорости нагрева 
образцов легированных конструкционных сталей в интервале температур фазового α→γ превра-
щения от 6 °С/мин до 1,2–3,0 °С/мин приводит к существенному измельчению зеренной структу-
ры (в ≈2 раза) и уменьшению разнозернистости сталей после высокотемпературной выдержки 
при 1000 °С. Таким образом, склонность к росту аустенитного зерна конструкционных цементи-
руемых сталей при высокотемпературной изотермической выдержке зависит не только от темпе-
ратуры и времени выдержки, но в значительной степени определяется и условиями фазового 
α→γ превращения при нагреве сталей с различными скоростями. Подобный вывод был сделан 
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Рис. 3. Микроструктура образцов из стали 20ХН3А (а), 20ХГНР (b) 
и 15ХГН2ТА (c) после термообработки по режиму 1: нагрев до 
1000 °С со скоростью 6 °С/мин, выдержка 1 ч и закалка в масло
Fig. 3. Microstructures of 20ХН3А (а), 20ХГНР (b) and 15ХГН2ТА (c) 
steels after heat treatment regime 1: heating up to 1000 °C with hea
ting rate 6 °С/min, exposure for 1 hour and quenching in oil
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ранее в [4] при исследовании кинетики роста зерна в стали 18ХНВА. При этом в этой работе было 
обнаружено существенное возрастание скорости укрупнения аустенитного зерна в случае нагрева 
стали 18ХНВА, имеющей исходную неравновесную мартенситную структуру. В [4] было сделано 
заключение, что наличие в стали мартенситных структур приводит к упорядоченности процес-
сов фазового α→γ превращения при ускоренном нагреве с образованием фазонаклепанного аусте-
нита, имеющего малоугловые границы [5, 6]. Указанное структурное состояние аустенитной 
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Рис. 4. Микроструктура образцов из стали 20ХН3А (а), 
20ХГНР (b) и 15ХГН2ТА (c) после термообработки по режи-
му 2: быстрый нагрев до 670 °С (5–6 °С/мин), нагрев со ско-
ростью 3 °С/мин до 850 °С, быстрый нагрев до 1000 °С  
(5–6 °С/мин), выдержка 1 ч и закалка в масло
Fig. 4. Microstructures of 20ХН3А (а), 20ХГНР (b) и 15ХГН2ТА (c) 
steels after heat treatment regime 2: rapid heating up to 670 °C 
(5–6 °C/min), subsequent heating up to 850 °C with heating rate  
3 °C/min and rapid heating up to 1000 °C (5–6 °C/min), exposure 
1 hour, quenching in oil
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Рис. 5. Микроструктура образцов из стали 20ХН3А (а), 20ХГНР (b) 
и 15ХГН2ТА (c) после термообработки по режиму 3: быстрый 
нагрев до 670 °С (5–6 °С/мин), нагрев со скоростью 1,2 °С/мин  
до 850 °С, быстрый нагрев до 1000 °С (5–6 °С/мин), выдержка 1 ч 
и закалка в масло
Fig. 5. Microstructures of 20ХН3А (а), 20ХГНР (b) и 15ХГН2ТА (c) 
steels after heat treatment regime 3: rapid heating up to 670 °C  
(5–6 °C/min), subsequent heating up to 850 °C with heating rate  
1.2 °C/min and rapid heating up to 1000 °C (5–6 °C/min), exposure  
1 hour, quenching in oil
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структуры весьма нестабильно и способствует развитию процессов коалесценции (слияния)  
аустенитных зерен и ускоренному их росту [4]. При этом увеличение скорости нагрева в интер-
вале α→γ превращения и наличие мартенситных структур ускоряет огрубление аустенитной 
структуры (рис. 6). 

Поскольку исследуемые в настоящей работе стали в исходном состоянии имеют равновес-
ную ферритно-перлитную структуру, то можно полагать, что в процессе их медленного нагрева 
(~1–3 °С/мин) в интервале фазового α→γ перехода аустенитное превращение происходит по диф-
фузионному механизму с образованием стабильной мелкозернистой структуры, содержащей вы-
сокоугловые границы [5–7]. При этом, наряду с формированием зеренной структуры с высоко
угловыми границами, на замедление кинетики укрупнения зерна при последующей высоко
температурной выдержке сталей может оказывать влияние также адсорбция примесных атомов 
по границам образующихся аустенитных зерен в процессе медленного нагрева в интервале α→γ 
превращения. В частности, на границах аустенитных зерен могут формироваться сегрегации 
примесных атомов и частицы фаз внедрения [3, 5], препятствующие миграции границ зерен  
и стабилизирующие мелкозернистую структуру. В случае же увеличения скорости нагрева об-
разцов сталей до ≥ 6 °С/мин возрастает вероятность образования в них метастабильных мало
угловых зеренных структур с незаблокированными границами [3, 4], что обуславливает уско-
ренную кинетику роста аустенитного зерна в этих сталях при высоких температурах. Таким об-
разом, можно заключить, что регулирование скорости нагрева легированных цементируемых 
сталей в интервале фазового α→γ превращения может являться эффективным способом форми-
рования в них устойчивой к росту аустенитного зерна структуры, и заложить основы для разра-
ботки технологических режимов высокотемпературной цементации. 

С целью проверки указанного заключения была проведена экспериментальная высокотемпе-
ратурная химико-термическая обработка деталей из стали 20ХН3А в условиях производства 
Минского тракторного завода (МТЗ). Обработка проводилась по режиму ступенчатого нагре-
ва, включающему ускоренный нагрев до температуры 680 °С, медленный нагрев со скоростью  
1,3 °С/мин в интервале 680–800 °С, ускоренный нагрев от 800 °С до температуры цементации 
1000 °С с последующей изотермической выдержкой в течение 2,5 ч на стадии насыщения угле-
родом и закалку после подстуживания до 850 °С. На завершающей стадии цикла химико-терми-
ческой обработки стали 20ХН3А проводился низкий отпуск при 170 °С в течение 2,5 ч. На рис. 7 
приведена микроструктура цементированного слоя стали 20ХН3А. Можно видеть, что сталь 
имеет мелкозернистую структуру со средним размером аустенитного зерна 51 мкм в цементи

Рис. 6. Изменение объемной доли крупнозернистой структуры F в процессе высокотемпературной изотермической 
выдержки стали 18ХНВА при 930 °С в зависимости от режима предварительной термической обработки стали  

при нагреве со скоростью ≈ 200 °С/мин: 1 – закалка; 2 – нормализация; 3 – закалка и высокий отпуск (650 °С) [4] 
Fig. 6. The change in the volume fraction of coarse-grained structure F in the process of high-temperature isothermal aging 

of steel 18ХНВА at 930 °С, depending on the mode of preliminary heat treatment with heating at a rate of ≈ 200 °С/min:  
1 – quenching; 2 – normalization; 3 – hardening and high tempering (650 °С) [4]
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рованном слое и 43 мкм в сердцевине. Распределение микротвердости по глубине цементирован-
ного слоя приведено на рис. 8. Глубина цементированного слоя составляет 1,5–1,6 мм, а микро
твердость поверхности – 780 HV 0,2 (61–62 HRC). Указанные характеристики структурного  
состояния и микротвердости поверхностного слоя полностью отвечают требованиям СТП 257 – 
2188 – 2004.

Заключение. Исследовано влияние режима нагрева образцов наследственно-мелкозернистых 
конструкционных сталей для цементации 20ХН3А, 20ХГНР и 15ХГН2ТА на величину аустенит-
ного зерна после высокотемпературной изотермической выдержки при 1000 °С в течение 1 ч. 
Показано, что уменьшение скорости нагрева сталей в интервале фазового α→γ превращения  
от 6 °С/мин до 1,2–3,0 °С/мин приводит к замедлению кинетики роста аустенитного зерна при 
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Рис. 7. Микроструктура стали 20ХН3А после высокотемператур-
ной цементации при 1000 °С по экспериментальному режиму: 
цементированный слой (а) и сердцевина (b)
Fig. 7. Microstructures of 20ХН3А after high-temperature cementa-
tion at 1000 °C using experimental regime: case-hardened layer (a), 
and core region (b)

Рис. 8. Распределение микротвердости по глубине цементированного слоя стали 20ХН3А
Fig. 8. Distribution of microhardness in the depth of case-hardened layer of 20ХН3А steel
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длительной высокотемпературной выдержке. Сделано заключение, что стабилизация зеренной 
структуры сталей обусловлена образованием при медленном нагреве приграничных сегрегаций 
примесных атомов и частиц, препятствующих миграции границ зерен и стабилизирующих мел-
козернистую структуру. Предложен экспериментальный режим высокотемпературной химико-
термической обработки, обеспечивший получение качественной структуры цементированного 
слоя стали. 
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ВЛИЯНИЕ РЕЖИМОВ РЕАКЦИОННОГО СПЕКАНИЯ  
НА СТРУКТУРУ И СВОЙСТВА КАРБИДНОЙ КЕРАМИКИ

Аннотация. Проведены экспериментальные исследования структуры, фазового состава и физико-механических 
свойств реакционно-спеченной керамики на основе карбида кремния и бора, полученной реакционным спеканием. 
Показано, что свойства реакционно-спеченной керамики на основе карбидов во многом определяются качеством 
пропитки пористого карбидного каркаса кремнием, которая, в свою очередь, зависит от общей и открытой пористо-
сти, формы и размера пор прессовки, состава шихты из порошка карбида. Высокотемпературное спекание, сопро
вождающееся пропиткой карбидного каркаса кремнием и взаимодействием его с углеродной составляющей каркаса, 
во многом определяет свойства материала. Главной задачей в реализации этого процесса является создание условий, 
обеспечивающих полное заполнение пор в исходной прессовке в процессе пропитки расплавом кремния и макси-
мальной активации процесса химического взаимодействия между расплавом кремния, углеродом и другими компо-
нентами, входящими в состав шихты. Проведен комплекс исследований по изучению влияния давления прессования 
и температуры отжига шихты на основе порошков карбида кремния и бора с добавкой графита на поровую структу-
ру прессовки и качество ее пропитки расплавом кремния. Показано, что плотность, прочность при изгибе, твердость 
керамики на основе карбида кремния и карбида бора, получаемой реакционным спеканием, повышаются с ростом 
давления прессования карбидных каркасов. Оптимальной пористостью карбидного каркаса является 25–30 %, раз-
мер пор – 1,0–1,5 мкм. Показано, что керамика на основе карбида бора и карбида бора с 50 % карбида кремния, про-
питанная кремнием при высокотемпературном спекании, обладает более высокими значениями прочности и твердо-
сти, чем на основе карбида кремния, благодаря более высокой адгезионной прочности на границе раздела частиц 
карбида бора и связки, которая вызвана растворением карбида бора в расплаве кремния и образованием на поверх-
ности частиц сложного карбида.

Ключевые слова: карбид кремния, карбид бора, реакционно-спеченная керамика, кремний, пропитка пористо-
го каркаса, пористость, размер пор, температура отжига, давление прессования, плотность, прочность при изгибе, 
твердость
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EFFECT OF REACTION SINTERING MODES ON THE STRUCTURE AND PROPERTIES  
OF CARBIDE CERAMICS

Abstract. Experimental studies of the structure, phase composition, physical and mechanical properties of the reaction-sintered 
ceramics based on silicon carbide and boron obtained by reaction sintering have been performed. It has been shown that the 
properties of the reaction-sintered ceramics based on carbides are largely determined by the quality of impregnation of the porous 
carbide frame with silicon, which depends on the total and open porosity, shape and size of the pores of the compact, the composition 
of the charge from the carbide powder. High-temperature sintering, followed by impregnation of the carbide frame with silicon and 
its interaction with the carbon constituent of the frame, largely determines the properties of the material. The main task in the 
implementation of this process is to create conditions that ensure the full filling of pores in the initial compact during impregnation 
with silicon melt and, secondly, maximum activation of chemical interaction between the melt of silicon, carbon and other 
components that compose the charge. A complex of studies on the effect of compacting pressure and annealing temperature of the 
charge based on silicon carbide and boron powders with the addition of graphite on the pore structure of the compact and the quality 
of its impregnation with a silicon melt has been carried out in this work. It has been shown that the density, bending strength, 
hardness of ceramics based on silicon carbide and boron carbide obtained by reaction sintering are increased with a rise in 
compacting pressure of carbide frames. The optimum porosity of the carbide frame is 25–30 %; the pore size is 1.0–1.5 μm. It has 
been also demonstrated that ceramics based on boron carbide and boron carbide with 50 % silicon carbide impregnated with silicon 
at high-temperature sintering has higher strength and hardness values than those based on silicon carbide due to higher adhesion 
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strength at the interface of boron carbide particles and binder, caused by the dissolution of boron carbide in the silicon melt and  
the formation of complex carbide particles on the surface.

Keywords: silicon carbide, boron carbide, reaction-sintered ceramics, silicon, impregnation of the porous frame, 
porosity, pore size, annealing temperature, compacting pressure, density, bending strength, hardness
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Введение. Карбидная керамика на основе кремния и бора и других элементов весьма востре-
бована в промышленности. Наибольшее применение карбидокремниевая керамика нашла в ма-
шиностроении, атомной энергетике, на предприятиях оборонной, металлургической, пищевой, 
химической, нефтедобывающей и нефтеперерабатывающей отраслей промышленности благода-
ря ее уникальным свойствам (высокая теплостойкость, жаростойкость вплоть до 1500 °С, твер-
дость, износостойкость, коррозионная стойкость, теплопроводность, химической инертность, 
низкий коэффициент термического расширения, биосовместимость, устойчивость к радиацион-
ным воздействиям) [1–3]. Среди областей ее применения можно выделить пары трения, сухие 
газодинамические уплотнения, радиальные подшипники скольжения, работающие в жестких 
условиях абразивных и химически активных сред при высоких температурах, нагревательные 
элементы, фильеры, распылительные сопла, термопарные чехлы, элементы конструкций ротор-
ных двигателей и двигателей с турбонаддувом и детали специального назначения.

Однако технология получения карбидокремниевых материалов весьма сложная и требует 
специального оборудования, так как частицы порошка карбида кремния вследствие особенно-
стей строения очень неактивны при спекании. В настоящее время карбидокремниевую керамику 
получают в основном тремя способами: активированным спеканием, горячим прессованием, ре-
акционным спеканием. Наиболее простым и менее затратным является метод реакционного спе-
кания, который предполагает совмещение спекания с химической реакцией синтеза самого ма-
териала. При этом в шихту вводят углерод, а кремний поступает извне в процессе спекания. 
Источником кремния служит как твердый кремний, так и его пары. Технология получения кар-
бидокремниевой керамики с использованием метода реакционного спекания является весьма 
сложной, состоящей из ряда операций, от параметров которых зависят физико-механические  
и теплофизические свойства полученного материала.

Целью работы явилось изучение влияния состава и процесса получения на структуру  
и свойства реакционно-спеченной карбидной керамики.

Методика и методы исследования. В качестве объекта исследования использовали карбид-
ную керамику, получаемую из шихты следующих составов, мас.%:

состав 1 – 100 % SiC + 10 % Ст.; 
состав 2 – 50 % SiC + 10 % Ст + 50 % В4С;
состав 3 – 100 % В4С + 10 % Ст.
Для проведения исследований использовались порошки карбида кремния (ГОСТ 26327-84)  

и карбида бора (ГОСТ 5744-85) в состоянии поставки, для реакционного спекания (силицирова-
ния) – отходы пластин полупроводникового кремния. 

Из шихты исходных порошков, приготовленной в смесителе типа «пьяная бочка», при давле-
нии 5–10 МПа прессовали образцы диаметром 10 мм, высотой 12 мм для исследования плотно-
сти, размера пор, сырой прочности прессовок и прочности на сжатие спеченных образцов, фазо-
вого состава и структуры. Спрессованные образцы подвергались поэтапно низкотемпературно-
му отжигу, высокотемпературному отжигу, а затем реакционному спеканию (силицированию)  
в вакуумной печи при температуре 1500–1650 °С. 

Исследования размера пор, структуры, фазового состава и физико-механических свойств 
проводили в сертифицированном Испытательном центре Института порошковой металлургии 
им. академика О. В. Романа на анализаторе размера пор SA 3100 (США), металлографическом ми-
кроскопе «MeF-3» (Австрия), рентгеновском дифрактометре «ДРОН-3», микротвердомере «Micro
met» (Австрия), универсальной испытательной машине «Tinius Olsen H150K-U» (Великобрита
ния). Пористость образцов определяли гидростатическим методом по ГОСТ 2409-95.
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Результаты исследования. Поскольку свойства реакционно-спеченной керамики на основе 
карбидов во многом определяются качеством пропитки пористого карбидного каркаса кремнием 
[2], которая, в свою очередь, зависит от пористости и размера пор прессовки из порошка карби-
да, нами был проведен комплекс исследований по изучению влияния давления прессования  
и температуры отжига шихты на основе порошков карбида кремния и бора с добавкой графита 
(Ст) на характеристики поровой структуры прессовки и качество ее пропитки расплавом крем-
ния. Результаты исследований представлены на рис. 1, 2. 

Рис. 1. Влияние давления прессования, температуры отжига и состава карбидной основы на кажущуюся плотность 
прессовок

Fig. 1. Influence of the compacting pressure, the annealing temperature and the carbide-based composition on the packed 
density of compacts

Рис. 2. Влияние давления прессования, температуры отжига и состава карбидной основы на общую пористость 
прессовок  

Fig. 2. Influence of the compacting pressure, the annealing temperature and the carbide-based composition on the total 
porosity of compacts

Как видно из рис. 1 и 2, практически все полученные зависимости носят линейный характер, 
кроме материала на основе карбида кремния (кривая ●), в котором происходит резкое повыше-
ние кажущейся плотности при увеличении давления прессования от 5 до 7 МПа. Линейный ха-
рактер зависимостей обусловлен уплотнением шихты только за счет переупаковки твердых ча-
стиц в массиве полимерного связующего, так как пластическая деформация карбидных частиц 
отсутствует [3]. 
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Плотность всех составов практически одинакова и находится в пределах 1,77–1,92 г/см3 для 
шихты состава 1; 1,82, 1,92 г/см3  – для состава 2 и 1,86–1,97 г/см3 – для состава 3, пористость – 
35–40 %, 27–31 % и 22,5–21,5 % соответственно. В целом прирост плотности в диапазоне давле-
ний прессования 5–10 МПа составляет 0,10–0,12 г/см3, или 8–10 %. С повышением температуры 
отжига плотность прессовок снижается с 0,2 до 0,1 г/см3, пористость увеличивается на 2,0–3,5 % 
в зависимости от состава шихты. Наименьшей пористостью характеризуются прессовки из ших-
ты на основе карбида бора, наибольшей – на основе карбида кремния. Снижение плотности  
с повышением температуры отжига обусловлено выгоранием углерода. 

Поскольку скорость пропитки, как известно [4, 5], определяется прежде всего размером пор, 
изучали влияние давления прессования и температуры отжига на размер пор в исследуемых ма-
териалах. Установлено, что наибольшие размеры пор имеют прессовки из шихты состава 1 (10–
14 мкм), наименьшие – состава 3 (1,7–5,0 мкм) (рис. 3). Размер пор в прессовках состава 2 равен 
5,0–5,3 мкм. После высокотемпературного отжига прессовок размеры пор уменьшаются в сред-
нем на 10–14 % и  в прессовках состава 3 составляют 1,53–4,30 мкм.

Рис. 3. Зависимость максимального размера пор в прессовках от давления прессования и температуры отжига
Fig. 3. Dependence of the maximum pore size in the compacts on the compacting pressure and the annealing temperature

Прочность прессовок, как было установлено нами при испытании на сжатие, зависит не толь-
ко от плотности, но и от состава. Максимальной прочностью обладает материал состава 3 
(рис. 4). Разрушение при испытании характеризуется двумя крайними состояниями: при низком 
давлении прессования образец разрушается по причине высокой остаточной пористости, а при 
высоком – происходит разрушение его целостности по причине большой упругой деформации 
частиц, при которой релаксация этих напряжений приводит к разрушению [6].

Рис. 4. Влияние давления прессования и температуры отжига на прочность прессовок исследуемых составов
Fig. 4. Influence of the compacting pressure and the annealing temperature on the strength of compacts  

of the investigated compositions
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Повышение прочности прессовок состава 3 обусловлено, по-видимому, повышением адгези-
онной прочности на границе раздела карбидной фазы и материала связки за счет образования 
сложного карбида на поверхности исходных и перекристаллизованных зерен. Это происходит  
в результате химического взаимодействия частиц карбида бора и кремния, сопровождающегося 
разложением карбида бора на β-SiC и бор, который в свою очередь вступает во взаимодействие  
с кремнием, образуя силицид бора B4Si, упрочняющего кремниевую связку. 

Высокотемпературное спекание, которое сопровождается пропиткой карбидного каркаса 
кремнием и взаимодействием его с углеродной составляющей каркаса, во многом определяет 
свойства материала. Главной задачей в реализации этого процесса является создание условий, 
обеспечивающих полное заполнение пор в исходной прессовке в процессе пропитки расплавом 
кремния и максимальной активации процесса химического взаимодействия между расплавом 
кремния, углеродом и другими компонентами, входящими в состав шихты. Процесс пропитки 
контролируется целым рядом факторов, таких как пористость прессовки и размер пор, капил-
лярное давление, смачиваемость расплавом кремния карбидного каркаса и др.

Степень пропитки пористого карбидного каркаса расплавом кремния рассчитывали по фор-
муле 2 1

2
100m m

m
−

ξ = ⋅  %, где m1 – масса прессовки до пропитки, m2 – масса прессовки после про-
питки.

На рис. 5 представлена зависимость степени пропитки пористых прессовок исследуемых со-
ставов от давления прессования.

Рис. 5. Зависимость степени пропитки прессовок из карбидного каркаса от давления прессования
Fig. 5. Dependence of the impregnation degree of compacts made of the carbide frame on the compacting pressure

Максимальная степень пропитки достигается для состава 3, что объясняется меньшим диа-
метром пор в карбидной прессовке (см. рис. 3) и, соответственно, бóльшим капиллярным давле-
нием. 

Необходимо отметить, что прочность исследуемых материалов хорошо коррелирует со сте-
пенью пропитки. Максимальной прочностью обладает керамика состава 3 (261 МПа), наимень-
шей – состава 1 (230 МПа) (рис. 6).

Рис. 6. Прочность исследуемых составов керамики
Fig. 6. Strength of the investigated compositions of ceramics
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Полученные результаты свидетельствуют о том, что прочность и твердость карбидной кера-
мики повышаются при увеличении плотности прессовок (табл. 1). Так, твердость керамики со-
става 3 составляет 91–92 HRA и HV 35–37 ГПа; состава 1 – 75–80 HRA и 25–27 ГПа соответ-
ственно. Это связано с тем, что при использовании более плотных прессовок в структуре боль-
ше первичного карбида и меньше свободного кремния. 

Т а б л и ц а  1 .  Свойства реакционно-спеченной керамики, полученной пропиткой расплавом кремния  
пористых прессовок

T a b l e  1 .  The properties of reaction-sintered ceramics obtained by impregnating silicon melt of porous compacts

Номер состава
Composition 

number

Давление  
прессования, МПа

Compacting pressure, 
MPa

Плотность, г/см3

Density, g/cm3

Общая пори-
стость, %

Total porosity, %

Твердость, HRA
Hardness, HRA

Микротвердость карбид-
ной фазы, ГПа

Microhardness of the carbide 
phase, GPа

Прочность при 
изгибе, МПа

Bending strength, 
MPа

1
50 2,96 4,6 74–79 24–25 195–216
75 3,02 3,5 75–79 23–25 214

100 3,05 2,8 75–80 25–27 220–241

2
50 2,76 4,9 73–79 29–30 204–225
75 2,82 1,4 74–79 28–31 238

100 2,88 3,1 75–80 28–34 238–254

3
50 2,65 7,4 72–80 32–35 211–228
75 2,71 6,1 76–82 31–33 247

100 2,73 4,2 91–92 35–37 257–263

Микроструктура керамики на основе карбида кремния (рис. 7) и карбида бора (рис. 8) суще-
ственно различается.

Рис. 7. Микроструктура образцов реакционно-спеченной керамики, полученной пропиткой кремнием пористых 
прессовок состава 1: а – давление прессования 50 МПа, b – давление прессования 100 МПа; ×500 

Fig. 7. Microstructure of samples of reaction-sintered ceramics obtained by impregnating silicon of porous compacts  
of composition 1: a – compacting pressure 50 МPа, b – compacting pressure 100 МPа; ×500

Рис. 8. Микроструктура реакционно-спеченной керамики, полученной пропиткой кремнием пористых прессовок 
состава 3: а – давление прессования 50 МПа, b – давление прессования 100 МПа; ×500

Fig. 8. Microstructure of samples of reaction-sintered ceramics obtained by impregnating silicon of porous compacts  
of composition 3: а – compacting pressure 50 МPа, b – compacting pressure 100 МPа; ×500

а b

а b
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Структура керамики с каркасом, спрессованным при давлении 50 МПа, крупнозернистая, 
размеры частиц карбида кремния 20–80 мкм (рис. 7, а). Структура керамики с каркасом высокой 
плотности (давление прессования 100 МПа) плотная, состоящая из сросшихся частиц первично-
го и вторичного карбида кремния с микротвердостью 25–27 ГПа, полученного при взаимодей-
ствии кремния с углеродом каркаса (рис. 7, b). Участки свободного кремния располагаются дис-
кретно. 

Керамика, полученная на основе порошков карбида бора, отличается более совершенной 
структурой с четко выраженными границами карбидных частиц и связующего материала 
(рис. 8). Микротвердость карбидных частиц составляет 28–35 ГПа в керамике, спрессованной 
при давлении 50 МПа, и 25–27 ГПа – спрессованной при давлении 100 МПа. Микротвердость 
связки – 9–10 ГПа.

При формировании структуры керамики на основе карбида бора (состав 3) на границах раз-
дела карбидной фазы и кремния в результате химического взаимодействия карбида бора с рас-
плавом кремния образуется переходная зона состава SiC-B4,6Si  с включениями мелких частиц 
B4C (рис. 9, табл. 2) [7]. Этот эффект проявляется также в керамике состава 2, содержащей смесь 
порошков карбида бора и карбида кремния. 

Рис. 9. Электронное изображение микроструктуры реакционно-спеченной керамики состава 3
Fig. 9. Electronic image of microstructure of reaction-sintered ceramics of composition 3

Т а б л и ц а  2 .  Элементный состав реакционно-спеченной керамики состава 3
T a b l e  2 .  Elemental composition of reaction-sintered ceramics of composition 3

Спектр
Spectrum

В, % С, % Si, %

1
2
3
4
5
6
7

60,5
–
–
–

61,2
60,4
58,4

39,4
47,2
46,4
31,7
34,8
33,4
37,8

–
52,4
53,5
67,6
1,3
3,9
1,4

Рентгенофазовый анализ показал, что содержание карбидов в исследуемых материалах уве-
личивается с повышением давления прессования в среднем на 15 % (рис. 10, а, b), соответствен-
но содержание свободного кремния уменьшается (рис. 10, c).

Наиболее высокое содержание карбидов ~80 % достигнуто на керамике составов 2 и 3, при 
этом содержание карбида кремния равно 70–75 %, карбида бора – 5–10 %, кремния – 20 %. 
Необходимо отметить, что в составах 2 и 3 после спекания наблюдается снижение содержания 
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карбида бора. Так, в составе 2 содержание B4C снизилось с 71–80 до 5 %, а в составе 3 – с 67–80 
до 7–10 %. Это объясняется, по-видимому, распадом карбида бора и образованием карбида крем-
ния при силицировании. 

Заключение. Установлено, что свойства керамики на основе карбидов кремния и бора, полу-
ченной реакционным спеканием, существенно зависят как от состава шихты, так и параметров 
карбидных каркасов, пропитываемых кремнием (общей и открытой пористости, формы и разме-
ра пор), а также от степени их пропитки. 

Показано, что плотность, прочность при изгибе, твердость керамики на основе карбида крем-
ния и карбида бора, получаемой реакционным спеканием, повышаются с ростом давления прес-
сования карбидных каркасов. Оптимальной пористостью карбидного каркаса является 25–30 %, 
размер пор – 1,0–1,5 мкм.

Установлено, что керамика на основе карбида бора и карбида бора с 50 % карбида кремния, 
пропитанная кремнием при высокотемпературном спекании, обладает более высокими значе
ниями прочности и твердости, чем на основе карбида кремния, благодаря более высокой адгези-
онной прочности на границе раздела частиц карбида бора и связки, вызванной растворением 
карбида бора в расплаве кремния и образованием на поверхности частиц B4C сложного карбида 
SiC/B4C-B4Si(B6Si)-Si. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ГИБКИ ЛИСТА МЕТОДОМ ПОЛЕЙ ЛИНИЙ СКОЛЬЖЕНИЯ

Аннотация. Одним из ограничений, налагаемых на процесс гибки листа, является возможность образования 
трещин на поверхности. Для прогнозирования данного вида разрушения металла необходима информация о пласти-
ческих свойствах материала и напряженном состоянии в очаге деформации в процессе гибки. Приведено решение 
задачи гибки листа в условиях плоско-деформированного состояния на жесткой цилиндрической оправке методом 
графического построения поля линий скольжения. В качестве модели материала рассмотрено идеально-пластиче-
ское тело. Определены напряжения в очаге деформации и накопленные деформации. Процесс гибки квалифициро-
ван как однонаправленный и монотонный. Установлено, что среднее напряжение на наружной поверхности листа 
при гибке равно 1 и не зависит от толщины листа и радиуса жесткой цилиндрической оправки. Осуществлена про-
верка точности графического решения. Полученное решение может быть положено в основу экспериментального 
метода испытания пластических свойств металлов.

Ключевые слова: пластическое деформирование, идеально-пластическое тело, напряженно-деформированное 
состояние, линии скольжения, пластичность
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SOLUTION OF THE PROBLEM OF SHEET BENDING BY THE SLIP LINE FIELD METHOD

Abstract. One of the limitations imposed on this process of bending is the possibility of cracking on the surface of the 
sheet during bending. To predict this type of metal destruction, information is needed on the plastic properties of the material 
and the stress state in the deformation zone during the bending process. The solution of the problem of sheet bending under 
conditions of a flat-strained state by graphical construction of the slip line field using a rigid cylindrical mandrel has been 
analyzed. The material model is a perfectly plastic body. The stresses in the deformation zone and accumulated strains have 
been determined. The bending process is characterized as unidirectional and monotonous. It has been determined that  
the mean stress on the outer surface of the sheet during bending equals to 1, and it does not depend on the sheet thickness and 
the radius of the rigid cylindrical mandrel. Verification of the accuracy of the graphical solution is made. The resulting 
solution can be used as the basis for an experimental method for testing the plastic properties of metals.

Keywords: plastic straining, perfectly plastic body, stress-strain state, slip lines, plasticity 
For citation. Kozhevnikova G. V. Solution of the problem of sheet bending by the slip line field method. Vestsi 
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Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2018, vol. 63, no. 4, pp. 416–423 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-
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Введение. Гибка листа является одной из распространенных промышленных технологий ли-
стовой штамповки. Одним из ограничений, налагаемых на этот процесс, выступает возможность 
образования трещин на поверхности листа при гибке. Для прогнозирования данного вида разру-

© Кожевникова Г. В., 2018
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шения металла необходима информация о пластических свойствах материала и о напряженном 
состоянии в очаге деформации в процессе гибки.

В качестве одного из возможных методов решения задачи определения напряженного состо-
яния в очаге деформации при гибке листа применяется метод графического построения поля 
линий скольжения.

Решение задачи. Указанная задача относится к одному из разделов теории пластического 
течения идеально-пластических материалов в условиях плоско-деформированного состояния.  
В ней рассматривается процесс деформации листа толщиной H неограниченной ширины при его 
гибке на жестком цилиндрическом инструменте радиусом R (рис. 1, а).

     
                      а                                                                                        с

Рис. 1. Гибка листа в условиях плоско-деформированного состояния на жесткой цилиндрической оправке: cхема (а), 
участок исходного материала (b), изменения деформаций εXʹ вдоль линии KE (c)

Fig. 1. The sheet bending under conditions of a flat-strained state using a rigid cylindrical mandrel: scheme (а), a section  
of the initial material (b), changes in strains εXʹ along the line KE (c)

Метод решения задачи – графическое построение полей линий скольжения [1, 2]. В задаче 
рассматривается стационарная стадия процесса гибки листа 2 (рис. 1, а) вокруг инструмента 1.  
В объеме листа можно выделить зону недеформированного (исходного) материала 2a, зону де-
формации 2b EKAB и жесткую зону 2c после деформации. Зона 2a постоянно огибает инстру-
мент 1, а очаг деформации EKAB постоянно смещается вправо, оставаясь неизменным в своих 
габаритах. Таким образом, рассматриваемый процесс гибки листа стационарен.

Толщина листа при входе в очаг деформации равна H. Из условия несжимаемости идеаль-
но-пластического тела и отсутствия течения материала в направлении оси OY (плоско-деформи-
рованное состояние) можно заключить, что площадь сечения очага деформации SEKAB равна пло-
щади участка исходного материала SE′K′A′B′ (рис. 1, b), или

	 SEKAB = Hl0,	 (1)

где l0 – длина участка исходного материала E′K′A′B′.

b
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Отсюда может быть определена деформация εX′ в точке K:

	 εX′ = ln (lKA/l0),	 (2)

где lKA – длина части окружности KA.

	 2 ( ) ,
360KA
R Hl

′π + ϕ
=

°
	 (3)

где φ′ – угол, показанный на рис. 1, а, град.
На наружной поверхности очага деформации силы трения отсутствуют, следовательно, каса-

тельные напряжения tXZ = tX′Z′ равны нулю, а линия скольжения выходит на эту поверхность под 
углом 45° [3]. Главные нормальные напряжения направлены под углом 45° к линии скольжения, 
следовательно, в точке K нормальные напряжения sX′ и sZ′ – главные. По условию подобия и коак-
сиальности девиатора напряжений и тензора скоростей деформаций [4] в точке K линейные де-
формации εX′ и εZ′ также являются главными, то есть

	 εX′ = ε1,    εZ′ = ε3.	 (4)

При плоско-деформированном состоянии

	 ε2 = 0,    ε1 = –ε3.	 (5)

Используя формулы (2), (3), (5), определим линейную деформацию εZ′ в точке K:

	 3
0

2 ( )ln .
360Z

R H
l

′
′π + ϕ

ε = ε = −
° ⋅

	 (6)

Аналогично определим линейные деформации εX′ и εZ′ в точке E при условии ε1 > ε2 > ε3:

	 1
0

2ln .
360Z

R
l

′
′π ⋅ ⋅ϕ

ε = ε = −
° ⋅

	 (7)

	 3
0

2ln .
360X

R
l

′
′π ⋅ ⋅ϕ

ε = ε =
° ⋅

	 (8)

Согласно формуле (6), в точке K главные линейные деформации равны ε1 = –ε3 = 0,281.
В соответствии с формулами (7), (8) в точке E главные линейные деформации равны  

ε3 = –ε1 = –0,392.
Графически построенное поле линий скольжения показано на рис. 2. Геометрические пара

метры очага деформации приведены в табл. 1.
На рис. 1, c показано распределение главных линейных деформаций εX′ по линии KE, постро-

енных с принятым допущением их линейной зависимости. В точке K линейная деформация 
растягивающая (положительная), в точке E она сжимающая (отрицательная). Нулевое значение 
эта деформация принимает на расстоянии 73 + 40,77 = 113,77 мм от центра О (см. рис. 1, а). Длину 
части VW (см. рис. 1, а) окружности радиусом 113,77 мм можно рассчитать следующим образом: 
l′0 = (π · 113,77 · 40,0°)/180° = 79,39 мм.

По сравнению с первоначально рассчитанной l0 по формуле (1) ошибка составляет 5,1 %, что 
вполне допустимо для графического метода построения поля линий скольжения или принятого 
допущения о линейном законе изменения деформаций вдоль линии KE.

Отметим особенность линии VW. В очаге деформации по поверхности, которая образуется 
линией VW и ее продолжением вдоль оси OY, деформации отсутствуют: εX = εY = εZ = 0. То есть 
исходный материал не претерпевает никаких деформаций. В области VKAW главные линейные 
деформации вдоль осей OX и OX′ растягивающие, а вдоль осей OZ и OZ′ – сжимающие. В обла-
сти EVWB наблюдается обратное действие линейных деформаций: вдоль осей OX и OX′ они сжи-
мающие, а вдоль осей OZ и OZ′ – растягивающие.
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Отметим также особенность принятого допущения линейного закона изменения деформа-
ций вдоль линии KE (см. рис. 1, c). На отрезке KV деформации сжимающие, на участке VE они 
растягивающие. Так как VE > KV, суммарная деформация линии KE должна быть растягиваю-
щей, а процесс – сопровождаться увеличением толщины листа. Если в процессе гибки лист со-
храняет или уменьшает свою толщину, то это свидетельствует о нелинейной зависимости де-
формаций вдоль линии KE.

Графическое построение поля линий скольжения начнем с вычерчивания двух прямолиней-
ных треугольников ACD и CBF (см. рис. 2), которые являются полуячейками поля линий сколь-
жения, линии AD и FC – β-линии скольжения поля, линии DC и FB – α-линии скольжения поля. 
Отрезок AC устанавливаем больше отрезка CB, что соответствует закономерностям искомого 
поля линий скольжения. Для поля линий скольжения (см. рис. 2) отношение AC/CB установлено 
40/30. Поскольку β-линии скольжения при нулевом трении выходят на наружную поверхность 
под углом 45°, угол DAC равен 45°–∆φ/2. α-Линии и β-линии скольжения пересекаются под пря-
мым углом, следовательно, углы DCA, FCB и FBC равны 45°–∆φ/2 (по правилам графического 
построения линий скольжения, где ∆φ – шаг поля линий скольжения).

Особенность графического построения поля линий скольжения заключается в замене отрез-
ков линий скольжения ячеек поля прямыми линиями (хордами), при этом угол между линиями 
двух соседних ячеек равен шагу поля линий скольжения ∆φ. В случае, когда стыкуются хорда  
и истинная линия скольжения, угол составляет ∆φ/2, как в случае с углами DAC, DCA, FCB и FBC.

С учетом этой закономерности построено искомое поле линий скольжения с шагом ∆φ = 10° 
(см. рис. 2).

Напряжения в узлах поля линий скольжения рассчитываются по формулам Леви [1]:

	 σX = σ – Ksin2α, МПа; 

	 σZ = σ + Ksin2α, МПа;	 (9)

	 τXZ = Kcos2α, МПа,

Рис. 2. Графически построенное поле линий скольжения 
Fig. 2. The graphically constructed slip line field

Т а б л и ц а 1. Геометрические параметры очага деформации
T a b l e 1. The deformation zone geometry

H, мм R, мм φ′, ° lKA, мм lEB, мм SEKAB, мм2 l0, мм

70 73 40 99,78 50,94 5275,2 75,36
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где σ – среднее нормальное напряжение, МПа; K – пластическая постоянная материала, МПа;  
α – угол поворота оси OX против часовой стрелки до совмещения с α- линией скольжения, град.

Правильность выбора направления α-линий и β-линий скольжения проверятся условием, что 
главное нормальное напряжение σ1 лежит в I и III квадрантах, образованных α-линиями и β-ли-
ниями скольжения. Следовательно, в точке А главное нормальное напряжение s1 должно быть 
направлено в сторону оси OX. Главные нормальные напряжения направлены под углом 45° к ли-
нии скольжения, то есть σX в точке А является главным нормальным напряжением, так же как  
и σY. В теории пластического течения принято, что σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, сжимающие напряжения являю
тся отрицательными, а растягивающие – положительными [5]. В точке А α-линия скольжения  
с осью OX составляет угол –45°, нормальные напряжения равны:

	 σX = σ – Ksin(–90°) = σ + K, МПа; 
	 σZ = σ + Ksin(–90°) = σ – K, МПа.	 (10)

Следовательно, σX > σZ и σ1 = σX, σ3 = σZ. Таким образом, выбор направления линий скольже-
ния сделан правильно.

В точке А (см. рис. 2) напряжение sZ направлено перпендикулярно свободной поверхности, 
следовательно, оно равно 0. Отсюда может быть определено среднее нормальное напряжение  
в точке А: σ = K и σX = 2K.

Отметим важную закономерность нашего решения: в точке А при любом соотношении H/R  
и любой толщине листа H среднее напряжение σ/K всегда будет равно 1.

Среднее напряжение в узлах поля линий скольжения определяется формулой Генки [5]:

	 σ + 2Kφ = const      вдоль α-линии скольжения;
	 σ – 2Kφ = const       вдоль β-линии скольжения,	 (11)

где φ – угол поворота α-линий скольжения и β-линий скольжения, рад.
Распределение среднего напряжения s/K в очаге деформации, подсчитанного по формулам (11), 

показано на рис. 3, а.
При плоско-деформированном состоянии τXY = τYZ = 0. Значения остальных компонент напря-

женного состояния в очаге деформации показаны в табл. 2.
Отметим некоторые закономерности нашего решения. Вдоль наружной поверхности KGA 

(рис. 3, а) среднее напряжение σ/K растягивающее и равно 1 вне зависимости от толщины листа H 
и радиуса жесткого инструмента R. От наружной поверхности к инструменту среднее напряже-
ние σ/K уменьшается и становится сжимающим на контакте с инструментом, где возникают си-
лы трения, которые направлены в сторону выхода из очага деформации (рис. 3, b).

Проверка точности графического решения. На наружной поверхности KGA нормальное 
напряжение, перпендикулярное поверхности, должно быть равно нулю. В точках A, G, K это ус-
ловие выполняется точно. Силы трения по наружной поверхности должны быть равны нулю,  
а α-линия скольжения – выходить на поверхность под углом 45°. В точках A и K это условие вы-
полняется точно, в точке G ошибка составляет 3,8 %.

Моменты сил, действующих на очаг деформации при отсечении жестких областей образца 
слева Mлев. и справа Mправ. от очага деформации, должны быть равны. С учетом действия напря-
жений σX, σX′, τXZ и τX′Z′ (в том числе на контактной поверхности), помноженных на размер части 
очага деформации и на радиус от точки О до места приложения равнодействующей, определена 
ошибка уравнения

	 Mлев. = Mправ..	 (12)

Согласно данным табл. 3 и 4 ошибка равна (10779,9 – 10561,2)/10779,9 = 2 %.
В итоге ошибки решения составили в пяти случаях 0 % и в двух 2,0 % и 3,8 %, что является 

хорошим результатом графического поля линий скольжения.
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Т а б л и ц а 2. Компоненты напряженного состояния в узлах поля линий скольжения  
и угол наклона α-линии скольжения к оси OX

T a b l e 2. The components of the stress state at the nodes of the slip line field and the slope angle  
of the α-slip line towards the OX axis

Узлы поля линий 
скольжения φ, ° φ′, ° σ/K σX′/K σZ′/K τX′Z′/K

a3 –85 40,0 1,00 2,00 0 0
b3 –75 28,8 0,65 1,64 0,35 –0,04
b2 –65 18,3 1,00 2,00 0 –0,06
c5 –85 40,0 –0,40 0,60 –1,40 0
c4 –75 28,8 –0,05 0,95 –1,05 –0,04
c3 –65 18,3 0,30 1,30 –0,70 –0,06
c2 –55 9,5 0,65 1,65 –0,35 –0,02
c1 –45 0 1,00 2,00 0 0
d4 –65 18,3 –0,40 0,60 –1,40 –0,06
d3 –55 9,5 –0,05 0,95 –1,05 –0,02
d2 –45 0 – – – –
e3 –45 0 –0,40 0,60 –1,40 0

                       а                                                      b

Рис. 3. Распределение среднего напряжения s/K в очаге деформации (а) и силы трения на участке EB (b)
Fig. 3. The distribution of the mean stress s/K in the deformation zone (а) and the friction force at the section EB (b)

Т а б л и ц а 3. Расчет момента сил Mправ.

T a b l e 3. Calculation of the moment of force Mright

Узлы поля линий 
скольжения σX/K τXZ/K Ri, мм Rср, мм Mправ., мм2 H, мм M′прав., мм2

с1 2,00 0 142
131 5259,7 21 –27,5

с2 1,65 –0,02 120
110 3245,0 19 –83,6

с3 1,30 –0,06 100
93 1464,8 17 –63,2

d3 0,95 –0,02 86
79,5 801,0 11 –35,0

d4 0,60 –0,06 73

Mправ. = 5259,7 + 3245,0 + 1464,8 + 801,0 –27,5 – 83,6 – 63,2 – 35,0 = 10561,2 мм2
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Заключение. Впервые получено решение задачи гибки листа методом графического построе­
ния поля линий скольжения. Установлено, что вне зависимости от толщины листа и радиуса 
жесткого инструмента на всей наружной поверхности листа при гибке действует среднее напря-
жение, равное σ/K = 1. Среднее напряжение σ/K уменьшается от наружной поверхности в направ-
лении жесткого инструмента и на контакте с инструментом становится сжимающим. Точность 
решения составляет от 0 до 3,8 %, что вполне допустимо при графическом построении полей 
линий скольжения.

Полученное решение может быть положено в основу экспериментального метода испытания 
пластических свойств металлов путем гибки листа [6]. Процесс гибки – стационарный процесс. 
Поскольку линии скольжения в очаге деформации составляют постоянный угол наклона к мате-
риальным частицам металла, то процесс испытания может быть квалифицирован как однона-
правленный монотонный. Разрушение при гибке будет начинаться на наружной поверхности, 
так как здесь действуют максимальные и постоянные растягивающие напряжения: s/K = 1. 
Третий инвариант девиатора напряжений [7] также постоянен и равен нулю 3 3( ) / 0J D Kσ =  
вследствие плоско-деформированного состояния. Накопленные деформации определяются фор-
мулой (7).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА  
КОНВЕКТИВНОЙ СУШКИ ПИЛОМАТЕРИАЛОВ

Аннотация. Представлен расчет технологического процесса сушки пиломатериалов в конвективных сушиль-
ных установках периодического действия. Для этого разработана трехмерная геометрическая модель сушильной 
камеры со штабелем из пиломатериалов. Записана физико-математическая модель процессов тепло- и массоперено-
са как в сушильном агенте, так и в штабеле. Учет трехмерной геометрии задачи осуществлялся путем использования 
пакета Ansys Fluent. Описание процессов массопереноса в древесине производилось на основе технологий пользова-
тельской функции (User-Defined Function) и пользовательского скаляра (User-Defined Scalar). Приведен результат 
расчета конкретного технологического режима сушки штабеля из пиломатериалов сосны, который позволил найти 
детальные пространственные распределения и временные изменения полей температуры и влажности для сушиль-
ного агента и древесины. На основе полученных данных построены графики изменения во времени средних вели-
чин. Нелинейность и взаимосвязанность процессов тепло- и массопереноса в конвективной сушильной установке 
приводят к неустойчивости процесса сушки. Так, на этапе прогрева не удается избежать удаления влаги из пилома-
териалов. На этапах сушки неустойчивость приводит к колебательному характеру изменения температуры, массо-
вой доли пара и относительной влажности воздуха в зазорах между пиломатериалами при интенсивном подводе 
тепла. Поэтому необходимо принимать дополнительные меры по сохранению параметров сушильного агента 
постоянными на этапах сушки. Полученные результаты могут использоваться для проектирования сушильных 
установок и разработки режимов сушки пиломатериалов на основе математического моделирования и вычислитель-
ного эксперимента.

Ключевые слова: деревообработка, сушильные установки, пиломатериалы, численное моделирование и вычис-
лительный эксперимент, режимы сушки, тепло- и массообмен
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MODELING OF THE TECHNOLOGICAL PROCESS OF CONVECTIVE DRYING OF LUMBER

Abstract. A calculation of the technological process of lumber drying in convection drying chamber of periodic action  
is presented. For this purpose, a three-dimensional geometric model of a drying chamber with a lumber pile is developed.  
A physico-mathematical model describing the processes of heat and mass transfer both in the drying agent and in the stack is 
presented. The three-dimensional geometry of the problem was taken into account by using the Ansys Fluent package.  
The process of mass transfer in wood was described on the basis of User-Defined Function and User-Defined Scalar. The re
sult of calculation of a specific technological regime of drying of stack from pine sawn timber is given, which allowed finding 
detailed spatial distributions and temporary changes of the temperature and humidity fields for the drying agent and wood.  
On their basis, graphs of the time variation of the mean values are plotted. The nonlinearity and interrelationship of the pro
cesses of heat and mass transfer in a convective drying chamber leads to unsteadiness of the drying process. So, during  
the warm-up stage, it is not possible to avoid moisture removal from the lumber. At the drying stages, the unsteadiness leads 
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to an oscillatory character of changes of the temperature, the mass fraction of vapour and the relative humidity of air in  
the gaps between the wood boards at the intensive heat input. Therefore, it is necessary to take additional procedures to keep 
the drying agent parameters constant at the drying stages. The obtained results can be used for the design of drying chambers 
and the development of drying regimes of lumber based on the mathematical modeling and computational experiment.

Keywords: woodworking, drying chamber, lumber, numerical simulation and computational experiment, regimes  
of drying, heat and mass transfer 
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Введение. Деревообработка является важной промышленной отраслью Республики Беларусь. 
Главным направлением повышения эффективности деревообрабатывающего производства 
выступает рациональное использование древесного сырья с целью получения наибольшего 
количества качественной продукции. В качестве одного из важных этапов обработки древесины 
можно назвать сушку [1–5]. Древесина должна быть высушена до необходимой влажности, без 
внутренних напряжений, кручений и деформаций. Сушка во многом определяет качество 
получаемых пиломатериалов и изделий из древесины. Существенное место в деревообработке 
занимает производительность сушильных установок. Однако качество и производительность во 
многом являются взаимоисключающими параметрами. Качественно можно высушить древесину 
при мягких режимах сушки, но при этом процесс будет длительным. Высушить быстро древеси-
ну можно при жестких режимах сушки, однако древесина коробится и трескается [6–8]. Поэтому 
необходимо развивать новые технологии сушки, основанные на детальном изучении процессов 
тепло- и массопереноса в штабелях пиломатериалов и сушильном агенте, что позволит найти 
оптимальное соотношение качества и производительности.

При проектировании сушильных установок конвективного типа проводится тепловой расчет 
на основе интегральных законов сохранения массы и энергии, где определяется количество 
удаляемой влаги, расход воздуха и энергии на сушку [5, 6, 9–11]. Также выполняется 
аэродинамический расчет полного сопротивления сушильной установки. На основе такого 
расчета задаются мощности калорифера и вентилятора. Однако данный расчет является грубым. 
Полученные значения искомых величин могут в несколько раз отличаться от действительно 
необходимых. Такое положение вещей связано не только с сугубо приближенным характером 
самой методики, но и с тем, что интенсивность тепло- и массопереноса может измениться на 
несколько порядков в процессе сушки. Так, плотность потока массы может меняться в пределах 
от 9⋅10–4 до 8⋅10–7 кг/(м2·с). Расчет всегда ведется по максимальным значениям параметров. Еще 
одним существенным недостатком такого подхода является отсутствие детальной информации  
о величинах скорости, температуры, влажности и влагосодержания в сушильной камере, не 
говоря уже о напряженно-деформированном состоянии материала. Это не позволяет составить 
точную картину протекающих процессов аэродинамики, тепло- и массопереноса. 

В связи с этим необходимо разрабатывать новые способы расчета сушильных установок.  
В то же время характеристики оборудования, используемые в сушильных установках, влияют на 
технологический процесс сушки, и наоборот. Поэтому моделирование и расчет технологического 
процесса сушки следует осуществлять на основе численного моделирования и вычислительного 
эксперимента с использованием современных компьютерных технологий, что позволяет одно-
временно определять как параметры режима сушки, так и параметры используемого обору
дования. Существенным достоинством такого подхода является значительное снижение 
финансовых и материальных затрат на разработку режимов сушки и оборудования. 

Геометрическая модель. Сушильная установка представляет собой прямоугольную камеру, 
состоящую из стен, потолка и пола, которые тепло- и влагоизолированы от окружающей среды 
(рис. 1). Для организации конвективного тепло- и массообмена внутри камеры размещен венти-
лятор, обеспечивающий необходимую скорость сушильного агента. Для интенсификации про-
цесса массообмена сушильный агент и древесину нагревают. С этой целью в камере ставят кало-
рифер. Воздух, прежде чем попасть в штабель, разгоняется вентилятором и проходит через кало-
рифер, где его температура повышается. Двигаясь через штабель, уже подогретый воздух 
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Рис. 1. Вид сушильной установки: а – изометрический: 1 – объем со стоком влаги, 2 – перегородка, 3 – штабель,  
4 – подставки, 5 – прокладки, 6 – перегородки, 7 – калорифер, 8 – перегородка, 9 – вентилятор;  

b – сбоку: 1 – вентилятор, 2 – прокладки, 3 – пиломатериалы, 4 – подставки, 5 – контрольный объем, 6 – калорифер;  
c – сверху: 1 – объем со стоком влаги, 2 – выходной циркуляционный канал, 3 – штабель,  

4 – входной циркуляционный канал, 5 – калорифер
Fig. 1. View of drying chamber: а – isometric view: 1 – vapour removal volume (sink of vapour), 2 – baffle, 3 – stack,  

4 – supports, 5 – stickers, 6 – baffles, 7 – calorifier, 8 – baffle, 9 – fan;  
b – right view: 1 – fan, 2 – stickers, 3 – lumber, 4 – supports, 5 – control volume, 6 – calorifier;  

c – top view: 1 – vapour removal volume, 2 – output circulating channel, 3 – stack, 4 – input circulating channel, 5 – calorifier
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оказывает термическое воздействие на древесину. Штабель расположен вдоль камеры и отделен 
от вентилятора и калорифера перегородкой. Такое размещение элементов создает входной и вы-
ходной циркуляционные каналы, через которые сушильный агент поступает в штабель и удаля-
ется из него.

Штабель представляет собой прямоугольную конструкцию размерами 2100×450×625 мм, где 
указанные величины соответствуют длине, ширине и высоте. Он формируется из досок толщи-
ной 40 мм. Пиломатериалы укладываются сплошными рядами без шпаций. Горизонтальные ря-
ды пиломатериалов в штабеле разделяются межрядовыми прокладками толщиной 25 мм, кото-
рые располагаются вертикально одна над другой. Весь штабель укладывается на 50-миллимет
ровые подставки, отделяющие его от пола камеры.

Для калорифера применяется простая модель в виде объема, в котором заданы внутренний 
источник тепла, имитирующий тепловыделение, и сопротивление, соответствующее реальному 
сопротивлению калорифера. С двух сторон калорифера находятся твердые непроницаемые для 
воздуха и водяного пара перегородки, которые заставляют весь сушильный агент двигаться че-
рез калорифер. Для контроля параметров сушильного агента в зазорах между досками задан 
контрольный объем, с помощью которого определяются средние величины температуры, отно-
сительной влажности и массовой доли воды сушильного агента. Над штабелем оставлен зазор 
высотой 25 мм. Это необходимо для сушки верхних досок с обеих сторон. Перед вентилятором 
по ходу движения выделен объем, в котором задан сток влаги, моделирующий удаление водя-
ных паров из установки через приточно-вытяжные отверстия.

Физико-математическая модель. До настоящего времени имеется незначительное число 
работ по аэродинамике сушильных установок [12–18]. Однако полностью отсутствуют работы 
по переносу тепла и влаги. Для расчета процесса сушки в конвективной сушильной установке 
рассмотрим систему уравнений, отражающих движение сушильного агента, его нагревание  
и диффузию в нем пара, и систему уравнений, описывающую тепло- и массоперенос в древесине. 
Закон сохранения массы сушильного агента представлен следующим уравнением:
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где ρ – плотность сушильного агента, кг/м3; vx, vy, vz – компоненты средней скорости газа, м/с. 
Закон сохранения импульса представляется следующим образом:
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где P – газодинамическое давление, Па; µe – коэффициент эффективной вязкости воздуха, Па⋅с.
Для определения коэффициента эффективной вязкости µe используется стандартная k–ε 

модель. Уравнение турбулентной кинетической энергии k имеет следующий вид:
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где µ – коэффициент вязкости воздуха, Па⋅с; µt – коэффициент турбулентной вязкости воздуха, 
Па⋅с; kσ  = 1,0 – турбулентное число Прандтля для турбулентной кинетической энергии k; Gk – 
генерация турбулентной кинетической энергии, Дж/(м3⋅с); ε – скорости диссипации турбулентной 
кинетической энергии, м2/с3;

Уравнение скорости диссипации турбулентной кинетической энергии ε представим сле­
дующим образом:
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где 1C ε  = 1,44; 2C ε   = 1,92. Турбулентный µt и эффективный µe коэффициенты вязкости 
определяются по формулам:
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где Сµ = 0,09.
Для определения температурного поля T в сушильном агенте воспользуемся уравнением

	
x y z e e e V

T T T T T T Tc c v c v c v Q
t x y z x x y y z z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ρ + ρ + ρ + ρ = λ + λ + λ +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
,	 (9)

где с – удельная теплоемкость сушильного агента, Дж/(кг⋅К); QV – тепло, выделяемое калори­
фером, Вт/м3. Турбулентный λt и эффективный λe коэффициенты теплопроводности рассчиты­
ваются по формулам:
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где λ – коэффициент молекулярной теплопроводности, Вт/(м·К).
Диффузию пара в воздухе определяем из следующего уравнения:
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где C – массовая доля воды в паровоздушной смеси, кг/кг; QW – сток, описывающий удаление 
влаги из сушильной камеры, кг/(м3⋅c). Турбулентный Dt и эффективный De коэффициенты диф­
фузии водяного пара рассчитываются по формулам:
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где D – молекулярный коэффициент диффузии, м2/с.
Используем следующее уравнение теплопроводности для описания температурных полей  

в древесине:
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где Т – температура, К; W – влагосодержание, кг/кг; ε – критерий фазового перехода; Qф – 
удельная теплота парообразования, Дж/кг; с – удельная теплоемкость древесины, Дж/(кг⋅К);  
ρ0 – плотность сухой древесины, кг/м3; λ – коэффициент теплопроводности древесины, Вт/(м·К).

Уравнение массопроводности древесины можно представить в следующей форме:

	
0 0 0 0W W W

W W W Wa a a
t x x y y z z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ρ = ρ + ρ + ρ    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
,	 (16)

где aW – коэффициент диффузии влаги в древесине, м2/с.
На стенках, потолке и полу сушильной камеры, а также на поверхности пиломатериалов при-

нимается условие прилипания сушильного агента, то есть 0.v =  Вблизи границ средняя ско-
рость v , температура T, концентрация C, кинетическая энергия турбулентных пульсаций k  
и скорость диссипации кинетической энергии турбулентных пульсаций ε задаются на основе 
стандартного метода пристеночных функций. Циркуляционное движение воздуха в камере реа-
лизуется за счет вентилятора, создающего перепад давления. Нагревание системы осуществля-
ется за счет калорифера, который моделируется объемным прямоугольным телом с внутренним 
источником тепла QV в уравнении (9) (см. рис. 1). Перед вентилятором расположен объем, кото-
рый использовался для моделирования удаления влаги из системы за счет приточно-вытяжных 
отверстий, что отражено путем введения в уравнение (12) величины стока влаги QW .

Так как стенки, потолок и пол сушильной камеры являются изоляторами как для тепла, так  
и водяного пара, то потоки тепла и пар через них устанавливаются равными нулю. Внутренние 
стенки (перегородки) проводят тепло, но не проницаемы для воды, поэтому на них задаются гра-
ничные условия 4-го рода по температуре, а поток влаги через них остается нулевым. Для пило-
материалов возможны несколько вариантов граничных условий, налагаемых на температурные 
и влажностные поля. Если сторона пиломатериала граничит с перегородкой или на нее нанесен 
влагоизоляционный слой, то в этом случае на стороне задается граничное условия 4-го рода по 
температуре, а поток влаги через нее отсутствует. Если же сторона пиломатериала граничит  
с сушильным агентом, то для тепловых процессов задаются граничные условия 4-го рода, а зна-
чения влагосодержания и массовой доли воды на поверхности определяются из равенства пото-
ков влаги через разделяющую поверхность. Здесь поток воды из древесины к ее поверхности 
должен быть равен потоку пара от поверхности вглубь сушильного агента. При этом поток будет 
отсутствовать, если влажность воздуха соответствует равновесному влагосодержанию поверх-
ности древесины. Также влагообмен между древесиной и сушильным агентом отсутствует при 
100 % влажности воздуха.

Модель технологической сушки и результаты расчетов. Для решения задачи использо-
вался пакет Ansys Fluent. Однако в Fluent не представлено физическое понятие влагосодержания 
материала, которое используется в уравнениях (15), (16) для описания процессов тепло- и массо-
переноса в древесине. Таким образом, в Ansys Fluent не реализована возможность решать задачи 
массопереноса в твердых материалах, которые описываются уравнением (16).

Данная проблема решена путем использования технологий пользовательской функции (UDF) 
и пользовательского скаляра (UDS). Опираясь на них, в работе введена дополнительная скаляр-
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ная переменная W, смоделировано и решено уравнение переноса массы (16), в уравнении (15) 
описано слагаемое, задающее поглощение тепла за счет фазовых переходов вода-пар и поставле-
ны граничные условия для процессов массообмена между штабелем и сушильным агентом. Тем 
самым поставленная задача (1)–(16) решена в полном объеме: описаны аэродинамика сушильно-
го агента в камере, распределение температуры и водяных паров в воздухе, а также перенос теп-
ла и влаги в штабеле.

Типичный технологический процесс периодической камерной сушки пиломатериалов пред-
ставляется следующим образом. После того как штабель помещен в сушильную камеру, закрыва-
ются двери и все технологические отверстия. Материал прогревается до заданной температуры, 
определенной режимом сушки. Прогрев древесины может длиться от нескольких часов до суток. 
Обычно прогрев стараются осуществить так, чтобы между сушильным агентом и пиломатериа-
лами отсутствовал перенос влаги. Нагревание древесины происходит до температуры, соответ-
ствующей температуре первой ступени сушки. После прогрева древесины начинается собствен-
но процесс сушки, состоящий из нескольких ступеней, сменяющих друг друга. С целью недо
пущения растрескивания пиломатериалов проводят влаготеплообработку, которая заключается  
в выравнивании влажностного поля как в объеме всего штабеля, так и по каждой доске в отдель-
ности. Она реализуется между ступенями сушки и после заключительной ступени сушки. Закан
чивается технологический процесс сушки кондиционированием и охлаждением материала.

Рассмотрим следующую модель технологической сушки. Прогревание материала перед суш-
кой выполняется с использованием следующих значений температуры и влажности сушильного 
агента: Т = 70 °С и φ = 95 %. Первый этап реализуется при среднем влагосодержании пиломате-
риалов W > 35 %, при этом температура сушильного агента должна поддерживаться Т = 70 °С,  
а его влажность соответственно φ = 80 %. Когда среднее влагосодержание пиломатериалов ста-
новится ниже 35 % (W < 35 %), осуществляется переход на вторую ступень, для которой параме-
тры сушильного агента принимаются соответственно Т = 80 °С и φ = 65 %. Переход на третью, 
заключительную, ступень происходит при W < 20 %, при этом осуществляется дальнейшее  
ужесточение режима сушки и параметры сушильного агента задаются следующими: Т = 95 °С  
и φ = 25 %. Третий этап сушки оканчивается при достижении пиломатериалами среднего вла
госодержания, равного 8 %. Кроме этого между второй и третьей ступенями выполняется вла
готеплообработка пиломатериалов при следующих параметрах сушильного агента: Т = 80 °С  
и φ = 95 %. Она необходима для выравнивания влагосодержания как в объеме всего штабеля, так 
и по каждой доске в отдельности. Это позволяет провести третий этап сушки при более жестких 
условиях. Завершается сушка кондиционированием и охлаждением материала при следующих 
параметрах сушильного агента: Т = 30 °С и φ = 44 %, что соответствует равновесному влаго
содержанию W = 8 %. 

Исходя из описанной модели процесса технологической сушки видно, что удаление влаги из 
материала в основном проходит при постоянной температуре. Она меняется лишь при переходах 
с одной ступени на другую. В связи с этим в уравнении массопроводности (16) не используется 
перенос влаги за счет термоградиентного потока влаги. Однако влияние температуры на массо-
перенос остается, так как массообменные характеристики сильно зависят от температуры. Так, 
теплоемкость древесины определяется по формуле [19]

	 2400 3,5 .c T= + 	 (17)

Для сосны зависимость плотности от влагосодержания представим в виде [19]

	 470 266,67ρ = +  при W < 0,3,	 (18)

	 421,43 428,571Wρ = +  при W ≥ 0,3.	 (19)

Зависимость теплопроводности от температуры и влагосодержания опишем выражением [19]
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	 ( )0,295lg100 1,0220,00222 10 .WWT −λ = + 	 (20)

Функциональная зависимость коэффициента диффузии влаги от температуры имеет  
вид [19]

	
( )9,36 lg 273 32,610 .T

Wa + −= 	 (21)

Для формулировки граничных условий и проведения численных расчетов необходимо иметь 
значения равновесного влагосодержания, зависящие от температуры T и относительной влаж
ности воздуха ϕ. Данную функцию можно представить в виде [19]

	 ( )р 10,6 0,0327 0,00015 .W Tϕ= −  	 (22)

Наконец, критерий фазового перехода ε, характеризующий количество влаги, испаряю-
щейся внутри материала, принимается постоянным числом ε = 0,15.

На рис. 2–6 приведены результаты расчетов при перепаде давления на вентиляторе ∆Pf =  
= 50 Па и мощности калорифера N = 3000 Вт, которые демонстрируют возможность моделиро-
вать технологический процесс сушки, определять режимные параметры и параметры калорифе-
ра и вентилятора. Расчеты показали, что этап прогрева является неустойчивым и избежать уда-
ления влаги на нем не удается, поэтому сушка, пусть и незначительная, все-таки происходит. 
Виден колебательный характер изменения значений температуры, массовой доли пара и относи-
тельной влажности сушильного агента в зазорах между пиломатериалами на первом, втором  
и третьем этапах сушки. Это связано с высокой интенсивностью подвода тепла и интенсивно-
стью удаления влаги через приточно-вытяжные отверстия, а также с нелинейностью и взаимо
связанностью процессов тепло- и массообмена и протеканием фазовых переходов вода–пар. 
Такое поведение сушильного агента требует разработки дополнительных алгоритмов выведения 
параметров сушильного агента на заданные режимом значения и удержания этих значений во 
время сушки. Это в свою очередь говорит о том, что вентилятор и калорифер должны иметь воз-
можность менять свою мощность в процессе сушки.

Рис. 2. Изменение средней температуры сушильного агента во времени в зазоре между досками в середине штабеля 
(контрольный объем, см. рис. 1, b)

Fig. 2. The change of the average temperature of the drying agent over time in the gap between the boards in the middle  
of the stack (control volume, see fig. 1, b)
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Рис. 3. Изменение средней относительной влажности сушильного агента во времени в зазоре между досками  
в середине штабеля (контрольный объем, см. рис. 1, b)

Fig. 3. The change of the average relative humidity of the drying agent over time in the gap between the boards in the middle 
of the stack (control volume, see fig. 1, b)

Рис. 4. Изменение средней массовой доли воды сушильного агента во времени в зазоре между досками в середине 
штабеля (контрольный объем, см. рис. 1, b)

Fig. 4. The change of the average mass fraction of water of the drying agent over time in the gap between the boards  
in the middle of the stack (control volume, see fig. 1, b)

Рис. 5. Изменение средней температуры во времени в единичной доске в середине штабеля  
(доска под контрольным объемом на рис. 1, b)

Fig. 5. The change of the average temperature over time in the single wood board in the middle of the stack  
(the board under the control volume in fig. 1, b)
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Рис. 6. Изменение среднего влагосодержания во времени в единичной доске в середине штабеля  
(доска под контрольным объемом на рис. 1, b)

Fig. 6. The change of the average moisture content over time in the single wood board in the middle of the stack  
(the board under the control volume in fig. 1, b)

Заключение. Выполнено моделирование технологического процесса сушки штабеля из  
пиломатериалов в сушильной камере конвективного типа периодического действия. Это позво-
ляет на компьютере численно проводить расчет сушильных установок и режимов сушки пило-
материалов. В результате проведения вычислительных экспериментов установлено, что следует 
строить специальные алгоритмы, сохраняющие параметры сушильного агента постоянными на 
отдельных этапах сушки.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТНОЙ ЗАКАЛКИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  
СКАНИРУЮЩЕГО ОПТОВОЛОКОННОГО ЛАЗЕРА1

Аннотация. Показана возможность управления температурными полями в процессе сканирующей лазерной об-
работки оптоволоконным лазером. Разработана математическая модель процесса закалки сканирующим лазерным 
излучением при возвратно-поступательном движении лазерного луча и поступательном движении детали. Выполнен 
расчет температурного поля, возникающего при лазерной закалке с постоянной мощностью и с изменением мощно-
сти лазерного излучения в зависимости от положения лазерного луча при его относительном перемещении. В ре-
зультате математического моделирования процесса лазерной закалки при изменении мощности лазерного излуче-
ния в зависимости от положения лазерного луча установлено, что применение сканирующей системы с программно-
изменяемой мощностью излучения позволяет снизить на 25 % энергетические затраты с сохранением заданной 
геометрии зоны упрочнения. Представлены результаты лазерной закалки поверхности стали 45 на газовом лазере 
1,2 кВт и технологической установке на базе оптоволоконного лазера мощностью до 2 кВт, оснащенной сканирую-
щей системой. За показатель производительности был принят объем закаленного материала в единицу времени. 
Анализ полученных результатов показывает, что использование излучения оптоволоконного лазера обеспечивает 
повышение производительности закалки в 3–5 раз по сравнению с применением излучения СО2-лазера той же мощ-
ности. Полученный эффект объясняется изменением условий взаимодействия излучения с поверхностью металла 
при изменении длины волны излучения, а также изменением баланса распределения тепла в зоне воздействия лазер-
ного луча. С учетом более высокого КПД энергоэффективность использования оптоволоконных лазеров для поверх-
ностного упрочнения в 9–15 раз выше, чем при использовании СО2-лазеров.

Ключевые слова: лазер, мощность лазерного излучения, лазерная закалка, сканирующая система, математиче-
ская модель, температурное поле
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SIMULATION OF SURFACE HARDENING USING A FIBER-OPTIC LASER SCANNING

Abstract. An analysis of process of  scanning laser processing is made. The possibility of use of program and changeable 
power of a laser radiation in the course of scanning is shown. A mathematical model of process of training is developed by the 
scanning laser radiation. The model considers parameters of reciprocation of a laser beam and headway of a detail. Calculation  
of the temperature profile arising at laser training with a constant power and with change of power of a laser radiation depending on 
the provision of a laser beam at its relative movement is executed. Implementation of laser training with a program and changeable 
power of radiation in the course of scanning allows lowering a metabolic cost by 25 % with preservation of the given geometry of  
a zone of hardening. Results of laser training of a surface of steel 45 with the gas laser and the process unit on the basis of the fiber-
optic laser with power up to 2 kW are presented. The volume, hardened in unit of time, was taken for an indicator of efficiency. Use 
of radiation of the fiber-optic laser provides increase in efficiency of training by 3–5 times in comparison with use of radiation  
of CO2 laser of the same power. The gained effect is explained by change of conditions of interaction of radiation with the surface  
of metal at change by an order of a radiation wavelength and also by change of balance distribution of heat in a zone of influence  
of a laser beam. Taking into account higher efficiency of fiber-optic lasers in comparison with gas, the energy efficiency of use of 
fiber-optic lasers for the surface strengthening is 9–15 times higher than when using CO2 lasers.
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Введение. В настоящее время перспективным методом поверхностной обработки деталей 
является лазерная закалка, позволяющая реализовывать процесс сверхскоростной термической 
обработки поверхностного слоя без объемного разогрева. Стимулирующим фактором развития 
лазерной технологии стало появление на рынке лазерной техники мощных твердотельных ла
зеров с более высоким суммарным уровнем технико-экономических показателей по сравнению  
с СО2-лазерами, в частности оптоволоконных лазеров. Важной особенностью твердотельных ла-
зеров является то, что излучение с длиной волны порядка 1 мкм лучше взаимодействует с по-
верхностью металлов по сравнению с излучением СО2-лазеров.

Актуальной проблемой, сдерживающей использование лазерных технологий, является обес
печение поверхностной термообработки с гарантированным отсутствием подплавления поверх-
ностного слоя. Высокое качество поверхности может быть достигнуто использованием скани
рующей системы, которая обеспечивает многократное перемещение лазерного луча по зоне на-
грева с высокой частотой и создает за время термического цикла закалки так называемое 
псевдо-пятно – в среднем равномерный тепловой источник на поверхности образца. Перемеще
ние луча по произвольному контуру можно обеспечить применением системы двух зеркал, со-
гласованно совершающих колебания во взаимно перпендикулярных направлениях (рис. 1, а).  
На рис. 1, b представлена реализованная схема управления распределением энергии по сечению 
области лазерного воздействия (псевдо-пятно), формируемого при сканирующей обработке с ис-
пользованием двух дефлекторов. Программно заложена возможность симметричного изменения 
мощности в боковых зонах области лазерного воздействия, а также произвольного изменения  
в передней и задней его частях.

В настоящее время получены результаты [1–4], подтверждающие перспективность примене-
ния сканирующей лазерной обработки для повышения качества поверхности. Также отмечена 
важность решения задачи обеспечения равномерной глубины упрочненного слоя и распределе-
ния свойств упрочненной зоны по глубине. Одним из способов решения поставленной задачи 
является управление температурными полями в процессе сканирующей лазерной обработки  

Рис. 1. Оптическая система для реализации лазерной поверхностной закалки сканирующим излучением (а)  
и схема управления распределением энергии по сечению области лазерного воздействия (b)

Fig. 1. Optical system for the implementation of laser surface quenching by scanning radiation (a)  
and a control scheme for the distribution of energy over the cross section of area of laser effect (b)
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оптоволоконным лазером. Оценке возможности реализации данного способа посвящена настоя-
щая работа.

Анализ процесса лазерной закалки. Исследование представленной схемы сканирования по-
казывает, что основной зоной нестабильности тепловых полей являются периферийные участки 
зоны, где протекают два энергетических процесса: увеличение теплоотвода за счет краевого эф-
фекта и увеличение количества подводимой энергии за счет уменьшения скоростей перемещения 
лазерного луча при изменении направления. На рис. 2 представлен внешний вид упрочненной 
дорожки первичного вала, полученной при проведении лазерной закалки с использованием ска-
нирующей обработки. Границы участка с проплавлением поверхности соответствуют области 
максимальной плотности энергии, то есть геометрическому месту точек, где скорость луча мини-
мальна. В граничных зонах происходит проплавление металла, что подтверждает определяющее 
значение эффекта увеличения количества подводимой энергии за счет уменьшения скоростей пе-
ремещения лазерного луча. Увеличение частоты сканирования приводит к уменьшению размеров 
зон проплава на периферии зоны, что свидетельствует об изменении баланса энергии между пер-
вым и вторым процессами теплового баланса в периферийной зоне. Таким образом, обеспечение 
стабильного качества упрочненного слоя при лазерной обработке со сканированием возможно  
в результате изменения мощности излучения по определенной программе в процессе сканирова-
ния, что и было реализовано в оптической системе, показанной на рис. 1, а. 

Рис. 2. Внешний вид поверхности закалки сканирующим лазерным излучением
Fig. 2. Appearance of the hardening surface by scanning laser radiation

На рис. 3 представлен пример программы, реализующей последовательность импульсов тех-
нологического лазерного комплекса производства ООО «Рухсервомотор», что подтверждает воз-
можность практического осуществления лазерной закалки оптоволоконным лазером с программно-
изменяемой мощностью излучения. Возможным положительным эффектом использования дан-
ного подхода может быть снижение общих энергетических затрат за счет уменьшения мощности 
излучения в периферийных зонах.

Для реализации закалки оптоволоконным лазером с программно-изменяемой мощностью 
излучения был осуществлен выбор параметров сканирования на основе компьютерного модели-
рования процесса лазерной обработки. В качестве базовых тепловых моделей использовали  
известные решения тепловых задач [5, 6], где методами компьютерного моделирования рассчи-
таны температурные поля на полубесконечной металлической поверхности при воздействии 
движущегося лазерного луча, а также приведено решение задачи теплопроводности методом 
источников при дуговой сварке пластин. При разработке модели процесса закалки сканирую-
щим лазерным излучением принято следующее упрощение: лазерный луч совершает возврат-
но-поступательное движение перпендикулярно оси дорожки со скоростью отн.V  , деталь переме-
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щается поступательно с постоянной скоростью пер. .V a=   С учетом принятых допущений расчет-
ная схема закалки сканирующим лазерным излучением представлена на рис. 4.

Рис. 4. Расчетная схема закалки сканирующим лазерным лучом
Fig. 4. Calculation scheme for quenching by a scanning laser beam

Учитывая, что в крайних точках ±H/2 при изменении направления движения лазерного луча 
скорость Vотн. = 0, для описания движения лазерного луча примем Vотн. = Vmaxcosωt (w – частота 
сканирования). 

	
max

отн.( ) sin ,VY t t= ω
ω

  отн.( ) 0;X t =  	 (1)

	 пер.( ) 0,Y t =   пер.( ) .X t at=  	 (2)

Тогда закон движения лазерного луча в параметрической форме может быть записан в виде [7]

	 отн. пер.( ) ( ) ( );Y t Y t Y t= +  	 (3)

	 отн. пер.( ) ( ) ( ).X t X t X t= +  	 (4)

Рис. 3. Пример лазерной программы технологического лазера
Fig. 3. Example of laser program of technology laser 
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Уравнение траектории имеет вид

	 max( ) sin .V xY x
a
ω =  ω  

 	 (5)

При разработке математической модели использовано аналитическое решение задачи тепло-
проводности в линейной постановке при линейных граничных условиях в случае воздействия 
высококонцентрированного источника энергии, имеющего немонотонный характер распределе-
ния интенсивности [7]. Это решение описывает распространение тепла при нагреве полубеско-
нечного тела нормально-круговым источником, движущимся прямолинейно. Для данного источ-
ника поверхностная плотность поглощенной мощности представлена выражением

	 ( ) ( )( )2 2
0, exp ,q x y q k x y= − + 	 (6)

где q0 – максимальное значение интенсивности в центре источника; k – параметр, определяющий 
ширину пучка (коэффициент сосредоточенности). Значения данных параметров рассчитываются 
в соответствии с методикой [7].

Для определения температурного поля при произвольном законе движения лазерного луча  
в параметрической форме (3), (4) получено выражение

	 T(x,y,z,t) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( )
( )

2 2
2

0

0

1, , , exp .
4 1 41 4

t k x X y YAq a zÒ õ ó z t d
a t ka tt ka t

 ⋅ − τ + − τ  = × ⋅ + τ   − τ + − τλ π − τ ⋅ + − τ   
 

∫  	 (7)

Формула (7) описывает процесс нагрева полубесконечного тела при воздействии поверхност-
ного нормально-кругового источника и является хорошим теоретическим приближением реаль-
ного температурного поля, формируемого движущимся по произвольной траектории  
лазерным лучом. Данная формула справедлива при любых значениях входящих в нее параме-
тров и, в соответствии с (6), учитывает неравномерность плотности мощности излучения по се-
чению лазерного луча [8].

Разработанная модель была использована для расчета температурного поля, возникающего 
при лазерной закалке с изменением мощности лазерного излучения, в зависимости от положе-
ния лазерного луча при его относительном перемещении. В данной постановке минимальное 
значение выходной мощности Pmin обеспечивается в периферийной зоне (рис. 5). На траектории 
луча маркерами отмечены точки, в которых определялась глубина проникновения изотермы, со-
ответствующей температуре закалки.

Рис. 5. Изменение мощности лазерного излучения в зависимости от положения лазерного луча  
при его относительном перемещении 

Fig. 5. Change in the power of laser radiation as a function of the position of the laser beam with its relative displacement
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Результаты исследования. С использованием разработанной модели нами проанализирова-
но влияние параметров лазерного излучения на температурное поле при поверхностной лазерной 
закалке на установке ВЛ-1.0 со сканированием луча по ширине H упрочняемой зоны. Параметры 
обработки были следующие: диаметр лазерного луча d = 1 мм, амплитуда колебаний H = 10 мм. 
Определено температурное поле для трех случаев: источник постоянной мощности P(t) = Pmax =  

= 1 кВт, два источника переменной мощности (рис. 5), для которых max

min
2P

P
=  и max

min
10.P

P
=

В результате расчета определено температурное поле T(x, y, z, t) в изготовленной из стали 45 
детали, которое возникает при движении лазерного луча, имеющего гауссово распределение ин-
тенсивности. На рис. 6 показаны температурные поля, соответствующие положению лазерного 
луча в различные моменты времени. На рис. 6, a представлены результаты расчета температур-
ного поля в периферийной зоне при лазерной закалке источником постоянной мощности; на  
рис. 6, b и c – температурные поля в периферийной зоне при реализации программно-изменяемой 
мощности. Сравнение результатов рис. 6, a–c с результатом расчета температурного поля в цент
ре дорожки на рис. 6, d показывает, что уменьшение мощности излучения в периферийной зоне  
в 2 раза способствует формированию более равномерного температурного поля.

Рис. 6. Температурное поле  в плоскости yOz при положении лазерного луча в точке y и мощности P: а – y=–H/2 , 

maxP P= ; b – y=–H/2, max

min
2P

P
= ; c –  y=–H/2, max

min
10P

P
= ; d –  y=0, maxP P=

Fig. 6. Temperature field in the yOz plane with the position of the laser beam at the point y and the power P: а – y=–H/2 , 

maxP P= ; b – y=–H/2, max

min
2P

P
= ; c – y=–H/2, max

min
10P

P
= ; d – y=0, maxP P=

На рис. 7 представлены результаты расчета границы зоны закалки, за которую было принято 
положение изотермы, соответствующее температуре закалки для данного материала при лазер-
ной сканирующей обработке для источника постоянной мощности max( )P t P=  (кривая 1), источ-

ников переменной мощности, для которых max

min
2P

P
=  (кривая 2) и max

min
10P

P
=  (кривая 3).
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Рис. 7. Границы зон закалки в плоскости yOz: 1 – max ,P P=  2 – max

min
2,P

P
=  3 – max

min
10P

P
=

Fig. 7. Borders of hardening zones in the yOz plane: 1 – max ,P P=  2 – max

min
2,P

P
=  3 – max

min
10P

P
=

Представленные результаты показывают, что изменение мощности лазерного луча в процес-
се сканирования позволяет достаточно эффективно влиять на температурные поля. Сравнение 
форм представленных изотерм позволяет сделать вывод, что при сканирующей лазерной закалке 
излучением постоянной мощности (кривая 1) в периферийных зонах возможно подплавление по-
верхности, что подтверждают результаты рис. 2. Реализация лазерной закалки оптоволоконным 
лазером с программно-изменяемой мощностью излучения позволяет обеспечить более равно-
мерную глубину упрочненного слоя (кривая 2). Для оценки эффективности реализации лазерной 
закалки оптоволоконным лазером с программно-изменяемой мощностью излучения выполнено 
сравнение энергетических затрат при сканирующей лазерной закалке излучением постоянной  

и переменной мощности с соотношением max

min
2.P

P
=  При оценке поглощенной энергии W за время T 

действия источника использовалось определение мощности излучения как потока энергии или 
скорости изменения энергии во времени [9]:

	 0
( ) .

T
W P t dt= ∫

В качестве показателя эффективности выбрано отношение поглощенной энергии при скани-
рующей лазерной закалке излучением постоянной мощности Wпост. к поглощенной энергии при 
сканирующей лазерной закалке излучением переменной мощности Wпер.:

	

пост. пер.

пер.
100 %.

W W
W
−

η = ⋅  

Для анализируемого случая сканирующей лазерной закалки излучением постоянной мощно-

сти P = 1 кВт и переменной мощности с соотношением max

min
2P

P
=  при условии, что начальная  

и конечная точки находятся в одной фазе, получено значение η = 25 %. Таким образом, примене-
ние сканирующей системы с программно-изменяемой мощностью излучения позволяет снизить 
энергетические затраты с сохранением заданной геометрии зоны упрочнения.

Использование для процессов лазерной обработки металлов волоконных лазеров имеет  
очевидное преимущество вследствие более коротких длин волн излучения по сравнению с СО2-
лазерами, что улучшает взаимодействие лазерного излучения с поверхностью. Для оценки  
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эффективности применения излучения оптоволоконного лазера нами проведены эксперименты 
по определению производительности лазерной обработки. На разных режимах проводили лазер-
ную закалку поверхности стали 45 на технологической установке на базе оптоволоконного лазе-
ра мощностью до 2 кВт, оснащенной описанной выше сканирующей системой. Обработку вы-
полняли прямоугольным псевдо-пятном шириной 8 мм и глубиной 1 мм. Для сравнения поверх-
ностную закалку осуществляли на газовом лазере с мощностью излучения 1,2 кВт, диаметр 
круглого пятна составлял 3,2  мм. В качестве поглощающего покрытия использовали черную  
гуашь. На поперечном шлифе определяли размеры зоны закалки. За показатель производитель-
ности был принят объем закаленного материала в единицу времени. Как видно из полученных 
результатов (рис. 8), использование излучения оптоволоконного лазера обеспечивает повышение 
производительности закалки в 3–5 раз по сравнению с применением излучения СО2-лазера той же 
мощности.

Рис. 8. Влияние скорости перемещения лазерного луча на производительность лазерной закалки
Fig. 8. Effect of the speed of the laser beam on laser hardening performance

Полученный эффект объясняется изменением условий взаимодействия излучения с поверх-
ностью металла при изменении на порядок длины волны излучения оптоволоконного лазера,  
а также изменением баланса распределения тепла в зоне воздействия лазерного луча. Несомнен
но, полученный результат требует отдельных исследований. Из анализа полученных данных 
также видно, что при мощности излучения 1,2 кВт производительность обработки выше, чем 
при более высоких значениях мощности. Причиной данного эффекта могут быть затраты тепла 
на фазовые переходы при подплавлении поверхностного слоя, а также увеличение поглощения 
излучения за счет появления паров металла в плазменном облаке. Учитывая, что КПД оптоволо-
конных лазеров практически в 3 раза выше газовых лазеров, получаем, что энергоэффектив-
ность использования оптоволоконных лазеров для поверхностного упрочнения в 9–15 раз выше, 
чем при использовании СО2-лазеров.

Выводы. В результате математического моделирования процесса лазерной закалки при из-
менении мощности лазерного излучения в зависимости от положения лазерного луча установле-
но, что применение сканирующей системы с программно-изменяемой мощностью излучения 
позволяет снизить на 25 % энергетические затраты с сохранением заданной геометрии зоны 
упрочнения.

При исследовании производительности лазерной закалки получено, что энергоэффективность 
использования оптоволоконных лазеров в 9–15 раз выше, чем при использовании СО2-лазеров.
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МЕТОД СОКРАЩЕНИЯ ВРЕМЕНИ ДЕСАЛИНИЗАЦИИ  
В ПРОТОЧНОМ CDI-ОПРЕСНИТЕЛЕ

Аннотация. Исследована работа CDI-опреснителя соленой воды, основанного на принципе объемной деиониза-
ции за счет создания двойного электрического слоя на пористой структуре электрода. Изучена возможность увели-
чения эффективности опреснения за счет сокращения времени разрядных диффузионных процессов в высокопори-
стых электродах. В экспериментах использовался опреснитель типа «flow-through electrodes», прокачка раствора  
в котором осуществляется сквозь пористые электроды, отделенные друг от друга водопроницаемым сепаратором, 
без использования ионообменных мембран. Проведен анализ возможных размеров пор для различных сорбирую-
щих материалов и выполнены оценки длительности соответствующих импульсов управляющего напряжения. 
Предварительные эксперименты, проведенные на модельной CDI-ячейке, позволили оптимизировать выбор электро-
физических параметров для электродов из углеродного войлока типа «Карбопон-Актив» и ткани «АУТ-М-2» произ-
водства ОАО «СветлогорскХимволокно». Предложен метод сокращения времени разрядного цикла за счет подачи 
серии импульсов напряжения обратной полярности на электроды опреснителя. При согласовании характеристик 
пористости электродного материала и продолжительности импульсов можно добиться ускоренного удаления ионов 
соли за счет повышения напряженности электрического поля в направлении из глубины пор наружу, в межэлектрод-
ный зазор. Оцениваемая величина пор составляла ~ 100 мкм, поэтому в относительно протяженном межэлектродном 
зазоре ~ 1 мм основная масса ионов за время импульса не успевала достичь поверхности электродов. Это позволило 
поддерживать высокую эффективность процесса CDI-опреснения. Эксперименты на модельной ячейке и полномас-
штабном CDI-опреснителе продемонстрировали в режиме наложения управляющих импульсов снижение времени 
разрядного цикла в ~ 2,5 раза по сравнению с режимом короткого замыкания электродов.

Ключевые слова: опреснение, солевой раствор, объемная деионизация, опреснитель-суперконденсатор, пори-
стый электрод, сорбция ионов, режим электропитания
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METHOD FOR REDUCING THE DESALINATION TIME  
IN A “FLOW-THROUGH” CDI-WATER CLEARANCE EQUIPMENT

Abstract. The work of the CDI salt water distiller based on the principle of bulk deionization by creating a double electric layer 
on the porous structure of the electrode was investigated. The possibility of increasing the efficiency of desalination by reducing the 
time of discharge diffusion processes in high-porous electrodes is studied. In the experiments, a flow-through type was used,  
the pumping of the solution in which is carried out through porous electrodes separated from each other by a permeable separator, 
without the use of ion-exchange membranes. The analysis of possible pore sizes for various sorbing materials is carried out and 
estimates of the duration of the corresponding pulses of the control voltage are performed. Preliminary experiments carried out on  
a model CDI cell allowed us to optimize the choice of electrophysical parameters for carbon felt electrodes of the “Carbopon-Active” 
type and the “AUT-M-2” fabric produced by OJSC “SvetlogorskKhimvolokno”. A method is proposed for reducing the discharge 
cycle time by supplying a series of pulses of reverse polarity voltage to the electrodes of a desalter. When matching the characteristics 
of the porosity of the electrode material and the duration of the pulses, it is possible to achieve accelerated removal of salt ions  
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by increasing the electric field strength from the depth of the pores to the outside, into the interelectrode gap. The estimated 
pore size was ~ 100 μm; therefore, in a relatively long interelectrode gap of ~ 1 mm, the main mass of ions during the pulse 
does not have time to reach the surface of the electrodes. This made it possible to maintain the high efficiency of the CDI de
salination process. Experiments on a model cell and a full-scale CDI-desalter demonstrated a 2.5-fold decrease in the dis
charge cycle time in the regime of superposition of control pulses in comparison with the short-circuit mode of electrodes. 

Keywords: desalination, saline solution, volumetric deionization, desalination supercapacitor, porous electrode, ion 
sorption, power supply mode
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Введение. В настоящее время ввиду нарастающей нехватки пресной воды актуальным явля-
ется использование многочисленных источников так называемой солоноватой воды, концентра-
ция солей в которой составляет 10 г/л и менее. Кроме того, опреснение, например, морской воды 
с концентрацией солей ~ 35 г/л достаточно эффективно производится методами электродиализа 
или обратного осмоса [1], однако при снижении концентрации соли до величин ~ 1 г/л экономи-
ческая эффективность этих методов резко уменьшается. Поэтому для опреснения воды с концен-
трацией солей менее 10 г/л успешно применяется технология объемной деионизации (Capacitive 
Deionization, CDI), аналогичная способу разделения зарядов в проточном суперконденсаторе  
с водным электролитом [1–3]. Высокая сорбирующая способность электродов опреснителя обес
печивается за счет применения пористых материалов, как правило, на основе углерода [4, 5].  
В процессе зарядки под действием приложенного напряжения электроды (изготовленные, к при-
меру, из расширенного графита) сорбируют ионы соли, снижая концентрацию примесей в очи-
щаемой воде. В следующем по времени цикле, при электрическом соединении электродов про
водником накоротко (режим короткого замыкания), происходит обратный процесс десорбции  
ионов соли и удаление их промывочной жидкостью, в качестве которой часто используется ис-
ходный раствор.

Для изучения процессов диффузии зарядов в CDI-ячейках и их характеризации применяют 
различные режимы электропитания [6–8]. Так, эффективно используется рекуперация энергии, 
выделяемой в цикле разряда опреснителя или суперконденсатора, для ее использования в следу-
ющем цикле заряда [9]. Оптимальный выбор схемы питания позволяет понизить величину энер-
гетических потерь в процессе CDI-опреснения [10]. 

Цель работы заключалась в изучении возможности увеличения эффективности опреснения 
за счет сокращения времени разрядных диффузионных процессов в высокопористых электродах. 

Влияние сорбционных характеристик электродного материала на эффективность CDI-
опреснения. Решение обозначенной задачи представляется перспективнымдля CDI-опресни
телей типа «flow-through electrodes» [3], электроды в котором разделены друг от друга водо
проницаемым сепаратором, без применения ионообменных мембран, а прокачка раствора осу-
ществляется сквозь пористые электроды (рис. 1). 

С наибольшей полнотой сорбция соли достигается при продолжительном времени зарядки, 
когда ионы успевают диффундировать в поры материала электродов. Ионы покрывают поверх-
ность электродов, образуя так называемый двойной электрический слой зарядов (electrical double 
layers, EDLs [3]), который и определяет высокую емкость суперконденсатора. В проточном кана-
ле присутствуют ионы разных знаков, за счет чего раствор между электродами близок  
к квазинейтральному состоянию. На рис. 2 показана идеализированная схема предельного со-
стояния опреснителя-суперконденсатора после зарядки, когда ионы соли одного знака распреде-
ляются по поверхности противоположно заряженного электрода. Водопроницаемый сепаратор, 
изображенный штриховой линией, предохраняет электроды от замыкания.

Параметр d является важной величиной при расчетах пористых электродов с учетом тонких 
эффектов [11]. Например, в [2] поры систематизированы по их поперечному размеру как макро-
поры при d > 50 нм, мезопоры при d = 2–50 нм и микропоры при d < 2 нм. Однако поскольку по-
перечный размер микропор d существенно меньше, чем, например, средняя величина глубины 
пор L, то время диффузионного выравнивания τd ~ d2/D (D – коэффициент диффузии ионов соли  
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a                                                                                                 b    

Рис. 1. Принципиальная схема CDI-опреснителей, функционирующих по схеме «flow-through electrodes» (a) и «flow-
between electrodes» (b): 1 – емкостной электрод, 2 – пористый сепаратор, 3 – источник питания, 4 – поток соленой 

воды, 5 – поток опресненной воды

Fig. 1. Schematic diagram of CDI-desalination plants functioning according to the flow-through electrodes (a) and flow-
between electrodes (b): 1 – capacitive electrode, 2 – porous separator, 3 – power supply, 4 – flow of salt water, 5 – a stream  

of desalinated water

Рис. 2. Влияние пор электродного материала на распределение ионов по сорбирующей поверхности электродов  
суперконденсатора CDI-опреснителя и в его проточном канале. S – характерный размер проточного канала,  

d – диаметр поры, L – глубина поры 

Fig. 2. Effect of electrode material pores on the ion distribution over the sorbing surface of the electrodes  
of the CDI desalination super-capacitor and in its flow channel. S – characteristic size of the flow channel, d – pore diameter, 

L – pore depth

в растворе) оказывается весьма мало и выравнивание концентрации поперек микропор d можно 
считать опережающим по сравнению с прочими дрейфовыми процессами в CDI-опреснителе.  
В то же время, как можно представить из структуры графитовых и прочих углеродных пори-
стых материалов, глубина пор L и различных межслоевых полостей сравнима с характерным 
размером электродов и может достигать нескольких миллиметров. Тем самым характерное вре-
мя τL = L2/D удаления ионов соли из пор глубиной L может оказаться сравнимым со временем 
перемещения ионов в проточном канале размером S между электродами: τS = S2/D. 
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В случае наложения электрического поля направленная скорость дрейфа ионов возрастает, 
однако с учетом сложной геометрии пористых каналов в нашем случае допустимо использовать 
время τ чисто концентрационного выравнивания на основе коэффициента D как верхнюю оцен-
ку по времени, когда основная часть ионов соли окажется удаленной из рассматриваемой зоны. 

Процессы переноса ионов при зарядке CDI-опреснителя. Зарядка обычно производится 
при постоянном напряжении, не превышающем ~ 1,2 В во избежание электролиза воды (рис. 3).

Гальваностатический режим заряда CDI-опреснителя постоянным по величине током также 
может быть использован, однако его применение должно быть согласовано с материалом элект-
родов. Например, в ходе проведения нами исследований при зарядке относительно большим то-
ком напряжение на модельной CDI-ячейке быстро достигало критического значения 1,2 В, в то 
время как диффузия ионов соли в микропоры материала еще продолжалась. При этом величина 
перенесенного в цикле заряда, пропорциональная площади под токовой кривой, оказывалась 
меньше, чем в случае зарядки при постоянном напряжении, когда ионы соли успевали заполнить 
поры материала (рис. 4).

Рис. 3. Схема соединения электродов и направление перетекания ионов соли в проточном канале  
в процессах зарядки и разряда CDI-опреснителя: a – зарядка, b – разряд (короткое замыкание)

Fig. 3. Scheme of electrodes connection and direction of salt ions flow in the flow channel in the process  
of the CDI desalination plant charging and discharging: a – charging, b – discharging (short circuit)

Рис. 4. Разрядные характеристики CDI-ячейки (материал электродов – углевойлок «Карбопон-Актив»,  
площадь 1560 см2; концентрация соли NaCl в растворе 1 г/л): 1 – после зарядки в гальваностатическом режиме 

 током 2 А, 2 – после зарядки в потенциостатическом режиме при напряжении 1 В
Fig. 4. The discharge characteristics of the CDI–cell (carbon-fiber electrodes “Carbopon-Active”, area 1560 cm2; the NaCl 

concentration in the solution is 1 g/l): 1 – after charging in galvanostatic mode with a current of 2 A, 2 – after charging  
in potentiostatic mode at a voltage of 1 V
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Особенности разрядных процессов на сорбирующих электродах. Разряд CDI-опреснителя 
часто производится путем электрического соединения электродов проводником. В растворе при 
этом противоположно заряженные ионы взаимно притягиваются и дрейфуют друг к другу,  
и в итоге происходит постепенная релаксация до нейтрального состояния. Количество G вы
делившейся с электродов соли в одном цикле пропорционально перенесенному заряду Q и рас-
считывается по закону Фарадея: G = Qµ/(eNA), где е – заряд электрона, NA – число Авогадро,  
µ – молекулярный вес соли. Поэтому чем бóльшим по времени в экспериментах на модельной 
ячейке нами выбирался период зарядки и разряда, тем большей оказывалась величина перене-
сенного заряда, пропорциональная площади под токовой кривой, и полнее происходила очистка 
CDI-электродов (рис. 5). 

Физически продолжительный период разряда для целей максимально полного удаления соли 
связан со значительным временем диффузии ионов из глубины L пор электродного материала. 
При слишком длительном разрядном цикле уменьшается величина среднего по времени тока  
и соответственно снижается производительность опреснителя. Если, напротив, пытаться за
давать короткие периоды «зарядка–разряд», то средняя величина переносимого заряда также 
окажется незначительной, поскольку наложение на электроды обратного по знаку напряжения 
приводит к началу перезарядки еще не успевшего полностью разрядиться конденсатора, что эк-
вивалентно снижению эффективной емкости (см. рис. 5). При коротких циклах ионы соли совер-
шают возвратно-поступательные перемещения внутри пор L, не успевая выйти наружу, что ис-
пользуется в суперконденсаторе как накопителе энергии, но не подходит для CDI-опреснителя. 

Оптимизация разрядных процессов по времени. Ускорить процесс диффузии ионов из пор 
материала возможно, если приложить к электродам на короткое время вместо замыкания обрат-
ное напряжение (рис. 6, a). При этом скорость дрейфа ионов из пор L увеличивается, поскольку 
существенно возрастает электрическое поле, перемещающее их к противоположному электроду. 

Одновременно в проточном канале S начинается дрейф ионов к поверхности соответствую-
щих электродов. Однако если отключить импульс обратного напряжения в то время, когда ос-
новная масса ионов еще не достигла противоположного электрода, и переключить на замыкание, 
то в проточном канале снова начинается перемешивание ионов (рис. 6, b). Тем самым основная 

Рис. 5. Зависимость разрядного тока от времени для модельной CDI-ячейки (материал электродов – углеродная 
ткань «АУТ-М-2» (15×15 см2); концентрация соли NaCl – 1 г/л): 1 – ток при циклах зарядки и разряда продолжитель-

ностью 10 мин, 2 – при циклах 20 мин, 3 – при циклах 40 мин
Fig. 5. Dependence of the discharge current on time for the model CDI cell (the electrodes are carbon cloth “AUT-M-2” 
(15×15 cm2); the NaCl concentration is 1 g/l): 1 – the current for 10 minutes charge and discharge cycles, 2 – the current  

with cycles of 20 minutes, 3 – the current with cycles of 40 minutes
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масса ионов в проточном канале S будет колебательно перемещаться между электродами, не осе-
дая на их поверхности.

В то же время дрейф ионов из микропор L будет происходить в одну сторону, к проточному 
каналу S, поскольку поры в конце цикла зарядки заполнены преимущественно ионами одного 
знака. Поэтому в моменты короткого замыкания, в паузах между импульсами приложения об-
ратного напряжения, нескомпенсированный заряд противоионов, находящихся в проточном ка-
нале, поддерживает удаление ионов соли из пор электродного материала.

Взаимозависимость характеристик электродного материала, определяющих эффектив-
ность разрядных процессов в CDI-опреснителе. Длительность τ1 импульса обратного напря-
жения следует выбрать равной величине L2/D, которая соответствует характерному времени 
диффузии ионов на расстояние L из глубины пор в проточный канал S. Кроме того, следует со-
блюсти условие, что длительность импульса обратного напряжения не должна превышать вели-
чину S2/D, которая отражает время диффузии ионов в проточном канале S между электродами.  
В последнем случае в качестве τ1 принимается величина S2/D. Этим предотвращается вынос ос-
новной части ионов на стенки канала, приводящий к преждевременной перезарядке электродов. 
Одновременно при подаче импульса обратной полярности ограничивается скачок напряжения 
на электродах до величины, меньшей начала электролиза воды. 

Очевидно, что для каждого вида электродного материала соответственно его параметрам S  
и L требуется подбирать конкретные продолжительность периода приложения обратного напря-
жения и скважность этих импульсов, что требует теоретических расчетов или эксперименталь-
ного тестирования. 

Например, промежуток S между электродами в проточной системе типа «flow-through 
electrodes» определяется толщиной сепаратора и в случае изготовления последнего из ткани на 
основе полимерных волокон может составлять величину 0,1–0,5 мм. Коэффициент диффузии 
для соли NaCl при концентрации ~ 1 г/л и при комнатной температуре составляет величину  
D ~ 1,1·10–5 см2/с. Поэтому продолжительность паузы между импульсами должна составлять ве-
личину не менее τ2 = (S2/D) ~ 100 с.  

Глубина пор L изменяется в широких пределах для любого сорбирующего материала. Можно 
ввести понятие среднего размера пор и соотнести с ним характеристики электрической емкости 
электродов, как, например, в [5]. В нашем случае величина L оценивалась из измерений времени 
разряда образцовой CDI-ячейки с относительно тонкими (< 1 мм) электродами из конкретного 
материала.

Для электродов на основе активированного угля средний размер глубины пор L может до-
стигать 1 мм и более за счет возможного соединения отдельных пор между собой в процессе  

                                   
                                               a                                                                                b

Рис. 6. Схема соединения электродов и перетекания ионов соли в проточном канале в режиме приложения  
к электродам напряжения обратной полярности: a – изменение полярности напряжения на электродах,  

b – замыкание электродов после импульса напряжения обратной полярности
Fig. 6. Scheme of the electrodes connection and salt ions flow in the flow channel when  reversal voltage is applied  

to the electrodes: a – voltage polarity reversal on the electrodes, b – electrode shorting after voltage impulse of reverse polarity
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активации. Тогда оценка продолжительности импульсов обратного напряжения дает значение 
(L2/D) ~ 1000 с и длительность импульсов обратного напряжения следует выбрать τ1 = (S2/D) =  
= 100 с.  

Для значительного класса углеродных материалов, в том числе углеродного войлока, сред-
ний размер глубины пор L может достигать 100 мкм. Поэтому для подобных углеродных ма
териалов продолжительность импульсов обратного напряжения оптимально выбирать равной  
τ1 = (L2/D) ~ 10 с. Продолжительность паузы между импульсами желательно выдерживать также 
не менее τ2 = (S2/D) ~ 100 с.

Для перспективных электродных материалов, в которых, например, используют прививку 
химических компонент типа COO– внутри сорбирующих каналов [12], необходимо учитывать 
изменение коэффициентов диффузии и вводить соответствующую временную поправку при вы-
боре длительности импульсов. 

В проточной системе «flow-between electrodes» размер канала S между электродами значи-
тельный и может быть выбран равным около 1 мм и более. В этом случае паузу между импульса-
ми для полной релаксации зарядов в канале S оптимально выбирать равной нескольким мину-
там, поскольку τ2 = (S2/D) ~ 103 с.

Проведение экспериментов на модели CDI-опреснителя. Нами в экспериментах в качестве 
материала электродов использовались углеродная ткань «АУТ-М-2» или войлок «Карбопон-
Актив» производства ОАО «СветлогорскХимволокно».

Для маломасштабной модели CDI-опреснителя в режиме замыкания электродов время раз-
рядки, установленное по критерию снижения величины тока на порядок, составляло около 1 ч 
(рис. 7). 

В сравнительном испытании наложение обратного напряжения производилось относительно 
короткими периодами по 2–5 мин, при этом ток снижался до несущественной для работы CDI-
ячейки величины (несколько мА) за время около 12 мин (рис. 7).

Рис. 7. Характерные зависимости тока через CDI-ячейку от времени в процессе зарядки (1), разряда (2) и в режиме 
наложения импульсов обратного напряжения на электродах (3).  Материал электродов – углеродная ткань 

«АУТ-М-2» (15×15 см2); концентрация соли NaCl – 1 г/л

Fig. 7. Characteristic dependences of current through CDI-cell on time in the process of charging (1), discharging (2)  
and in the mode of voltage polarity reversal on the electrodes (3). The electrodes are carbon cloth “AUT-M-2” (15×15 cm2); 

the concentration of NaCl salt is 1 g/l

Как видно, возможно состояние CDI-ячейки, когда во внешней цепи ток в процессе разряда на-
чинает течь в обратную сторону (рис. 7, период 4–5 мин). Это соответствует рассмотренной схеме 
по рис. 6, b в случае, если происходит оседание на электроды значительной части ионов из проточ-
ного канала, что приводит к началу преждевременной перезарядки емкости суперконденсатора.



    Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-тэхнічных навук. 2018. T. 63, № 4. C. 444–454	 451

Важным моментом является тот факт, что после достижения нулевого значения тока не на-
блюдается релаксации достигнутого состояния и ток через CDI-ячейку практически прекраща-
ется. Это свидетельствует о завершении основных процессов переноса зарядов, диффузии и ре-
лаксации ионов в проточном канале и в материале пористых электродов.

Эксперименты на полномасштабном опреснителе. Для проверки эффективности режима 
наложения импульсов обратного напряжения при масштабировании нами были проведены экс-
перименты на CDI-установке для опреснения воды с производительностью 100 л/ч (рис. 8).

Рис. 8. CDI-опреснитель производительностью 100 л/ч
Fig. 8. CDI-desalination plant with a capacity of 100 l/h

Зарегистрированная в ходе эксперимента зависимость величины тока от времени представ-
лена на совместном графике (рис. 9). В начале испытания были проведены зарядка при напряже-
нии 1,4 В (период времени 45–75 мин) и разряд в режиме замыкания (80–120 мин). При этом на-
пряжение внутри ячейки не превышало 1,2 В за счет падения потенциала на токовых проводни-
ках. Далее записан цикл аналогичной потенциостатической зарядки (125–160 мин) и разряда  
с наложением импульсов обратного напряжения (165–180 мин).

Как можно видеть на рис. 10, после зарядки в потенциостатическом режиме при приложен-
ном к электродам CDI-ячейки напряжении 1,4 В цикл разряда со снижением величины тока до 
нескольких ампер в режиме замыкания занимает около 40 мин. 

Рис. 9. Зависимость величины тока через CDI-опреснитель в циклах зарядки и разряда. Разряд проведен коротким 
замыканием электродов (период 80–120 мин) и путем наложения импульсов обратного напряжения (период 165–180 мин)

Fig. 9. Dependence of current through CDI-desalination plant in charging and discharging cycles. Discharging  
by the electrodes short-circuiting (80–120 min) and by superimposing of voltage reversal pulses (165–180 min)
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При этом в цикле зарядки концентрация соли NaCl уменьшилась, например, в опресняемой 
воде с 0,81 до 0,66 г/кг, или на 18,5 %. В цикле разряда количество соли, десорбированной из 
электродов в промывочный раствор исходной концентрации, составило также ~ 18 %. 

При периодической подаче на электроды импульсов напряжения обратной полярности ам-
плитудой (–)1,4 В, длительностью 10–30 с, со скважностью 10–20 время цикла удается сократить 
в ~ 2,5 раза, до 15 мин (рис. 11). Амплитуда бросков тока при этом аппаратно ограничивалась 
источником питания на уровне около (–)100 А. 

После цикла разряда, поддерживаемого импульсами напряжения обратной полярности, вы-
деление соли составило 17,5 %. Тем самым количество сорбированной и десорбированной соли 
при одинаковых условиях зарядки и оптимальном выборе режима импульсов обратного напря-
жения оказывается практически одинаковым с режимом КЗ-разряда. 

Как можно видеть, продолжительность импульсов обратного напряжения в экспериментах 
на CDI-ячейке (см. рис. 7) и опреснителе (см. рис. 11) была выбрана несколько превышающей оп-
тимальную длительность ~ 10 с, полученную из теоретических оценок. Вследствие этого на при-
веденных зависимостях тока от времени при приближении сигнала к нулевому значению наблю-
даются выбросы тока, противоположного разрядке направления, что соответствует неоптималь-
ной по времени перезарядке электродов.

Рис. 10. Зависимость тока разряда CDI-опреснителя от времени в режиме короткого замыкания 
Fig. 10. Dependence on time for the discharge current of a CDI-desalination plant in the short-circuit mode

Рис. 11. Зависимость тока разряда CDI-опреснителя от времени при наложении импульсов обратного напряжения 
Fig. 11. Dependence on time for the discharge current of a CDI-desalination plant upon imposing voltage reversal pulses  

on the electrodes
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При наложении обратного напряжения на имеющееся в проточном канале поле величина 
суммарной разницы потенциалов может превысить уровень начала электролиза. Однако ввиду 
относительно короткой длительности прилагаемого импульса напряжения величина поля в наи-
более напряженных приэлектродных зонах остается в среднем на уровне, определяемом образо-
ванием двойного электрического слоя. В условиях наших экспериментов при относительно ко-
ротких импульсах обратного напряжения газообразования отмечено не было. 

Заключение. За счет режима приложения импульсов обратного напряжения удается осуще-
ствить разряд CDI-опреснителя за время в ~ 2,5 раза меньшее по сравнению с режимом коротко-
го замыкания, что существенно повышает общую производительность установки. 

Эффект достигается за счет результативного удаления ионов соли из микропор электродного 
материала под действием повышенного электрического поля. После того как разрядный ток  
в описанном режиме достигает нулевого значения, во внешней цепи CDI-ячейки более не наблю-
дается его существенного изменения, что свидетельствует о завершении основных процессов 
диффузии и релаксации ионов в проточном канале опреснителя и внутри пористых электродов.
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С. В. Пантелеев, А. Н. Малашин, А. Е. Каледа1

Военная академия Республики Беларусь, Минск, Беларусь

МОДЕЛИРОВАНИЕ m-ФАЗНОГО АКТИВНОГО ВЫПРЯМИТЕЛЯ НАПРЯЖЕНИЯ  
С ПРОСТРАНСТВЕННО-ВЕКТОРНОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ

Аннотация. Система автономного электроснабжения (САЭС) постоянного тока из синхронного магнитоэлек-
трического генератора и активного выпрямителя напряжения (АВН) максимально отвечает требованиям минимума 
удельной массы и электромагнитной совместимости первичного источника электрической энергии с нагрузкой. При 
многофазном (m > 3) исполнении электрической машины существует возможность получения трапецеидальной 
электродвижущей силы (ЭДС) и увеличения удельной преобразуемой мощности при условии согласования ЭДС  
и тока на выходе m-фазного генератора. Целью работы является синтез алгоритма пространственно-векторной мо-
дуляции (ПВМ) активного выпрямителя напряжения для полного согласования первичного источника электриче-
ской энергии с нагрузкой при условии трапецеидальной формы ЭДС генератора.

Синтез алгоритма ПВМ для m-фазного АВН основан на использовании векторно-матричного математического 
аппарата. На примере девятифазной системы разработан алгоритм ПВМ, особенностью которого является преобразо-
вание обобщенного пространственного вектора напряжения m-фазной системы координат в (m – 1)/2 векторов, 
вращающихся с разными угловыми скоростями в двухфазных ортогональных неподвижных системах αβ координат. 
При этом на основе разработанного алгоритма ПВМ возможно независимо управлять (m – 1)/2 векторами напряжения 
в соответствующих αβ плоскостях, обеспечивая схожую с ЭДС генератора форму сигналов на входных зажимах АВН. 

В целях подтверждения теоретических положений разработана имитационная модель блока пространствен-
но-векторной модуляции для реализации трапецеидальных сигналов на зажимах девятифазного АВН. Работоспо
собность разработанного алгоритма подтверждена результатами имитационного моделирования. 

В результате оценки энергетических показателей (действующей мощности) фазы САЭС постоянного тока уста-
новлено, что применение разработанного алгоритма пространственно-векторной модуляции для активного выпря-
мителя напряжения в целях полного согласования трапецеидальной формы ЭДС и тока на выходе m-фазного генера-
тора позволит увеличить мощность САЭС на 14 % по сравнению с САЭС постоянного тока при синусоидальной 
форме ЭДС и тока фазы генератора.

Ключевые слова: система электроснабжения постоянного тока, трапецеидальная электродвижущая сила, про-
странственно-векторная модуляция, многофазный активный выпрямитель напряжения, минимум удельной массы
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SIMULATION OF m-PHASE ACTIVE VOLTAGE RECTIFIER WITH SPACE-VECTOR MODULATION

Abstract. The autonomous power supply system (APSS) from synchronous magnetoelectric generator and active voltage 
rectifier (AVR) maximally meets the requirements of the minimum specific mass and the complete coordination of the 
primary electric power source with the load. With multiphase (m > 3) execution of the electric machine, it is possible to obtain 
a trapezoidal electromotive force (EMF) and increase the specific power conversion provided that the EMF and the current  
at the output of the m-phase generator are fully matched. Therefore, the aim of the work is to synthesize the space-vector 
modulation (SVM) algorithm of the active voltage rectifier to fully match the primary source of electrical energy with the load 
under the condition of a trapezoidal EMF of the generator. 
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Synthesis of the PVM algorithm for the m-phase AVR is based on the use of a vector-matrix mathematical apparatus. 
Using the example of a nine-phase system, a SVM algorithm has been developed, the feature of which is the transformation of 
the generalized voltage vector m-phase coordinate system into (m – 1)/2 voltage vectors with different angular velocities  
in two-phase orthogonal stationary αβ coordinate systems. At the same time, based on the developed PVM algorithm, it is 
possible to independently control the (m – 1)/2 voltage vectors in the corresponding αβ planes, providing a signal similar to 
the EMF of the generator at the input terminals of the AVR. 

In order to confirm the theoretical propositions, an imitation model of the space-vector modulation unit for the realization 
of trapezoidal signals at the terminals of a nine-phase AVR has been developed. The efficiency of the developed algorithm is 
confirmed by the results of simulation modelling. 

As a result of the evaluation of the energy parameters (operating power) of the phase of power supply system direct 
current, it is established that the application of the developed space-vector modulation algorithm for the active voltage rectifier 
in order to fully match the trapezoidal shape of the EMF and the current at the output of the m-phase generator will increase 
the power of the APSS by 14 % compared to a power supply system of direct current with a sinusoidal form of the EMF and 
the current of the generator phase.

It is established that the developed measuring device can be used to establish the presence of defects like “delamination”. 
The influence of the depth of the defect placement on the measured parameters is shown.

Keywords: DC power supply system, trapezoidal electromotive force, space-vector modulation, multiphase active 
voltage rectifier, minimum specific gravity
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Введение. В результате анализа возможных структур и принципов построения систем авто-
номного электроснабжения (САЭС) постоянного тока установлено, что система из синхронного 
магнитоэлектрического генератора и активного выпрямителя напряжения (АВН) максимально 
отвечает требованиям минимума удельной массы и электромагнитной совместимости первич-
ного источника электрической энергии с нагрузкой [1, 2]. 

В целях полезного использования энергии высших гармонических электродвижущей силы 
(ЭДС) ранее предложено в составе САЭС постоянного тока использовать многофазный (m > 3) 
генератор и многофазный (m > 3) управляемый выпрямитель [3–5]. 

Для согласования первичного источника электрической энергии с нагрузкой применение  
в качестве полупроводникового преобразователя активного выпрямителя напряжения имеет ряд 
достоинств: двусторонний обмен энергией с сетью; возможность получения близкого к 1 коэф-
фициента мощности; регулирование и стабилизация напряжения (тока) на выходе [6, 7]. АВН 
состоит из m-фазного моста, собранного на MOSFET или IGBT транзисторах с обратными диода-
ми, и фильтров на стороне переменного и постоянного тока. Наличие управляемых ключей в струк-
туре активного выпрямителя позволяет реализовать различные алгоритмы управления для до-
стижения энергетической эффективности всей системы электроснабжения. В настоящее время 
наиболее распространенный алгоритм переключения силовых ключей основан на теории про-
странственного вектора и называется пространственно-векторной модуляцией (ПВМ). Этот ме-
тод в результате позволяет на 100 % использовать напряжение звена постоянного тока по сравне-
нию с синусоидальной широтно-импульсной модуляцией (86,6 %) [8, 9].

Целью данной работы является синтез алгоритма пространственно-векторной модуляции 
АВН для полного согласования первичного источника электрической энергии САЭС с нагрузкой 
при условии трапецеидальной формы ЭДС m-фазного генератора. Для достижения цели необхо-
димо решить следующие задачи: предварительно исследовать схему АВН, поставив в соответ-
ствие каждому возможному состоянию ключей определенный базовый вектор напряжения; пу-
тем координатных преобразований разным временным гармоникам поставить в соответствие 
различные последовательности симметричных составляющих; определить способ выбора бли-
жайших к заданному базовых векторов и порядок их перебора в пределах периода модуляции; 
определить порядок расчета относительных длительностей включения для выбранных базовых 
векторов.

Анализ возможных комбинаций ключей АВН. Преобразование координат. При про-
странственно-векторной модуляции реализация вектора напряжения осуществляется с помо-
щью базовых векторов в неподвижной декартовой системе координат. Каждый базовый вектор 
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характеризуется определенным состоянием ключей активного выпрямителя, структура которо-
го представлена на рис. 1.

Для синтеза алгоритма пространственно-векторной модуляции базовых векторов m-фазного 
активного выпрямителя напряжения необходимо предварительно исследовать его схему, поста-
вив в соответствие каждому возможному состоянию ключей определенный вектор напряжения. 
Определим возможные состояния ключей для одной стойки преобразователя, например первой 
стойки с ключами VT1, VT2. Важно, чтобы потенциал точки подключения фазы всегда был опре-
делен исключительно состоянием ключей и не зависел от направления протекания тока по фазе. 
Таких состояний ключей для одной стойки всего два: замкнут нижний или верхний ключ. 
Обозначим их соответственно состояние 0 или 1. Любое другое состояние ключей приведет  
к неопределенности потенциала фазы или к короткому замыканию конденсатора. На рис. 2 ка-
ждое состояние приведено при разных направлениях тока фазы, направления токов обозначены 
стрелками. При любом знаке фазного тока есть контур для его протекания, при этом фаза «при-
вязана» к нужному потенциалу (верхней или нижней шине). 

Применительно к девятифазному АВН состояния коммутатора кодируются девятью цифра-
ми, по числу стоек, например 011100011. Исходя из этого число возможных состояний преобра-
зователя 29 = 512, каждое из которых соответствует некоторому базовому вектору напряжения.

На основе состояния ключей, используя выражение (1), могут быть вычислены мгновенные 
значения напряжений k-й фазы при условии симметричной нагрузки:

	 1

1[ ],
m

k dc k n
n

u U S S
m =

= − ∑ 	 (1)

где Sk обозначает состояние ключей (0, 1) k-й стойки АВН (k = 1, 2,…, m). Применительно  
к девятифазной системе запишем

Рис. 1. Структурная схема m-фазного АВН
Fig. 1. Block diagram of m-phase AVR

Рис. 2. Возможные состояния фазы преобразователя
Fig. 2. Possible states of the inverter phase
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

1[ ( )].
9k dc ku U S S S S S S S S S S= − + + + + + + + + 	 (2)

С целью упрощения анализа процессов в электромеханических преобразователях энергии 
переменного тока широко применяется метод преобразования координат. Преобразование 
m-фазной системы координат в систему неподвижных декартовых координат называется преоб-
разованием Кларка [10, 11] и записывается как 

	 [ ] [ ] [ ]1 ,Tx T x−= 	 (3)

где [ ] ( ) ( )0 1 1 2 2 1 /2 1 /2m m

T
T Tx x x x x x x x− −α β α β α β

 =   
  – составляющие двухфаз-

ных ортогональных систем координат; [ ] [ ]1 2
T

mx x x x=   – исходные фазные переменные.
Для случая девятифазной системы уравнение преобразования (3) запишется как

	 [ ] [ ]
0 1 1 2 2 3 3 4 4

1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 .

T
T

T

u u u u u u u u u

T u u u u u u u u u

α β α β α β α β

−

=  

=
	 (4)

Матрица преобразования [T]–1 для случая девятифазной системы имеет вид

	

1

1 1 1 1
2 2 2 2
1 cos( ) cos(2 ) cos(8 )
0 sin( ) sin(2 ) sin(8 )
1 cos(2 ) cos(4 ) cos(7 )2
0 sin(2 ) sin(4 ) sin(7 )
1 cos(3 ) cos(6 ) cos(6 )
0 sin(3 ) sin(6 ) sin(6 )
1 cos(4 ) cos(8 ) cos(5 )
0 sin(4 ) sin(8 ) sin(5 )

T
m

−




δ δ δ
δ δ δ
δ δ δ

= δ δ δ
δ δ δ
δ δ δ
δ δ δ
δ δ δ



















,




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



где δ = 2π/m – характеристический угол. 
Таким образом, в случае m = 9 необходимо учитывать компонент нулевой последовательно-

сти и четыре результирующих пространственных вектора 1 2 3 4, , , ,u u u u вращающихся в системах 
координат α1β1, α2β2, α3β3, α4β4 с угловыми скоростями ω1, ω2, ω3, ω4 соответственно.

Проведен анализ возможных состояний ключей АВН. В системах координат α1β1, α2β2, α4β4 
512 состояний ключей образуют 342 ненулевых базовых вектора, в системе α3β3 – 36. Таким об-
разом,  существует ряд комбинаций, при которых одному и тому же базовому вектору напряже-
ния соответствуют два и более различных состояния ключей схемы. В системах координат α1β1, 
α2β2, α4β4 нулевому базовому вектору соответствуют 8 состояний ключей, в системе α3β3 – 56. 
Нормированные базовые векторы напряжения ( )/ 2 9h n dcu u U= , соответствующие всем воз-
можным состояниям АВН, представлены на рис. 3. Рис. 3, а соответствует трем пространствен-
ным векторам 1 2 4, ,u u u , но с различной взаимосвязью между положением вектора и состоянием 
ключей АВН. Рис. 3, b соответствует вектору напряжения 3u .

Из рис. 3 видно, что в системах координат α1β1, α2β2, α4β4 диаграмма состояний АВН состоит 
из базовых векторов нулевого и 16 ненулевых уровней, приведенных в формулах (5). В системе 
координат α3β3 – нулевого и 5 ненулевых уровней:
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где 1 2 3 4sin( 9); sin(2 9); sin(3 9); sin(4 9).K K K K= π = π = π = π
Так как четыре результирующих пространственных вектора 1 2 3 4, , ,u u u u вращаются в систе-

мах координат 1 1 2 2 3 3 4 4, , ,α β α β α β α β  с угловыми скоростями 1 2 3 4, , ,ω ω ω ω  соответственно,  
то необходимо установить взаимосвязь номера гармоники выходного напряжения (тока) АВН  
(на входных зажимах) с номером плоскости ортогональных координат [12–14]. В случае девяти-
фазной системы, где k = 0, 1, 2,…: 

гармоника № 1 118 1 (1,17,19, );k ± →α β  	

гармоника № 2 218 7 (7,11,25, );k ± →α β  	

гармоника № 3 318 3 (3,15,21, );k ± →α β  	 (6)

гармоника № 4 418 5 (5,13,23, );k ± →α β  	

гармоника № 018 9 (9,27,45, ).k T± →  	

При условии симметричной девятифазной системы, нулевая последовательность гармоник 
отсутствует. Посредством пространственно-векторной модуляции базовых векторов напря
жения существует возможность инжекции третьей, пятой и седьмой гармоник в выходное  
напряжение (ток) АВН (на входных зажимах АВН) в целях полного согласования по форме тра-
пецеидальной ЭДС и тока девятифазного генератора.

                                                               а	                                    b

Рис. 3. Нормированные базовые векторы напряжения: а – в α1β1, α2β2, α4β4 плоскостях, b – в α3β3 плоскости
Fig. 3. Normalized base voltage vectors: a – in α1β1, α2β2, α4β4 planes, b – in α3β3 planes
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Пространственно-векторная модуляция. Как и в классическом трехфазном АВН, для полу-
чения любого заданного вектора напряжения, не совпадающего с базовыми векторами, рацио-
нально использовать пространственно-векторную модуляцию. Цель пространственно-векторной  
модуляции для девятифазного АВН состоит в реализации четырех результирующих простран-
ственных векторов выходного напряжения 1 2 3, ,u u u  и 4u  с заданными средними значениями 

1 2 3 4, , ,ref ref ref refu u u u  в пределах периода модуляции. Для этого должны быть найдены 2h бли-
жайших к заданному базовых вектора. Далее рассчитываются относительные длительности 
включения для каждого из них – продолжительность включения по отношению к периоду моду-
ляции. 

Для удобства решения первой задачи (определения 2h ближайших к заданному базовых век-
торов) плоскости базовых векторов α1β1, α2β2, α3β3, α4β4 удобно разбить на 18 секторов по π/m, как 
показано на рис. 4. 

Рис. 4. Базовые векторы напряжения АВН:  
а – в α1β1 плоскости, b – в α2β2 плоскости, c – в α3β3 плоскости, d – в α4β4  плоскости

Fig. 4. Basic voltage vectors of AVR:  
a – in the α1β1 plane, b – in the α2β2 plane, c – in the α3β3 plane, d – in the α4β4 plane

После передачи в модуль ПВМ задания на реализацию какого-либо вектора напряжения в αβ 
системе координат необходимо определить номер сектора, в который попал заданный вектор. 
Любой заданный вектор напряжения, не выходящий за внешний 18-угольник, будет принадле-
жать одному из секторов, определяя ближайшие к нему базовые вектора. Удобно перейти к по-
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лярным координатам, найти в них соответствующий заданию радиус-вектор, а затем по его углу 
определить номер сектора. Примем, что нулевой угол задается вектором, совпадающим с осью α. 
Тогда модуль, угол радиус-вектора и внутрисекторный угол, отсчитываемый от начала каждого 
сектора, определяются по формулам: 

	 1 1arctg( );u uβ αϕ =   1 1
2 2 ;u u uα β= +

  
( 1).S S

m
π

ϕ = ϕ− − 	 (7)

Двойное неравенство (8) определяет условия определения номера сектора S:

	
( 1) ;  1,2, ,18S S S

m m
π − π

≤ ϕ < =   . 	 (8)

Для дальнейшего расчета необходимо определить по формулам (9), (10) проекции huα  и huβ  
заданного радиус-вектора напряжения ( 1,2,3,4)hrefu h =  на оси текущего сектора, как это пока-
зано на рис. 5. Результаты дальнейшего расчета могут быть распространены на все сектора без 
каких-либо изменений. 
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u u e u u u u e

υ π
α β α β

υ π
α β α β

υ π
α β α β

υ π
α β α β

 = = + = +

 = = + = +


= = + = +


= = + = +

	 (9)

где 

1 1 1sin( 9 ) ;refu u Kα = π − ϕ 1 1 1sin( ) ;refu u Kβ = ϕ

2 2 2 2sin(2 9 ) ;refu u Kα = π − ϕ 2 2 2 2sin( ) ;refu u Kβ = ϕ 	

3 3 3 3sin(3 9 ) ;refu u Kα = π − ϕ 3 3 3 3sin( ) ;refu u Kβ = ϕ 	 (10)

4 4 4 4sin(4 9 ) ;refu u Kα = π − ϕ 4 4 4 4sin( ) .refu u Kβ = ϕ 	

Из (9), (10) видно, что для реализации четырех заданных пространственных векторов 
1 2 3 4, , ,ref ref ref refu u u u  в декартовых системах координат α1β1, α2β2, α3β3, α4β4 необходимо соста-

вить и решить систему восьми уравнений. Для однозначного решения таких уравнений должно 
быть восемь независимых переменных. Под каждой переменной подразумевается время включе-
ния базового вектора tn в периоде модуляции T. Соответственно каждый заданный результирую-
щий вектор напряжения должен быть реализован путем включения восьми базовых векторов  
в каждом периоде модуляции.

Основой выбора базовых векторов для реализации четырех заданных векторов напряжения 
является положение вектора 1refu  в плоскости α1β1. Синтез алгоритма пространственно-вектор-
ной модуляции рассмотрен для случая, когда заданный вектор 1refu  находится в первом секторе 
S = 1. На рис. 5 показаны восемь базовых векторов первого сектора плоскости α1β1 и соответству-
ющие им базовые вектора в α2β2, α3β3, α4β4 плоскостях. 

Кроме выбора 2h базовых векторов для реализации заданного напряжения необходимо за-
дать последовательность их перебора. Как и в классических трехфазных схемах, для уменьше-
ния коммутационных потерь перебор базовых векторов в периоде модуляции следует произво-
дить в порядке, обеспечивающем одну коммутацию (коммутация двух комплементарных клю-
чей) при переходе от одного базового вектора к другому. В табл. 1 приведена возможная 
последовательность коммутации в периоде модуляции и амплитуды базовых векторов для при-
мера реализации заданного вектора напряжения 1refu  в секторах S = 1÷3. Для минимизации  
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переключений ключей при смене сектора период модуляции начинается и заканчивается нуле-
вым состоянием 000000000 (или 111111111). 

Из табл. 1 видно, что для реализации заданных векторов 1 2 3, ,ref ref refu u u  и 4refu  в четырех 
плоскостях на каждом периоде модуляции задействованы различные по модулю базовые векто-
ры (V0, V1, V2, V3, V5, V6, V9, V10, V12, V15, V16, в порядке возрастания), которые лежат на четырех 
18-сторонних многоугольниках в плоскостях α1β1 (соответственно V6, V12, V15, V16), α2β2 (соот
ветственно V2, V6, V9, V10), α4β4 (соответственно V1, V3, V5, V6). В плоскости α3β3 диаграмма состоя-
ний в форме шестиугольника образована базовыми векторами выходного напряжения с ампли-
тудой V6 (см. рис. 4).

Рис. 5. Коды состояния ключей АВН в десятичном виде и соответствующие им базовые векторы для заданного век-
тора напряжения 1refu , находящегося в первом секторе α1β1

Fig. 5. The status codes of keys AVR in decimal form and the corresponding base vectors for a reference voltage vector 1refu  
located in the first sector α1β1

Т а б л и ц а  1 .  Таблица коммутации предложенного способа ПВМ
Ta b l e  1 .  Switching table of the proposed method SVM

№ инт.
Состояния ключей АИН для секторов S = 1÷3 в α1β1 плоскости Модуль вектора

S = 1 S = 2 S = 3 1u 2u 3u 4u

δ1 000000000 000000000 000000000 V0 V0 V0 V0

δ2 100000000 010000000 010000000 V6 V6 V6 V6

δ3 110000000 110000000 011000000 V12 V10 V6 V1

δ4 110000001 111000000 111000000 V15 V9 V0 V5

δ5 111000001 111000001 111100000 V16 V2 V6 V3

δ6 111000011 111100001 111100001 V16 V2 V6 V3

δ7 111100011 111100011 111110001 V15 V9 V0 V5

δ8 111100111 111110011 111110011 V12 V10 V6 V1

δ9 111110111 111110111 111111011 V6 V6 V6 V6

δ10 111111111 111111111 111111111 V0 V0 V0 V0
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Заданные составляющие ,h hu uα β  из (9) могут быть реализованы как среднее значение вели-
чины базовых векторов за период модуляции T:

	

1 16 6 15 4 12 8 6 2

1 16 5 15 7 12 3 6 9

2 2 6 9 4 10 8 6 2

2 2 5 9 7 10 3 6 9

3 6 6 0 4 6 8 6 2

3 6 5 0 7 6 3 6 9

4 3 6 5 4 1 8

;
;
;

;
;
;

u V t T V t T V t T V t T
u V t T V t T V t T V t T
u V t T V t T V t T V t T
u V t T V t T V t T V t T
u V t T V t T V t T V t T
u V t T V t T V t T V t T
u V t T V t T V t T

α

β

α

β

α

β

α

= + + +
= + + +

= − + − +
= − + −

= − + + +
= − + + +

= − − 6 2

4 3 5 5 7 1 3 6 9

;
.

V t T
u V t T V t T V t T V t Tβ












+
 = − + + −

	 (11)

Отношения (11) определяют систему восьми линейных уравнений, где время включения ак-
тивных векторов t2 – t9 – неизвестные переменные. 

Время включения нулевых состояний t1 и t10 может быть определено следующим образом:

	 1 10 2 3 4 5 6 7 8 9( ).t t T t t t t t t t t+ = − + + + + + + + 	 (12)

Относительные длительности включения нулевых векторов δ1, δ10: 

	 1 10 2 3 4 5 6 7 8 91 ( ),δ + δ = − δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ 	 (13)

где , 1,2, ,10n
n

t n
T

δ = =  , – относительное время включения базового вектора.

Система линейных уравнений (11) может быть представлена двумя независимыми системами 
четырех линейных уравнений с четырьмя неизвестными в матричном виде (14). Для их решения 
необходимо найти значения относительных длительностей включения базовых векторов δ1÷δ10:

	

[ ]
1

2

3

4

6

4

8

2

4 ;
9 dc

u
u

U M
u
u

α

α
α

α

α

δ   
  δ    =
  δ
  δ   

1

2

3

4

5

7

3

9

4 ,
9 dc

u
u

U M
u
u

β

β
β

β

β

δ   
  δ    =     δ
  δ   

	 (14)

где матрицы коэффициентов [Mα], [Mβ] равны:

	

[ ]

4 3 2

2 3 42 2

2 3 44 4

1
1

;
1 0 1 1

1

K K K K K K
K K K K K K

M

K K K K K K

α

 
 − − =
 −
 − − 

	

4 3 2

2 3 42 2

2 3 44 4

1
1

.
1 0 1 1

1

K K K K K K
K K K K K K

M

K K K K K K

β

 
 − − =    −
 − − 

Так как матрицы [Mα] и [Mβ] невырожденные (det[Mα, β] = 9), у системы (14) есть одно решение:
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1 16 4 3 2

2 24 3 3 3

3 38 2 4 3

4 42 2 3 4

5 4 3 2

7 3 3 3

3 2 4 3

9

sin( 9 )   
sin(2 9 )02 ;
sin(3 9 )
sin(4 9 )

02

ref

ref

refdc

ref

dc

uK K K K
uK K K
uK K K KU
uK K K K

K K K K
K K K
K K K KU
K

π − ϕδ − −     
     π − ϕδ −     =
     π − ϕδ − −
     π − ϕδ     

δ − − 
 δ −  =
 δ −
 δ − 

1 1

2 2

3 3

4 42 3 4

sin( )
sin( )

.
sin( )
sin( )

ref

ref

ref

ref

u
u
u
uK K K

ϕ  
   ϕ  
   ϕ
   ϕ−   

 	 (15)

Значения 1 2 3 40, 0, 0, 0ref ref ref refu u u u= = = =  рассчитываются в системе управления АВН на 
основе измерения и определения уровня 1,3,5,7 гармонических ЭДС генератора. Расчет относи-
тельных длительностей включения базовых векторов выполняется одинаково для всех секторов, 
разница заключается лишь в соответствии векторов V1÷V16 реальным состояниям ключей актив-
ного выпрямителя, которые изменяются при смене сектора. 

Результаты моделирования. Алгоритм пространственно-векторной модуляции для девяти-
фазного активного выпрямителя напряжения разработан в целях получения трапецеидальных 
сигналов (подобных форме ЭДС генератора) на входных зажимах преобразователя. Поэтому 
проверку работоспособности разработанного алгоритма корректно проводить для инверторного 
режима работы полупроводникового преобразователя. Для проведения численных эксперимен-
тов для девятифазного автономного инвертора напряжения (АИН) в Matlab Simulink разработана 
имитационная модель блока пространственно-векторной модуляции для реализации трапецеи-
дального напряжения на выходных зажимах преобразователя с частотой 50 Гц и заданными ам-
плитудами первой 1 1refu = , третьей 3 0,3refu = , пятой 4 0,15refu =  и седьмой 2 0,1refu =  гармоник 
фазного напряжения. Значения параметров АИН приведены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2. Значения параметров АИН
T a b l e  2. Parameters of AVI

Udc, В Rн, Ом Lн, мГн T, мкс

540 20 10 200

На рис. 6 показаны девять кривых токов нагрузки АИН. Форма каждой кривой трапецеи-
дальная и содержит небольшие пульсации из-за коммутации ключей. 

Рис. 6. Форма тока нагрузки
Fig. 6. Form current load
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На рис. 7 приведены траектории пространственных векторов 1i , 2i , 3i  и 4i  в соответствую-
щих αβ плоскостях. Результаты демонстрируют, что разработанный алгоритм ПВМ в состоянии 
независимо управлять пространственными векторами выходного напряжения в различных αβ 
плоскостях. 

Фазное и линейное напряжения нагрузки представлены на рис. 8 и 9 соответственно. Сплош
ные линии соответствуют средним значениям в пределах периода коммутации модуляции T.  
У линейных напряжений нагрузки есть три уровня кривой (0, ± Udc), как у трехфазного АИН. 
Фазные напряжения представлены 17-уровневой формой волны (0, ± Udc/9, ± 2Udc/9,…, 8Udc/9). 
Мгновенное значение u1 изменяется через девять смежных уровней с пределом напряжения 
8Udc/9 в рамках каждого периода модуляции.

Для оценки энергетических показателей (действующая мощность Pд) проведены численные 
эксперименты для двух вариантов построения мехатронных преобразователей: система девяти-
фазного генератора с синусоидальной формой ЭДС и АВН; система девятифазного генератора  
с трапецеидальной формой ЭДС и АВН. Временные диаграммы ЭДС E, тока Iм, мгновенной Pм  
и действующей Pд мощности фазы генератора для двух вариантов СЭС постоянного тока пред-
ставлены на рис. 10.

Видно, что в САЭС постоянного тока действующая мощность Pд фазы генератора с трапецеи-
дальной формой ЭДС и тока в 0,58/0,51 = 1,14 раз больше действующей мощности Pд фазы гене-
ратора с синусоидальной формой ЭДС и тока. 

Рис. 8. Фазное напряжение
 Fig. 8. Phase voltage

Рис. 9. Линейное напряжение 
Fig. 9. Line voltage

Рис. 7. Траектории вращения пространственных векторов:  
а – 1i  в плоскости α1β1; b – 2i  в плоскости

 
α2β2; c –

 3i  в плоскости
 
α3β3; d –

 4i  в плоскости
 
α4β4

Fig. 7. The trajectories of rotation of space vectors:  
a – 1i  in the plane α1β1; b – 2i  in the plane α2β2; c – 3i  in the plane α3β3; d – 4i  in the plane α4β4
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В результате оценки энергетических показателей фазы САЭС постоянного тока установлено, 
что применение разработанного алгоритма пространственно-векторной модуляции для актив-
ного выпрямителя напряжения в целях полного согласования трапецеидальной формы ЭДС  
и тока на выходе m-фазного генератора позволит увеличить мощность САЭС на 14 %.

Заключение. На примере девятифазной системы разработан способ реализации простран-
ственно-векторной модуляции для m-фазного АВН (АИН). Особенность m-фазной ПВМ основа-
на на преобразовании обобщенного пространственного вектора напряжения U  m-фазной систе-
мы координат в (m – 1)/2 векторов, вращающихся с разными угловыми скоростями в двухфазных 
ортогональных неподвижных системах αβ координат. При этом на основе разработанного алго-
ритма ПВМ возможно независимо управлять (m – 1)/2 векторами напряжения в соответствую-
щих αβ плоскостях, обеспечивая схожую с ЭДС генератора форму сигналов на входных зажимах 
АВН, что позволяет увеличить мощность САЭС на 14 %. Работоспособность алгоритма разрабо-
танной m-фазной ПВМ на примере девятифазного АИН подтверждена результатами моделиро-
вания. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА УДАРНОГО МИКРОИНДЕНТИРОВАНИЯ  
ДЛЯ ОЦЕНКИ МЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК И ДЕФЕКТНОСТИ СТРУКТУРЫ 

УГЛЕРОДНЫХ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ

Аннотация. Рассматриваются вопросы измерения физико-механических характеристик углеродных материа-
лов методом микроударного индентирования. Приводится описание конструкции датчика, создающего различную 
предударную энергию для деформирования материала при проведении измерений. Показано, что датчик дает воз-
можность провести контроль как интегральных (в большом объеме деформирования) значений твердости и модуля 
упругости углеродных материалов, так и значений данных характеристик для отдельных структурных составляю-
щих композиционного углерод-углеродного материала: углеродных стержней и пека.

Приводятся результаты испытаний, подтверждающие возможность использования принятой упругопластиче-
ской модели деформирования материала для оценки модуля упругости и твердости. Осуществлен переход от дина-
мических характеристик к статическим. Проведена метрологическая аттестация образцов из таких углеродных ма-
териалов, как пирографит, силицированный графит, графит ППГ, угленаполненный фторопласт и полиамид. 
Показано, что метод динамического индентирования дает возможность измерять модуль упругости в диапазоне 
0,5–100 ГПа и твердость индентирования в диапазоне 20–550 МПа с погрешностью, не превышающей 10 %. 

Разработанная измерительная техника может применяться для установления наличия макродефектов типа «рас
слоение» в материалах. Показано влияние глубины залегания дефекта на измеряемые параметры.

Ключевые слова: микроиндентирование, углеродные материалы, физико-механические характеристики, не-
разрушающий контроль
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APPLICATION OF THE IMPACT MICROINDENTATION METHOD FOR ESTIMATION OF THE MECHANICAL 
CHARACTERISTICS AND DEFECTS OF THE STRUCTURE OF CARBON-BASE COMPOSITES

Abstract. The problems of measurement the physical and mechanical properties of carbon materials by the dynamic 
microindentation method are considered. The description of the gage design for measurements is given. This gage allows 
creating different initial energy for straining of the material tested. It is shown that the design of the gage and the device 
allows testing both integral (in a large volume of straining) values of the hardness and the elastic modulus, and values of these 
characteristics for different structural components of the carbon-carbon composites materials: carbon rods and pitch.

The obtained data confirms the possibility of using the accepted elastoplastic model of straining of the materials tested 
for the determination of the elastic modulus and hardness. The ratio between the dynamic and static characteristics is derived. 
Samples from such carbon materials as pyrolitic graphite, silicified graphite, graphite PPG, coal-filled PTFE and polyamide 
have been certified. Using these samples it was shown that the dynamic indentation method allows determining the elastic 
modulus in the range from 0.5 to 100 GPa and the hardness of indentation in the range from 20 to 550 MPa with an error not 
exceeding 10 %.
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It is established that the developed measuring device can be used to establish the presence of defects like "delamination". 
The influence of the depth of the defect placement on the measured parameters is shown.

Keywords: microindentation, carbon materials, physical and mechanical characteristics, non-destructive testing
For citation. Kren А. P., Delendik M. N., Pratasenya T. A., KInzhagulov I. Y. Application of the impact microindentation 

method for estimation of the mechanical characteristics and defects of the structure of carbon-base composites. Vestsi Na
tsyyanal’nai academii navuk Belarusi. Seryya fizika-technichnych navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences 
of Belarus. Physical-technical series, 2018, vol. 63, no. 4, pp. 469–477. https://doi.org/10.29235/1561-8358-2018-63-4-469-477 
(in Russian).

Введение и постановка проблемы. Углеродные материалы (УМ) находят самое широкое 
применение в промышленности. Характеристики УМ являются оптимальными для их использо-
вания при изготовлении изделий, эксплуатируемых в широком диапазоне температур: от крио-
генных до сверхвысоких, а соотношение прочность/масса для них выше, чем у металлов [1, 2]. 
Последнее особенно характерно для углерод-углеродных композиционных материалов (УУКМ), 
которые представляют собой композиты на основе углеродной матрицы и углеродных волокон [3]. 
Это дает возможность создавать облегченные конструкции, не уступающие по прочности изде-
лиям из сталей и сплавов, при сопоставимой стоимости. Наиболее ответственной областью при-
менения УМ является авиационная и космическая отрасль, где несоответствие характеристик 
материала может привести к катастрофическим последствиям. Поэтому разработка надежных 
неразрушающих методов контроля, с помощью которых можно было бы проводить сплошной,  
а не выборочный контроль продукции по физико-механическим характеристикам (например, 
твердости или модулю упругости), является, несомненно, важнейшей задачей, требующей прак-
тического решения.

В настоящее время одним из наиболее востребованных методов контроля является инденти-
рование. Данный метод может применяться для оценки характеристик материалов на уровне от 
нано- до макро- в зависимости от значения прилагаемой нагрузки и достигаемой при этой на-
грузке деформации согласно ГОСТ Р 8.748-2011 (ИСО 14577-1:2002) «Металлы и сплавы. 
Измерение твердости и других характеристик материалов при инструментальном индентирова-
нии. Часть 1. Метод испытаний».

Как показывает анализ публикаций [4–6], он с успехом может использоваться для контроля 
как изотропных УМ, так и анизотропных структурно неоднородных УУКМ. Как правило, метод 
реализуется в статическом режиме: нагрузка прикладывается плавно, а закон нагружения задан 
заранее. Однако оборудование в этом случае требует создания замкнутой силовой системы,  
а для испытаний необходима вырезка образцов. Поэтому применить метод для контроля круп-
ногабаритных изделий или изделий сложной формы довольно сложно. Устранить данный недо-
статок можно, применив динамическое индентирование [7], ограничением для использования 
которого является лишь достаточная масса изделия (как правило, более 1 кг) для исключения 
вибраций при микроударе. При этом более мелкие и легкие детали во избежание влияния данно-
го мешающего фактора могут быть притерты к массивному основанию. В то же время сущест
вует ряд особенностей контроля УМ: поскольку эти материалы могут иметь характеристики, 
изменяющиеся в широком диапазоне, а также быть структурно неоднородными, то их свойства 
могут определяться как поэлементно, так и интегрально с учетом анизотропии свойств. В связи 
с этим для достоверной оценки характеристик необходимо выбрать оптимальные параметры ин-
дентирования, а также расчетную модель, достаточно точно описывающую процесс деформиро-
вания, что и явилось целью настоящей работы.

Метод исследования и измерительная техника. Метод динамического индентирования 
(МДИ) заключается в ударном внедрении жесткого индентора-бойка в материал под действием 
силы тяжести или придаваемого посредством принудительного разгона ударного импульса [8]. 
Отличительной особенностью МДИ, развиваемого в Институте прикладной физики НАН  Бе- 
ларуси, является возможность регистрации процесса нагружения от начала соприкосновения 
индентора с образцом до разрыва контакта на этапе разгрузки (рис. 1). Регистрируемые данные 
записываются в виде диаграммы «контактное усилие P – глубина внедрения h». Данная диа-
грамма состоит из активного этапа, на котором происходит нагружение материала с начальной 
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предударной скоростью Vmax и пассивного этапа – разгрузки, по окончании которой индентор 
отскакивает от материала со скоростью Vmin. Кривая нагружения характеризует сопротивление 
материала ударному внедрению, и на ее ход оказывают влияние упругопластические свойства 
исследуемого материала. Кривая разгрузки определяется преимущественно упругим восстанов-
лением отпечатка, образующегося под индентором диаметром D.

                                                     а                                                                                            b
Рис. 1. Типичная диаграмма динамического вдавливания (а) и схематичное представление поперечного сечения 

отпечатка при деформировании материала сферическим индентором (b)
Fig. 1. Typical diagram of dynamic indentation (a) and a schematic representation of the cross section of the impression  

in material deformed by a spherical indenter (b)

При контроле важно, чтобы информативный объем деформируемого материала был достато-
чен или, наоборот, не превышал объем, необходимый для того, чтобы охарактеризовать свойства 
составляющих материала. Если в случае однородного изотропного УМ можно применить доста-
точно большой индентор, то для УУКМ желательно использовать индентор с небольшими раз-
мерами наконечника для того, чтобы охарактеризовать свойства отдельных компонентов. В свя-
зи с этим для проведения измерений МДИ был разработан прибор «ИСУМ-1» с комплектом 
специальных датчиков, обеспечивающих оценку механических характеристик на различных 
структурных уровнях (рис. 2).

Рис. 2. Прибор «ИСУМ-1» 
Fig. 2. Device “ISUM-1” 

На рис. 3 приведена структурная схема основного датчика, позволяющего производить оцен-
ку механических характеристик на микроуровне. Данный датчик имеет в своем составе видеока-
меру с 20-кратным увеличением для визуализации точки контроля. 
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Рис. 3. Конструкция основного датчика
Fig. 3. Main gage design

Конструкция датчика включает следующие основные узлы: корпус, измерительное устрой-
ство и механизм нагружения. Измерительное устройство состоит из видеокамеры 1, датчика реги-
страции параметров движения 2 и индентора 3. Механизм нагружения включает в себя рычаг 4, 
на котором закреплен индентор; ось 5, вокруг которой вращается рычаг 4; закрепленные на опоре 
6 двигатели 7 и 8 с рычагами 9, 10, упор 11 и зацеп 12. Двигатель 8, рычаг 10 и зацеп 12 предназна-
чены для подъема рычага 4 на заданный угол; двигатель 7, рычаг 9 и упор 11 – для ограничения 
этого угла. При проведении измерения рычаг 10, установленный на валу двигателя 8, вращается 
по часовой стрелке, при этом закрепленный на рычаге 10 гибкий зацеп 12 поднимает рычаг 4 до 
контакта с жестким упором 11. При дальнейшем вращении рычага 10 зацеп 12 деформируется, 
высвобождая рычаг 4, который под действием силы тяжести вращается против часовой стрелки. 
Закрепленный на рычаге 4 индентор 3 наносит по изделию 13 испытательный удар. В момент уда-
ра с помощью датчика 2 регистрируется измерительный сигнал, пропорциональный скорости ин-
дентора. Обработанный по специальным алгоритмам, этот сигнал преобразуется в диаграмму  
P = f(h) и несет в себе информацию о механических характеристиках материала.

Индентор в датчике может быть сменным. Также «ИСУМ-1» допускает применение отдель-
ных датчиков с разными радиусами сферического наконечника для съема информации с соот-
ветствующей информативной площади и глубины. Энергия удара регулируется посредством 
подъема индентора на различную высоту для создания необходимой предударной скорости Vmax 
или путем изменения массы индентора m. Обработка измерительной информации для прибора 
включает документирование точки контроля (фотографию поверхности) и значения присущих 
этой точке механических характеристик.

Материалы. В качестве материалов для исследования и определения возможности контроля 
их физико-механических характеристик МДИ были были отобраны графиты марок ПГИ, СГП  
и ППГ, угленаполненный фторопласт Ф4К20, угленаполненный полиамид (УПА), а также 
УУКМ, имеющий структуру 4D (рис. 4). Испытания образцов проводились в рамках работ, вы-
полняемых по программе Союзного Государства «Мониторинг-СГ». Если ПГИ, СГП, ППГ, 
Ф4К20 при микродеформировании можно считать изотропными однородными материалами, то 
УУКМ имеет более сложную структуру, состоящую из углеродных стержней, уложенных в че-
тырех направлениях, между которыми находится связующее – углеродный пек (рис. 4). При ис-
пытаниях УУКМ для оценки характеристик углеродных стержней (в различных направлениях) 
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и пека применялись сферические инденторы разных диаметров. Относительный размер инфор-
мативной зоны – отпечатков под нагрузкой (S1, S2, S3), формируемых при измерениях, показан на 
рис. 4. Диаметр углеродных стержней составлял 500–700 мкм.

                                  a                                               b                                                        c
Рис. 4. Схема армирования 4D УУКМ (a), характерные размеры отпечатков (S) под нагрузкой, формируемых 

инденторами разных диаметров (b), изображение поверхности материала в видеокамере прибора «ИСУМ-1» (с)
Fig. 4. Reinforcement scheme (a), characteristic dimensions of impression (S) under load, formed by indenters with different 

diameters (b), image of the material surface in the videocamera of the device “ISUM-1” (c)

Для установления возможности контроля дефектов структуры типа «расслоение» использо-
вался образец из волокнистого УУКМ с заложенными искусственными дефектами, прошедший 
термоградиентное уплотнение пиролитическим углеродом. Образец имел толщину ~10 мм. 
Дефект моделировался путем закладки пластин из слюды размерами 50×50 мм до операции кар-
бонизации. Схема закладки дефектов в образцах, внешний вид образца и увеличенное изображе-
ние искусственного дефекта показаны на рис. 5. 

     

a

b

Рис. 5. Образец для испытаний: расположение дефектов (a), общий вид образца и увеличенное изображение 
дефектной области (b)

Fig. 5. Sample for testing: defects location (a), general view of the sample and an enlarged image of the defective area (b)

Модель деформирования и определяемые характеристики материалов. Проведенные  
нами исследования показали, что для описания процесса внедрения сферических инденторов  
в испытываемые УМ можно использовать модель упругопластического деформирования [8], ко-
торая легла в основу создания СТБ 2495-2017 «Контроль неразрушающий. Определение физи-
ко-механических характеристик конструкционных материалов методами индентирования». 
Согласно разработанным ранее теоретическим основам [7, 8] и в соответствии с указанным 
стандартом динамическая твердость Hd может быть определена по формуле
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где dc – диаметр контактного отпечатка (см. рис. 1).
Порядок регистрации и определения динамических твердости и модуля упругости подробно 

изложен в СТБ 2495-2017. При этом следует понимать, что значения динамической твердости Hd, 
определяемой по (1), будут зависеть от геометрических параметров индентора и при использова-
нии разных инденторов могут несколько отличаться, однако будут иметь корреляционную связь 
между собой.

Эксперимент и его результаты. Получить значения Hd для изотропных УМ (например, 
ПГИ) не представляет сложностей. В то же время определение Hd еще не вошло в практику кон-
троля. Общепринятыми методами являются измерение твердости по шкалам Бринелля, 
Роквелла, Виккерса. Однако сравнивать значения твердости УМ, полученные по разным шка-
лам, нельзя. Тем более что ни одна из этих шкал не может перекрыть весь диапазон изменения 
данной характеристики для УМ. Для сравнения полученных результатов более оптимально про-
водить измерения по ГОСТ Р 8.748-2011 (ИСО 14577-1:2002) «Государственная система обеспе
чения единства измерений (ГСИ). Металлы и сплавы. Измерение твердости и других характе
ристик материалов при инструментальном индентировании» или ГОСТ 4670 (ИСО 2039-1) 
«Пластмассы. Определение твердости. Метод вдавливания шарика». Данные стандарты, как  
и СТБ 2495-2017, в части статического индентирования являются эквивалентными. Однако, как 
уже упоминалось, статическая схема измерения не применима для контроля реальных изделий. 

В связи с этим совместно с Государственным научно-исследовательским институтом кон-
струкционных материалов на основе графита «НИИграфит» (г. Москва, Россия) была осу
ществлена аттестация образцов УМ, которая позволила получить корреляционную связь между 
значениями Hd и твердостью Hs по ГОСТ 4670 (рис. 6, а). Также согласно аттестованной и утверж-
денной в установленном порядке МИ 00200851-188-2007 «Методика определения упругих и де
формационных свойств углеграфитовых материалов при растяжении и сжатии» были проведены 
измерения статического модуля упругости Es образцов УМ при малых деформациях. График, 
отражающий связь Ed и Es, показан на рис. 6, b.

                                              a                                                                                  b  
Рис. 6. Графики связи между Hd и Hs (a), а также Ed и Es (b)

Fig. 6. Ratio between Hd and Hs (a), and ratio between Ed and Es (b)
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Как показали проведенные испытания прибора «ИСУМ-1» с использованием большого числа 
образцов из ПГИ, СГП, ППГ, УПА, Ф4К20 и других материалов, погрешность измерения твер-
дости Hs и модуля упругости Es не превысила 10 % во всем диапазоне измерения. Превышение 
значений Ed над Es можно объяснить разной величиной деформации, достигаемой при инденти-
ровании и стандартных испытаниях, а также влиянием вязкоупругости для образцов в нижнем 
контролируемом диапазоне.

Для УУКМ проведение испытаний с использованием индентора с радиусом 1,5–5,0 мм 
(см. отпечатки S2 и S3 на рис. 4) оказалось неэффективным. При энергиях удара в диапазоне 45–
100 мДж характерная анизотропия свойств по осям укладки стержней (см. рис. 4) не проявля-
лась. Изменение в ходе кривых нагружения и, соответственно, чувствительность к анизотропии 
наблюдалась только при более высоких энергиях, которые приводили к повреждению поверхно-
сти материала (продавливанию углеродных стержней и выходу пека на поверхность образца).  
В этом случае МДИ перестает быть полностью неразрушающим, а предлагаемую расчетную 
модель также нельзя использовать. Тем не менее этот метод позволяет определить характеристи-
ки отдельных компонент, которые, как показывают данные [9], изменяются в процессе изготов-
ления материала и при его эксплуатации, что может служить дополнительным признаком его 
соответствия техническим требованиям. 

Учитывая, что диаметр углеродных стержней не превышал 700 мкм, для контроля был изго-
товлен индентор с диаметром сферического наконечника 200 мкм (см. отпечаток S1 на рис. 4). 
При этом во избежание влияния нижних слоев на результаты измерений энергия удара не пре-
вышала 22 мкДж. В таблице представлены значения твердости и модуля упругости, полученные 
при индентировании структурных элементов материала в различных плоскостях (cм. рис. 4) для 
трех различных образцов (№ 1–3).

Значения твердости Hd и модуля упругости Еd для различных структурных составляющих УУКМ
Values of hardness Hd and modulus of elasticity Еd for various structural components of C/C composite material

Элемент структуры № образца
Плоскость ХОУ Плоскость YOZ Плоскость XOZ 

Hd, ГПа Еd, ГПа Hd, ГПа Еd, ГПа Hd, ГПа Еd, ГПа

Торец стержня 1

2

3

0,51±0,05

0,34±0,04

0,27±0,07

23,1±4

23,7±4

28,2±8

0,29±0,03

0,23±0,05

20,4±4

24,4±8
Боковая  
поверхность 
стержня

1

2

3

0,48±0,04

0,42±0,03

0,45±0,08

9,97±1

12,7±2

12,2±4

0,43±0,04 9,29±1

0,41±0,04

0,41±0,07

10,7±2

15,5±5
Пек 1

2

3

0,45±0,01

0,32±0,01

0,23±0,05

7,17±2

7,94±1

7,39±3

0,36±0,02 7,91±2

0,24±0,01

0,23±0,02

7,82±1

8,61±3

Данные таблицы показывают, что МДИ позволяет различать характеристики элементов 
структуры УУКМ. При этом повышенный разброс показаний для образца № 3 может говорить  
о его некачественном изготовлении.

МДИ показал также свою чувствительность к макродефектам материала. Для подтвержде-
ния этого использовался образец, представленный на рис. 5. Контролируемым параметром явля-
лась Hd. Испытания проводились с идентором из карбида вольфрама с радиусом закругления 
0,5 мм, массой 5 г. Предударная скорость составляла около 0,9 м/c. Значения Hd показали суще-
ственное различие для бездефектной области и области над искусственными дефектами. При 
проведении эксперимента контроль проводился в режиме последовательного сканирования по 
поверхности с шагом 5–10 мм. Полученные результаты представлены на рис. 7 в виде поверхно-
сти, описывающей распределение значений твердости индентирования в зависимости от коор-
динат контролируемых точек объекта контроля.
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Рис. 7. Диаграмма распределения твердости по поверхности и над дефектами образца из УУКМ
Fig. 7. Distribution of hardness over the surface and over the defects of the sample produced from С/C composite material

Значения твердости, полученные в областях над искусственными дефектами, различались  
в зависимости от глубины залегания дефекта при наличии сквозной прошивки уложенных воло-
кон УУКМ (дефекты 1, 2, 3) и мало изменялись, если такая прошивка отсутствовала (дефек-
ты 4, 5), несмотря на то, что глубина закладки дефектов была различна. В случае отсутствия 
прошивки это свидетельствует о том, что твердость не связана с наличием дефектов, а определя-
ется отличиями в структуре (отсутствием прошивки) и собственно свойствами материала (слю-
ды, которая моделировала дефекты).

Заключение. Проведенные исследования позволили создать на основе метода динамическо-
го индентирования прибор «ИСУМ-1» для проведения неразрушающего контроля углеродных 
материалов, в том числе структурно неоднородных. Разработанная конструкция датчика прибо-
ра дает возможность изменять параметры ударного импульса и измерять свойства материала как 
интегрально, так и в малом объеме, характерном для отдельных структурных составляющих 
материала. 

Показано, что метод и измерительная техника позволяют с высокой точностью оценить твер-
дость и модуль упругости УМ. Получены характерные значения физико-механических свойств 
для отдельных составляющих УУКМ со структурой 4D. Установлено, что метод динамического 
индентирования может быть использован для поиска дефектов типа «расслоение» в УУКМ. 

Список использованных источников

1. Burchell, T. D. Carbon Materials for Advanced Technologies. – Elsevier, 1999. – 540 p. https://doi.org/10.1016/B978-0-
08-042683-9.X5000-6

2. Chung, D. Carbon Fiber Composites / D. Chung. – Butterworth-Heinemann, 2012. – 215 p.
3. Fitzer, E. Carbon Reinforcements and Carbon / E. Fitzer, L. M. Manocha. – Springer Science & Business Media, 

2012. – 344 p.
4. Transverse Properties of Carbon Fibres by Nano-Indentation and Micro-mechanics / R. Maurin [et al.] // Appl. Compos. 

Mater. – 2008. – Vol. 15, Iss. 2. – P. 61–73. https://doi.org/10.1007/s10443-008-9057-3
5. Numerical evaluation of the effect of pores on effective elastic properties of Carbon/Carbon composites / Х. Chao  

[et al.] // Composite Structures. – 2018. – Vol. 196. – P. 108–116. https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2018.05.014
6. Characterisation of the transverse mechanical properties of carbon/carbon composites by spherical indentation /  

M. Poitrimolt [et al.] // Carbon. – 2014. – № 66. – P. 234–245. https://doi.org/10.1016/j.carbon.2013.08.063
7. Рудницкий, В. А. Соотношение динамической и статической твердости металлов / В. А. Рудницкий, 

А. П. Крень, Г. А. Ланцман // Вес. Нац. акад. навук Беларусі. Сер. фіз.-тэхн. навук. – 2016. – № 4. – С. 16–22.
8. Kren, A. P. Determination of the critical stress intensity factor of glass under conditions of elastic contact by the 

dynamic indentation method / A. P. Kren // Strength of Materials. – 2009. – Vol. 41, Iss. 6. – P. 628–636. https://doi.org/10.1007/
s11223-009-9172-x



    Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-тэхнічных навук. 2018. T. 63, № 4. C. 469–477	 477

9. Residual compressive and thermophysical properties of 4D carbon/carbon composites after repeated ablation under 
oxyacetylene flame of 3000 °C / W. Zaman [et al.] // Trans. Nonferrous Met. Soc. China. – 2013. – № 23. – P. 1661–1667. 
https://doi.org/10.1016/S1003-6326(13)62645-X

References

1. Burchell T. D. Carbon Materials for Advanced Technologies. Elsevier, 1999. 540 p. https://doi.org/10.1016/B978-0-08-
042683-9.X5000-6

2. Chung D. Carbon Fiber Composites. Butterworth-Heinemann, 2012. 215 p.
3. Fitzer E., Manocha L. M. Carbon Reinforcements and Carbon. Springer Science & Business Media, 2012. 344 p.
4. Maurin R., Davies P., Baral N., Baley C. Transverse Properties of Carbon Fibres by Nano-Indentation and Micro-

mechanics. Applied Composite Materials, 2008, vol. 15, iss. 2, pp. 61–73. https://doi.org/10.1007/s10443-008-9057-3
5. Chao X., Qi L., Cheng J., Tian W. Numerical evaluation of the effect of pores on effective elastic properties of Carbon/

Carbon composites. Composite Structures, 2018, vol. 196, pp. 108–116. https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2018.05.014
6. Poitrimolt M., Cheikh M., Bernhart G., Velay V. Characterisation of the transverse mechanical properties of carbon/

carbon composites by spherical indentation. Carbon, 2014, no. 66, pp. 234–245. https://doi.org/10.1016/j.carbon.2013.08.063
7. Rudnitsky V. A., Kren A. P., Lantsman G. A. Investigation of the ratio between the dynamic and static hardness of me

tals. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. Seryya fizika-technichnych navuk = Proceedings of the National 
Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2016, no. 4, pp. 19–22 (in Russian). 

8. Kren A. P. Determination of the critical stress intensity factor of glass under conditions of elastic contact by the 
dynamic indentation method. Strength of Materials, 2009, vol. 41, iss. 6, pp. 628–636. https://doi.org/10.1007/s11223-009-
9172-x

9. Zaman W., Li K., Ikram S., Li W. Residual compressive and thermophysical properties of 4D carbon/carbon composites 
after repeated ablation under oxyacetylene flame of 3000 °C. Transactions of Nonferrous Metals Society of China, 2013,  
no. 23, pp.1661–1667. https://doi.org/10.1016/S1003-6326(13)62645-X

Информация об авторах

Крень Александр Петрович – доктор технических 
наук, заведующий лабораторией контактно-динамиче-
ских методов контроля, Институт прикладной физики 
Национальной академии наук Беларуси (ул. Академи
ческая, 16, 220072, Минск, Республика Беларусь). E-mail: 
alekspk@mail.ru

Делендик Михаил Николаевич – кандидат техниче-
ских наук, заведующий кафедрой «Безопасность техно-
логических процессов и производств», филиал 
Белорусского национального технического университе-
та «Межотраслевой институт повышения квалификации 
и переподготовки кадров по менеджменту и развитию 
персонала» (ул. Минина, 23, корп. 2, 220014, Минск, 
Республика Беларусь). E-mail: delendik@mipk.by

Протасеня Татьяна Анатольевна – научный со-
трудник, Институт прикладной физики Национальной 
академии наук Беларуси (ул. Академическая, 16, 220072, 
Минск, Республика Беларусь). E-mail: 5657397@gmail.
com

Кинжагулов Игорь Юрьевич – кандидат технических 
наук, доцент кафедры «Технологии интроскопии», 
Санкт-Петербургский национальный исследовательский 
университет информационных технологий, механики  
и оптики (Кронверкский пр., 49, 197101, Санкт-Петербург, 
Российская Федерация). E-mail: kizhiki@mail.ru

Information about the authors 

Alexander P. Kren – D. Sc. (Engineering), Head of the 
Mechanical Testing Laboratory, Institute of Applied Physics 
of the National Academy of Science of Belarus (16, Aka
demicheskaya Str., 220072, Minsk, Republic of Belarus). 
E-mail: alekspk@mail.ru

Mikhail N. Delendik – Ph. D (Engineering), Head of the 
Chair “Safety of Technological Processes and Manufacture”, 
Branch of the Belarusian National Technical University 
“Intersectoral Institute for Staff Training and Retraining on 
Management and Personnel Development” (23/2, Minin Str., 
220014, Minsk, Republic of Belarus). E-mail: delendik@
mipk.by

Tatjana A. Pratasenya – Reseacher, Institute of Applied 
Physics of the National Academy of Scince of Belarus 
(16, Akademicheskaya Str., 220072, Minsk, Republic of Be
larus). E-mail: 5657397@gmail.com

Igor Y. Kinzhagulov – Ph. D (Engineering), Assistant 
Professor of the Chair “Technology of Introscopy”, Saint 
Petersburg National Research University of Information 
Technologies, Mechanics and Optics (49, Kronverkskiy Ave., 
197101, Saint Petersburg, Russian Federation). E-mail: kizhi-
ki@mail.ru



478     Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2018, vol. 63, no. 4, pp. 478–485

ISSN 1561-8358 (Print)
ISSN 2524-244Х (Online)
УДК 621.372.8;621.317	 Поступила в редакцию 08.02.2018 
https://doi.org/10.29235/1561-8358-2018-63-4-478-485	 Received 08.02.2018 

А. Е. Когут1, И. К. Кузьмичев1, Р. С. Доля1, С. О. Носатюк1, Е. А.Шульга1, Хе Джаочан2

1Институт радиофизики и электроники имени А. Я. Усикова Национальной академии наук Украины, 
Харьков, Украина  

2Восточно-Китайский НИИ «Фотоэлектроника», Уху, Китай

ЭКРАНИРОВАННЫЙ ПЛАНАРНЫЙ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ РЕЗОНАТОР  
С МОДАМИ ШЕПЧУЩЕЙ ГАЛЕРЕИ

Аннотация. Исследованы спектральные и энергетические характеристики открытого и экранированного со 
стороны криволинейной поверхности планарных диэлектрических резонаторов (ДР), возбуждаемых на модах выс-
ших порядков типа шепчущей галереи (ШГ) в 8-миллиметровом диапазоне длин волн. Данные резонаторы образо-
ваны тонкой по сравнению с рабочей длиной волны дисковой диэлектрической структурой, расположенной своими 
плоскими основаниями между двумя проводящими зеркалами. Таким образом, электрическая компонента резонанс-
ного поля ограничивалось по высоте планарного диска двумя проводящими поверхностями. Резонансные свойства 
такой структуры определялись условием полного внутреннего отражения волн от внутренней криволинейной по-
верхности диэлектрического диска.

 Проведенными исследованиями установлено, что при переходе от открытых планарных ДР к экранированным 
с тонким воздушным зазором в области между металлическим экраном кольцевой формы и диэлектрическим дис-
ком при определенном соотношении радиусов удается повысить их собственную добротность. Добротность экрани-
рованной резонансной структуры на высокочастотном краю возрастает до 40 %. Причиной данного эффекта являет-
ся частичное смещение резонансного поля мод ШГ из области диэлектрика в воздушный зазор, что приводит  
к уменьшению потерь в материале диэлектрика. Для подтверждения этого эффекта было проведено компьютерное 
моделирование полей мод ШГ в планарном ДР с помощью программного обеспечения CST Microwave Studio 2013. 
Кроме того, результаты компьютерного моделирования показывают, что эти моды ШГ характеризуются однород-
ным распределением резонансного поля вдоль аксиальной координаты. Отмечена перспективность использования 
планарных ДР в твердотельных генераторах миллиметрового диапазона длин волн. 

Ключевые слова: дисковый планарный диэлектрический резонатор, моды шепчущей галереи, повышение до-
бротности, 8-миллиметровый диапазон длин волн
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A SHIELDED PLANAR DIELECTRIC RESONATOR WITH WHISPERING GALLERY MODES

Abstract. The spectral and energy characteristics of two planar dielectric resonators (DRs), open and shielded from the 
curvilinear surface, excited in higher-order modes as whispering gallery modes (WGMs) in Ka-waveband are investigated. These 
resonators are formed by a thin (compared to the operating wavelength) disk dielectric structure, located between two conducting 
planes. Thus, the E-field of the resonator was limited along the height of the planar disk by two conducting surfaces. The resonance 
properties of such a structure are determined by the condition of total internal reflection of waves from the internal curvilinear 
surface of a dielectric disk.

The carried out investigations shown that the unloaded Q-factor is increased at the arrangement of planar dielectric disk inside 
the ring metal shield at the certain ratio of the radiuses of the shield and dielectric disk. The Q-factor of the shielded resonant 
structure at the high-frequency edge increases to 40 %. The partial displacement of the resonant field of the WGMs modes from the 
dielectric to the air gap is the cause of this effect. It leads to decrease in losses in the dielectric material. A computer simulation of the 
WGMs fields in the planar DR was carried out using the CST Microwave Studio 2013 software to confirm this effect. In addition, 
computer simulation results shown that these WGMs in the planar DR are characterized by a homogeneous distribution of the 
resonant field along the axial coordinate. The perspectives of using planar DR in solid-state Ka-band oscillators are shown.

Keywords: disk planar dielectric resonator, whispering gallery modes, increasing of Q-factor, 8-mm waveband



    Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-тэхнічных навук. 2018. T. 63, № 4. C. 478–485	 479

For citation. Kogut A. Ye., Kuzmichev I. K., Dolia R. S., Nosatiuk S. O., Shulha Ye. A., He Jaochan. A shielded planar 
dielectric resonator with whispering gallery modes. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. Seryya fizika-technich
nych navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2018, vol. 63, no. 4, 
pp. 478–485 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-8358-2018-63-4-478-485

Введение. Открытые дисковые диэлектрические резонаторы (ДР) с модами шепчущей гале-
реи (ШГ) обладают признанными достоинствами в миллиметровом диапазоне длин волн: высо-
кой добротностью и относительно разреженным спектром колебаний [1, 2]. Это делает перспек-
тивным использование таких резонаторов в ряде активных и пассивных устройств. В настоящее 
время ДР с модами ШГ уже нашли применение в качестве базовых элементов генераторов, уси-
лителей и сумматоров мощности, фильтров и устройств для исследования электрофизических 
свойств широкого класса материалов. 

Однако одним из главных недостатков этих резонаторов являются их большие размеры.  
ДР с модами ШГ создаются на принципах квазиоптики. Радиусы резонаторов данного типа на-
много превышают длину волны в материале диэлектрика, а их высота близка к длине волны. 
Было установлено, что при уменьшении одного из этих параметров собственная добротность ДР 
ухудшается. При уменьшении радиусов резонаторов наблюдается рост радиационных потерь  
со стороны их криволинейной поверхности. При уменьшении высоты существенно возрастают 
радиационные потери со стороны плоских оснований диэлектрического диска. В [3, 4] показано, 
что пороговым (минимальным) значением высоты ДР, позволяющим возбуждать в них моды 
ШГ, является величина H ≈ λd/2, где λd – длина волны в материале диэлектрика.

Решением данной задачи является переход к планарным диэлектрическим структурам, рас-
положенным плоскими основаниями между двумя проводящим зеркалами [5, 6]. Высота планар-
ных резонансных структур много меньше длины волны. Размеры зеркал выбираются больше 
диаметра диэлектрического диска с целью минимизации дополнительных дифракционных по-
терь на краях диэлектрической структуры. В такой системе электромагнитное поле «запирает-
ся» в диэлектрике двумя проводящими поверхностями, а ее резонансные свойства определяются 
полным внутренним отражением волн от внутренней криволинейной поверхности планарных 
диэлектрических дисков. Необходимо отметить, что большая часть проведенных исследований 
осуществлялась ранее расчетным путем, а экспериментальные исследования относились или  
к коротковолновой области электромагнитного спектра (оптический и субмиллиметровый диа-
пазон), или к СВЧ-диапазону (сантиметровый диапазон) [5, 7, 8]. Из литературных источников 
известно, что добротность планарных ДР сравнительно невысока и может достигать от сотен до 
нескольких тысяч в зависимости от материалов резонатора и выбранного диапазона длин волн 
[5, 7]. Данные об экспериментальных исследованиях планарных ДР с модами ШГ в миллиметро-
вом диапазоне в научной литературе отсутствуют. По-видимому, это связано с трудностями воз-
буждения мод ШГ в планарных ДР. Способы возбуждения классических открытых ДР, высота 
которых близка к длине волны, очевидно, не применимы для возбуждения планарных ДР,  
поскольку предполагают размещение элемента возбуждения (диэлектрического волновода или 
открытого конца металлического волновода) вблизи криволинейной поверхности диэлектриче-
ского диска. Реализовать такие способы в тонкой диэлектрической структуре, расположенной 
между двумя металлическими зеркалами, размеры которых превышают диаметр диска, затруд-
нительно.

В связи с вышесказанным задачами наших исследований являются: разработка способа эф-
фективного возбуждения мод ШГ в планарном ДР на основе диэлектрического диска; исследова-
ние электродинамических характеристик такого резонатора в 8-миллиметровом диапазоне длин 
волн; поиск путей повышения добротности планарных ДР.

Объект и методика исследований. Нами изучались спектральные и энергетические харак-
теристики двух планарных дисковых ДР. Один из них был открыт со стороны цилиндрической 
поверхности, а второй – экранирован металлическим кольцом. Оба резонатора плоскими основа-
ниями находились между двумя металлическими зеркалами. Несмотря на то, что первый резо-
натор был частично экранирован со стороны плоских оснований, для удобства будем его назы-
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вать открытым планарным ДР в силу того, что присутствуют радиационные потери со стороны 
его цилиндрической (рабочей) поверхности. Второй резонатор обозначим как экранированный 
планарный ДР.

Объекты исследований схематически показаны на рис. 1. Оба резонатора содержали диэлек-
трические диски 1, изготовленные из фторопласта-4 (ε = 2,08) высотой H1 = 1 мм и радиусом R1 = 
39 мм. Своими плоскими основаниями диски располагались между двумя круглыми тонкими 
латунными зеркалами 2 и 3 диаметром 100 мм. Удаленность одного из зеркал относительно дис-
ка на рис. 1 показана только для наглядности расположения диэлектрического диска в такой  
системе. В эксперименте оба зеркала плотно прилегали к плоским основаниям диска. В экрани-
рованном планарном ДР диэлектрический диск находился внутри алюминиевого кольца 4 высо-
той H2 = H1 = 1 мм и радиусом R2 = 42 мм. Таким образом, внутри экранированного планарного 
ДР существовал тонкий воздушный зазор толщиной 3 мм между диэлектрическим диском и ме-
таллическим экраном.

Рис. 1. Объект экспериментальных исследований: а – открытый планарный ДР, b – экранированный планарный ДР
Fig. 1. The object of experimental investigations: a – open planar DR, b – shielded planar DR

Как было показано в [9] при изучении электродинамических характеристик классических 
ДР, размеры которых превышали длину волны, именно при таких размерах диэлектрической 
резонансной структуры и металлического экрана достигается собственная добротность, превы-
шающая добротность подобного открытого ДР. Причиной этого является снижение потерь за счет 
частичного смещения резонансного поля мод ШГ из диэлектрика в воздушный зазор.

Для возбуждения мод ШГ в планарных ДР использовался способ, применяемый для класси-
ческих открытых дисковых ДР [10]. При возбуждении мод ШГ в таких резонаторах открытым 
концом металлического волновода со стороны плоского основания диска при определенных ус-
ловиях достигается высокая эффективность связи. Нами данный способ был модернизирован [6]. 
Для возбуждения мод ШГ в планарном ДР в данной работе использовалась щель связи в метал-
лическом зеркале. 
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Качественно оценить в эксперименте распределение интенсивностей резонансных полей мод 
ШГ в исследуемых резонаторах вдоль радиальной координаты позволяла зависимость нормиро-
ванного на максимальное значение параметра связи p/pmax от относительной радиальной коорди-
наты ri /R1 щели связи. Очевидно, что наибольшая связь соответствует расположению щели связи 
на участках резонансных полей с наибольшей интенсивностью. Изменение радиальной коорди-
наты щели связи в эксперименте достигалось путем смещения диэлектрического диска на метал-
лическом зеркале в соответствующем направлении. 

По аналогии с [6] моделирование полей мод ШГ в планарном ДР было выполнено с помощью 
стандартного программного обеспечения CST Microwave Studio 2013. 

Экспериментальные результаты и их объяснение. Общим для спектров открытого и экра-
нированного планарных ДР является присутствие мод ШГ с одной и двумя вариациями поля 
вдоль радиальной координаты. Результаты компьютерного моделирования указывают на то, что 
эти моды ШГ характеризуются однородным распределением резонансного поля вдоль аксиаль-
ной координаты. На рис. 2 представлены распределения полей для экранированного (а) и откры-
того (b) планарного ДР вдоль азимутальной координаты.

Рис. 2. Распределение поля НЕ33 1 0-моды в экранированном (а) и в открытом (b) дисковом планарном ДР
Fig. 2. The distribution of the НЕ33 1 0-mode fields in the shielded (a) and open (b) disk planar DR

Таким образом, оба резонатора в исследуемом диапазоне частот работают в режиме воз
буждения НЕn10 и НЕn20 мод ШГ. Индекс n определяет число вариаций поля мод ШГ вдоль ази
мутальной координаты. Для выбранного диапазона частот его значения находятся в пределах  
31 ≤ n ≤ 37. Возбуждаемым модам ШГ в обоих резонаторах соответствуют чередующиеся резо-
нансные отклики с близким к постоянному интервалом по шкале частот – периодом сетки ре
зонансных частот. Соседние резонансные отклики соответствуют модам, отличающимся на  
единицу значением азимутального индекса. Причем значения усредненного периода сетки ре
зонансных частот <Δfn> открытого и экранированного планарных ДР различны. Спектр откры-
того планарного ДР характеризуется значением величины <Δfn

о> = 0,93 ГГц, а экранированного 
резонатора – <Δfn

э> = 0,97 ГГц. Это свидетельствует о различном характере распределения резо-
нансных полей мод ШГ в них. Причиной этого очевидно есть различие электрических длин пу-
тей волн ШГ в открытом и экранированном планарных ДР. Иными словами, различительным 
признаком исследуемых резонаторов является их эффективная диэлектрическая проницаемость 
по отношению к полям мод ШГ. Для экранированного планарного ДР присутствие воздушной 
среды в виде воздушного зазора выражено в большей мере. 

Отличие абсолютных значений резонансных частот мод ШГ отрытого и экранированного 
планарных ДР в среднем составляет 150 МГц, причем с уменьшением их азимутального ин-
декса (резонансной частоты) такое различие увеличивается. Так, для НЕ3710 мод оно составляет  
90 МГц, а для НЕ3110 – 230 МГц. 
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В пользу правильности приведенных предположений свидетельствует зависимость параме-
тра связи р от азимутального индекса n мод ШГ при различных положениях щели связи вдоль 
радиальной координаты. На рис. 3 представлены такие зависимости для двух наиболее характер-
ных положений щели связи: внутри диэлектрика (ri/R1 = 0,94) и когда середина щели связи нахо-
дится на краю диэлектрического диска (ri/R1 = 1). Пунктиром соединены значения параметра свя-
зи с экранированным планарным ДР, сплошной линией – с открытым резонатором.

Рис. 3. Зависимость параметра связи от азимутального индекса мод ШГ: а – ri/R1 = 0,94, b – ri/R1 = 1
Fig. 3. The dependences of the coupling parameter on the azimuthal indexes of the whispering gallery modes:  

а – ri/R1 = 0.94, b – ri/R1 = 1

Видно, при расположении щели связи в диэлектрическом диске бóльшая связь достигается  
с открытым резонатором. При этом на высокочастотном краю исследуемого диапазона частот 
наблюдается закритическая связь (р > 1) с двумя резонаторами. При смещении щели связи  
к краю диэлектрического диска связь с экранированным планарным ДР характеризуется суще-
ственно более высокими значениями параметра связи по сравнению с открытым резонатором. 
Почти во всем исследуемом диапазоне частот наблюдается закритическая связь, в то время как 
связь с открытым резонатором слабая (р > 1). Это говорит о том, что на краю диэлектрического 
диска интенсивность резонансного поля мод ШГ существенно возрастает при его экранирова-
нии. При этом область воздушного зазора также характеризуется высокой «концентрацией» ре-
зонансного поля мод ШГ. Из этого можно предположить, что потери в материале диэлектрика 
открытого планарного ДР вносят больший вклад в общие собственные потери по сравнению  
с экранированным резонатором.

Проведенный анализ поведения параметра с открытым и экранированным планарными ДР 
при разных положениях щели связи во многом объясняет результаты проведенного исследова-
ния их собственной добротности для мод ШГ, отличающихся азимутальным индексом. Данная 
зависимость графически представлена на рис. 4. Сплошная кривая отображает поведение доб­
ротности открытого планарного ДР, пунктирная – экранированного резонатора.

Рис. 4. Зависимость собственной добротности экранированного и открытого планарных ДР от азимутального 
индекса мод ШГ

Fig. 4. The dependence of the unloaded Q-factor of the shielded and open planar DRs on the azimuthal index  
of the whispering gallery modes
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Видно, что добротность открытого планарного ДР сравнительно невелика. С увеличением 
азимутального индекса рабочих мод ШГ добротность такого резонатора растет, и на высокоча-
стотном краю исследуемого диапазона частот она достигает значения 1580. Такое поведение до-
бротности планарного ДР хорошо согласуется с поведением энергетических характеристик клас-
сических ДР, для которых низшей аксиальной модой является мода с аксиальным индексом, рав-
ным 1. С уменьшением азимутального индекса (частоты) наибольший вклад в собственные 
потери энергии таких резонаторов вносит рост радиационных потерь [2]. Минимизировать их 
влияние на величину добротности позволяет переход к экранированным диэлектрическим резо-
нансным структурам с воздушным зазором в области между ними и металлическим экраном [9]. 
Данные, представленные на рис. 4, подтверждают это. Видно, что во всем исследуемом диапазо-
не частот добротность экранированного планарного ДР существенно превышает добротность 
подобного резонатора, открытого со стороны криволинейной поверхности. Причем с ростом 
азимутального индекса мод ШГ (частоты) такое различие более очевидно. На высокочастотном 
краю исследуемого диапазона частот оно достигает 40 %, на низкочастотном краю составляет  
30 %. Можно предположить, что с понижением рабочей частоты омические потери на стенках 
металлического экрана растут, что и определяет снижение добротности экранированного пла-
нарного ДР и превосходства его энергетических характеристик над характеристиками открыто-
го резонатора.

Объяснить рост добротности планарного ДР при его экранировании позволяет анализ зави-
симости параметра связи от радиальной координаты щели связи. Данная зависимость отобража-
ет распределение интенсивности резонансного поля мод ШГ в исследуемых резонаторах вдоль 
радиальной координаты. Очевидно, что наибольшие значения параметра связи соответствуют 
положениям щели связи на участках резонансных полей с наибольшей интенсивностью. При 
снижении интенсивности резонансного поля связь с резонатором будет снижаться. Зависимость 
нормированного на максимальное значение параметра связи p/pmax от относительной радиальной 
координаты середины щели связи ri/R1 для экранированного (сплошная кривая) и открытого 
(пунктир) планарных ДР, возбуждаемых на НЕ3710 моде ШГ, представлена на рис. 5. Границе воз-
дух–металл в экранированном планарном ДР соответствует относительная радиальная коорди-
ната щели связи ri/R1 = 1,08.

Рис. 5. Зависимость относительного параметра связи от относительной радиальной координаты щели связи
Fig. 5. The dependence of the relative coupling parameter on the relative radial coordinate of the coupling slot

Видно, что причиной роста добротности планарного ДР при его экранировании является 
снижение потерь в материале диэлектрика и незначительные потери в цилиндрических стенках 
металлического экрана. В отличие от открытого резонатора резонансное поле мод ШГ экраниро-
ванного планарного ДР в основном сосредоточено в воздушном зазоре, несмотря на то, что мак-
симум его интенсивности располагается в диэлектрике. При этом область воздушного зазора 
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характеризуется высокими значениями параметра связи (закритическая связь) с экранирован-
ным планарным ДР. При приближении к стенкам металлического экрана интенсивность поля 
понижается, достигая на границе с металлом наименьших значений, о чем свидетельствую ма-
лые значения параметра связи (р = 0,39).

Заключение. Экспериментально установлено, что путем перехода от открытых планарных 
диэлектрических структур к экранированным, содержащим тонкий воздушный зазор между ди-
электрическим элементом резонатора и его экраном цилиндрической формы, удается суще-
ственно повысить собственную добротность. Причиной этого выступает снижение потерь в ма-
териале диэлектрика за счет частичного смещения резонансного поля мод ШГ из области ди­
электрика в воздушный зазор. Показано, что при определенных соотношениях радиусов 
диэлектрического диска и экрана цилиндрической формы удается снизить омические потери  
в стенках экрана. Путем возбуждения мод ШГ в планарных ДР щелью связи в металлическом 
зеркале резонатора, ориентированной параллельно радиусу основания диэлектрического диска, 
достигаются режимы закритической связи. Это делает перспективным использование планар-
ных ДР в качестве колебательных систем твердотельных источников миллиметровых волн.
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В. В. Сухов, Я. С. Козей1

Национальный технический университет Украины «Киевский политехнический институт  
имени Игоря Сикорского», Киев, Украина

ОСОБЕННОСТИ ВЫБОРА ТРАЕКТОРИИ И ЭТАПОВ ПОЛЕТА  
БЕСПИЛОТНОГО ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА НА СОЛНЕЧНОЙ ЭНЕРГИИ  

В УСЛОВИЯХ НЕСПОКОЙНОЙ АТМОСФЕРЫ

Аннотация. При формировании проектных параметров беспилотного летательного аппарата (БпЛА) на солнеч-
ной энергии важно учитывать особенности энергообеспечения не только при выполнении горизонтального полета, 
но и на остальных этапах (взлет, посадка, маневр и т. д.), которые в итоге формируют общую траекторию полета, 
реализация которой обеспечивает выполнение поставленной перед БпЛА конкретной задачи. Вместе с тем следует 
рассматривать полет с учетом реальных условий эксплуатации, включающих атмосферные факторы.

Определение особенностей планирования траекторий и этапов полета БпЛА на солнечной энергии при реализа-
ции продолжительного полета с учетом энергетики, конструктивных ограничений и реальных условий эксплуата-
ции является целью данной работы.

Определены возможные траектории полета БпЛА на солнечных элементах в соответствии с типовыми задачами 
его практического применения. Предложена дискретная модель планирования траектории маршрута для БпЛА на 
солнечных элементах. Описаны принципы реализации этапов взлета и посадки БпЛА на солнечной энергии, опреде-
лены зависимости между энергозатратами и основными параметрами каждого из этапов. Получены зависимости для 
определения основных составляющих энергетического баланса БпЛА на солнечной энергии от параметров криво
линейного полета. Проведена верификация полученных зависимостей путем сравнения расчетных и эксперимен-
тальных (летных) данных для конкретного БпЛА на солнечной энергии, по массе относящемуся к классу мини. 
Сходимость результатов расчета и эксперимента находится в пределах 15–20 %. Установлены факторы, действую-
щие на летательный аппарат в неспокойной атмосфере, их влияние на эксплуатационные и конструктивные ограни-
чения.

Получена обобщенная аналитическая модель для определения условий реализации продолжительного полета 
(4–6 ч) БпЛА на солнечной энергии, учитывающие: массовые, аэродинамические, энергетические характеристики; 
траекторные, атмосферные и эксплуатационные условия.

Результаты исследования могут быть использованы при формировании облика БпЛА на солнечной энергии на 
этапе его эскизного проектирования.

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, солнечная энергия, типовые траектории, атмосферные 
факторы, алгоритм выбора параметров, продолжительный полет
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FEATURES OF THE CHOICE OF THE TRAJECTORY AND STAGES OF THE FLIGHT  
OF AN UNMANNED AIRCRAFT ON SOLAR ENERGY IN A RESTLESS ATMOSPHERE

Abstract. When forming the design parameters of an unmanned aerial vehicle (UAV) on solar energy, it is important  
to consider the peculiarities of energy supply not only when performing horizontal flight, but also at other stages (take-off, landing, 
maneuver, etc.), which ultimately form a common flight trajectory the implementation of which ensures the implementation of the 
specific task assigned to the UAV. However, the flight should be considered taking into account the actual operating conditions, 
including atmospheric factors.
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Determining the features of planning the trajectories and stages of flight of a UAV on solar energy during the implementation  
of a long flight, considering energy, design constraints and actual operating conditions, is the goal of this work.

The possible trajectories of flight of UAVs on solar cells are determined in accordance with the typical tasks of its practical 
application. A discrete model is proposed for planning a trajectory of a route for a UAV on solar cells. The principles of the im
plementation of the stages of takeoff and landing of UAVs on solar energy are described, the dependencies between the energy 
consumption and the main parameters of each stage are determined. The dependences are obtained for determining the main 
components of the energy balance of UAVs on solar energy on the parameters of curvilinear flight. Verification of the obtained 
dependences was carried out by comparing the calculated and experimental (flight) data for a particular UAV on solar energy, which 
is of the mini class by mass. The convergence of the results of calculation and experiment is in the range of 15–20 %. The factors 
acting on an aircraft in a restless atmosphere, their effect on operational and design constraints are established.

A generalized analytical model was obtained to determine the conditions for the implementation of a long flight (4–6 hours) of 
a solar-powered UAV, considering: mass, aerodynamic, energy characteristics; trajectory, atmospheric and operational conditions.

The results of the study can be used at forming the shape of a UAV on solar energy at the stage of its preliminary design.
Keywords: unmanned aerial vehicle, solar energy, typical trajectories, atmospheric factors, algorithm for selecting 

parameters, long flight
For citation. Sukhov V. V., Kozei Ya. S. Features of the choice of the trajectory and stages of the flight of an unmanned 

aircraft on solar energy in a restless atmosphere. Vestsi Natsyyanal’nai akademii navuk Belarusi. Seryya fizika-technichnych 
navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series, 2018, vol. 63, no. 4,  
pp. 486–500 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-8358-2018-63-4-486-500

Введение. Планирование траектории полета беспилотных летательных аппаратов (БпЛА)  
в реальных условиях эксплуатации остается актуальной темой для научных исследований [1–6]. 
Принципы построения траектории движения БпЛА в пространстве описаны в [3–5] и основаны 
на компоновке сложной пространственной траектории из определенного набора простых траек-
торий, которые соответствуют типовым маневрам (набору высоты, развороту, прямолинейному 
движению и т. д.). При выборе траектории полета и этапов ее реализации большое внимание 
уделяется законам движения летательного аппарата и поиску оптимальной траектории, удовлет-
воряющей конкретные граничные условия. Поскольку самолет на солнечной энергии (СЭ) имеет 
определенные эксплуатационные и энергетические ограничения, которые подробно описаны  
в [7, 8], то этот факт следует учесть при планировании возможных траекторий полета летатель-
ного аппарата такого класса.

Обычно с помощью БпЛА при облете определенных территорий может проводиться телеви-
зионная, оптико-электронная, радиоэлектронная разведка, ретрансляция связи и т. д. [9]. С уче-
том указанных выше ограничений из числа возможных пространственных траекторий для ре-
шения перечисленных практических задач были выбраны следующие варианты полета с опреде-
ленным функциональным назначением: поиск объектов в заданной зоне, облет заданной зоны, 
облет заданного рубежа, барражирования в зоне (над точкой), поиск объектов на маршруте 

Любую траекторию полета БпЛА можно разделить на следующие этапы: набор высоты 
(взлет), горизонтальный полет, планирование (снижение, посадка), полет по кругу (с креном или 
без). Следует заметить, что между описанными этапами полета существуют некие переходные 
процессы, продолжительность которых составляет менее 1 % от времени всего полета, что дает 
нам право не учитывать их при расчете энергообеспечения. Конечно, возможны более сложные 
траектории полета и этапы, но реализация их при выполнении типовых практических задач  
с помощью БпЛА на СЭ маловероятна из-за специфических особенностей их эксплуатации 
(большие габариты, низкая нагрузка на крыло, низкая скорость и т. д.) [7].

Очевидно, что планирование пространственной траектории БпЛА на СЭ в значительной сте-
пени зависит от пространственной ориентации солнечной энергоустановки относительно 
Солнца. Это связано с особенностями генерации солнечной энергии на этапах, отличающихся от 
горизонтального полета – базового этапа при расчетах энергетического баланса [10].

При выборе проектных параметров БпЛА на СЭ важно учесть особенности энергообеспече-
ния не только на этапе горизонтального полета, но и на остальных этапах, которые в итоге фор-
мируют общую траекторию полета. Вместе с тем следует рассматривать полет БпЛА в реальных 
условиях эксплуатации, включающих и атмосферные факторы.

Целью работы является определение особенностей планирования траекторий и этапов поле-
та БпЛА на СЭ при реализации продолжительного полета с учетом энергетики, конструктивных 
ограничений и реальных условий эксплуатации.
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Этапы полета беспилотного летательного аппарата на солнечной энергии и их планиро-
вание. Набор высоты (взлет). Этот этап всегда сопровождается значительными энергозатрата-
ми, поскольку изначально неподвижному телу необходимо передать достаточное количество 
энергии для достижения необходимой скорости взлета. Условно БпЛА можно разделить на те, 
что для реализации взлета используют исключительно собственную силовую установку; те, что 
выполняют взлет с использованием стартового устройства (катапульты, леера, буксира и т. д.),  
и мини-БпЛА [11, 12], стартующие с рук. Характеристики каждого из рассматриваемых вариан-
тов взлета представлены на рис. 1.

Рис. 1. Основные варианты взлета БпЛА
Fig. 1. The main options for take-off UAV

Взлет с взлетно-посадочной полосы. При взлете с разбегом важно знать его длину. Она на-
прямую зависит от удельной нагрузки на крыло q (отношение взлетной массы m0 к площади 
крыла S), мощности силовой установки, механизации крыла и качества поверхности для разбега. 
В результате разбега летательный аппарат должен достичь скорости отрыва Vотр., которая, со-
гласно [13], может быть определена по следующей формуле:

	
отр.

0

отр. 14,4 ,
y

m
SV

C
=  	 (1)

где отр.уC   – коэффициент подъемной силы при отрыве. Обычно отр. mах0,83 .у уC C≤  
Длина разбега при этом равна Lp ≤ V 2

отр./2a (a = g(0,95P0/G – 0,5( fтр + 1/Котр.)) – среднее ускоре-
ние при разбеге, G – масса самолета, fтр – коэффициент трения колес шасси, Kотр. – аэродинамиче-
ское качество самолета при отрыве).

Взлет со стартового устройства – более практичный вид старта, поскольку не требует 
специальной площадки. По принципу действия катапульты бывают механические, пневматиче-
ские, гидравлические и другие. Для безопасного выполнения миссии летательный аппарат после 
схода с катапультного устройства должен достичь скорости схода Vсх = 1,2…1,3Vсвал., где Vсвал. – 
скорость сваливания, и высоты, которая исключает столкновения с наземными объектами.

Взлет с рук. Данный вид старта характеризуется в основном углом набора высоты, импуль-
сом броска, необходимой мощностью силовой установки, а также аэродинамическими характе-
ристиками БпЛА (условие старта Vсх > Vсвал.).

Поскольку для БпЛА на СЭ важно минимизировать энергозатраты, массу и перегрузки 
[7, 8, 10], то рациональным вариантом для взлета является взлет с рук (для БпЛА класса мини)  
и взлет со взлетно-посадочной полосы (для других классов).

Если принять, что взлет БпЛА на СЭ – это период от момента покоя до момента достижения 
определенной высоты (например, высоты горизонтального полета), то можно определить зависи-
мости между энергозатратами и основными параметрами этапа взлета.
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Этап характеризуется в основном углом набора высоты θ, скоростью набора Vнаб., потребной 
мощностью силовой установки Nнаб. и аэродинамическими характеристиками самолета. Скорость 
Vнаб. и потребная мощность набора Nнаб. могут быть определены по следующим зависимостям:

	 наб.
2 cos ,

у

GV
SC

θ
=

ρ
 	 (2)

	 Nнаб. = QVнаб. + GVнаб.sinθ,	 (3)

где ρ – плотность воздуха, Cy – коэффициент подъемной силы, Q – сила сопротивления, действу-
ющая на летательный аппарат.

При заданной высоте набора H энергозатраты Eвзл. и время набора tнаб. соответственно равны:

	 взл. наб. наб.= ,
sin
QE N t H G = + θ 

 	 (4)

	 наб.
наб.

.
sin

Ht
V

=
θ

 	 (5)

Качественный характер взаимовлияния параметров описанных зависимостей в обобщенном 
виде представлен на рис. 2.

Рис. 2. Характер взаимовлияния основных параметров взлета БпЛА: а – зависимость времени необходимого для 
набора высот H1–H5 и потребной мощности Nнаб. от угла набора высоты θ (W – текущая мощность солнечных панелей); 

b – зависимость потраченной энергии EH1
–EH5

 и ее дефицита DE от высоты 
 
H1–H5 и угла набора θ

Fig. 2. The main dependencies during take-off: a – the dependence of the time required for a set of heights of H1–H5  
and the required power at the same time on the angle of the climb θ (W – current power of solar panels); b – the dependence 

of the energy EH1
–EH5 

expended and its deficit DE in the height of H1–H5 on the height of the climb θ

Исходя из данных, приведенных на рис. 2, следует, что с увеличением угла набора высоты 
фактическая мощность W(θ), генерируемая солнечной энергоустановкой, уменьшается. Причиной 
этого является уменьшение площади плановой проекции солнечных элементов на горизонталь-
ную плоскость. К тому же величина необходимой мощности Nнаб. стремительно растет с увели-
чением угла атаки. В результате формируется значительный дефицит мощности DN = N – W  
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(разница между необходимой мощностью и мощностью, сгенерированной солнечной энерго
установкой). Процесс определения параметров взлета усложняется тем, что при окончательном 
выборе угла θ необходимо ввести коррекцию в сторону увеличения на возможное наличие в зоне 
взлета деревьев, линий электропередач и т. д. Таким образом, выбор энергетических параметров 
на этапе взлета сводится к определению угла набора θ, величины необходимой мощности Nнаб.  
и дефицита энергии DE. 

Пример реализации такого алгоритма выполнен для экспериментального (летного) образца 
БпЛА на СЭ (рис. 3), исходные данные которого приведены в табл. 1, а результаты расчета пред-
ставлены соответственно на рис. 4 и в табл. 2.

Рис. 3. Экспериментальный образец БпЛА на СЭ
Fig. 3. Experimental model of UAV on solar energy

Т а б л и ц а  1 .  Исходные параметры экспериментального (летного) образца БпЛА на СЭ
Ta b l e  1. The initial parameters of the experimental (flight) sample of UAV on solar energy

Параметр Значение

Потребная мощность для выполнения горизонтального полета Nг.п, Вт 90
Мощность солнечной установки при горизонтальном полете Wг.п., Вт 110

Площадь крыла S, м2 0,91
Взлетная масса летательного аппарата m0, кг 4,4
Коэффициент подъемной силы при горизонтальном полете Cy 0,25

Анализируя опыт проведения полетов экспериментального (летного) образца БпЛА на СЭ, 
нами установлено, что рациональным углом взлета, гарантирующим безопасность, является 
угол в пределах 15º (см. рис. 4). Поскольку на начальном этапе расчета большинство параметров 
неизвестны, именно угол атаки становится переменной, от которой мы можем отталкиваться 
при определении значений недостающих параметров. Имея зависимости Nнаб. = f(θ), W = f(θ)  
и значение угла набора высоты θ (рис. 4, а), легко определить значения необходимой мощности 
Nнаб., мощности энергоустановки W и фактический дефицит мощности DN. Используя кривые  
Eнаб. = f(θ) и DE = f(θ) с рис. 4, b, можно сформировать величину дефицита энергии DE, который 
накопится за время достижения определенной высоты. По результатам анализа данных (см. рис. 4) 
нами были определены рациональные параметры для этапа взлета экспериментального (летного) 
образца БпЛА на СЭ, которые будут использованы при настройке автопилота.

Из вышеприведенных данных следует, что самолет на солнечной энергии для выполнения 
этапа взлета и набора рабочей высоты должен иметь дополнительный источник питания (акку-
мулятор), чтобы компенсировать дефицит энергии. Использовать для этой цели избыток солнеч-
ных элементов нерационально, поскольку на этапе горизонтального полета (основной этап) не-
кое количество СЭ будет не задействовано. К примеру, экспериментальному (летному) образцу 
БпЛА на СЭ для взлета нужно приблизительно в 3 раза больше необходимой мощности, чем для 
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горизонтального полета. Чтобы обеспечить такую мощность, необходимо разместить 1,5 м2 сол-
нечных элементов, это в разы увеличит размах, вес, удлинение крыла, что не является рацио-
нальным. В опытном образце был использован для компенсации энергии аккумулятор емкостью 
2,2–4,0 А · ч. 

Также следует заложить запас мощности силовой установки. В нашем случае он составил 
около 25 %, что позволило увеличить предельный угол набора высоты, тем самым повысить экс-
плуатационные возможности летательного аппарата.

Для большинства БпЛА время взлета и набор высоты составляет < 5 % от общего времени 
полета. Если время достижения рабочей высоты не нормировано, то допускается снижение де-
фицита энергии путем уменьшения угла набора высоты и увеличения мощности СЭ. В таком 
случае период взлета и набора рабочей высоты может составлять до 20 % от общего времени 
полета, что ухудшит эксплуатационную эффективность самолета.

Т а б л и ц а  2. Рекомендуемые параметры этапа взлета экспериментального (летного) БпЛА на СЭ
Ta b l e  2. Recommended parameters for the takeoff phase of an experimental (flight) UAV on solar energy

Параметры летного эксперимента Значение

Стартовая скорость, скорость схода из стартового устройства Vотр., м/с 8–10

Мощность при наборе высоты Nнаб., Вт 261
Дефицит мощность при наборе высоты, Вт 177
Угол набора θ, град 15
Время для достижения высоты 500/1000 м, мин 4,75/9,50
Энергия сгенерирована СЭ за период достижения высоты 500/1000 м, А · ч 0,69/1,38
Дефицит энергии при достижении высоты 500/1000 м, А · ч 1,39/2,77

Горизонтальный полет является наиболее прогнозируемым этапом полета. Подробно осо-
бенности энергообеспечения БпЛА на СЭ были описаны нами в предыдущих публикациях [7, 10].

Рис. 4. Зависимость энергетических параметров экспериментального (летного) образца БпЛА на СЭ от угла набора 
высоты: а – зависимость времени, необходимого для набора высот 500, 1000 м, и потребной мощности при этом  
от угла набора высоты (W – текущая мощность солнечных панелей); b – зависимость потраченной энергии Eнаб.  

и ее дефицита DE при наборе высоты 500, 1000 м от угла набора высоты
Fig. 4. The main dependencies during take-off for an existing aircraft on solar energy: a – the dependence of the time required  

for a set of heights of 500, 1000 m and the required power at the same time on the angle of the climb (W – current power  
of solar panels); b – the dependence of the energy Eset. expended and its deficit DE in the height of 500, 1000 m on the height 

of the climb
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Было установлено, что для осуществления длительного полета самолета на солнечной энер-
гии в режиме горизонтального полета должно выполняться следующее условие:

	
3 3/2

0
3/2

2 ,c c x

y

W W C g m
S lSC

η − λ
≥

ρ
 	 (6)

где W – мощность солнечной энергоустановки, ηc – коэффициент полезного действия электриче-
ской системы, Wc – необходимая мощность для питания БпЛА, Cx – коэффициент лобового со-
противления, λ – удлинение крыла, l – размах крыла.

Стоит заметить, что профицит генерируемой энергии при выполнении горизонтального поле-
та можно не только накапливать в аккумуляторе, но и превращать ее в потенциальную энергию 
тела путем постепенного набора высоты. При дефиците энергии летательный аппарат будет сни-
жаться до определенной высоты, обычно при отсутствии условия жесткого соблюдения высоты 
полета. Например, при выполнении горизонтального полета некий аппарат на СЭ имеет профи-
цит энергии. Это позволяет повысить мощность и получить вертикальную составляющую скоро-
сти при постоянной горизонтальной скорости и тем самым увеличить длительность полета.

Планирование (снижение и посадка). В настоящее время существует несколько вариантов 
посадки (рис. 5), которые продиктованы эксплуатационными характеристиками и особенностя-
ми эксплуатации БпЛА. Условно можно выделить следующие схемы посадки: на взлетно-поса-
дочную полосу (по-самолетному), на площадку (по-вертолетному), на парашюте, в улавливаю-
щее устройство и на корпус. Как правило, затраты энергии на выполнение данного этапа не пре-
вышают энергозатрат на выполнение горизонтального полета, а в большинстве случаев являются 
незначительными и составляют не более 5 % от общего потребления. Энергия расходуется ис-
ключительно на питание систем, а полет реализуется за счет снижения и, соответственно, расхо-
да накопившейся потенциальной энергии летательного аппарата.

Недостатком посадки на взлетно-посадочную полосу является низкая автономность осу-
ществления посадки, обусловленная зависимостью от наземной инфраструктуры, что суще-
ственно ограничивает оперативность использования БпЛА.

Рис. 5. Основные варианты посадки БпЛА
Fig. 5. The main options for landing UAV
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Недостатком парашютного способа является низкая точность посадки (от десятков до сотен 
метров), что требует дополнительных затрат времени на поиск БпЛА. Кроме того, для реализа-
ции этого способа может потребоваться площадка больших размеров, свободная от объектов. 
Затраты времени на поиск БпЛА на значительной территории обусловливают низкую оператив-
ность повторного применения, снижается степень автономности. Общая масса парашютной  
и амортизационной системы может достигать 20–25 % от взлетной массы. Это значительно огра-
ничивает массу целевой нагрузки.

При посадке в улавливающее устройство требуется высокая точность определения коорди-
нат и предусматривается наличие системы заведения БпЛА в захватывающее устройство. 
Главное преимущество схемы посадки в захватывающее устройство заключается в минимиза-
ции посадочного места на небольшом открытом участке местности.

Вариант посадки на корпус потребует от летательного аппарата достаточной прочности, низ-
кой вертикальной скорости (до 5–7 м/с), отсутствия выступающих конструктивных элементов, 
которые могут повредиться при контакте с землей. При реализации БпЛА на СЭ для обеспече-
ния необходимой энергии требуется значительная площадь под размещение солнечных элемен-
тов. Нагрузка на крыло такого аппарата ниже по сравнению с БпЛА без СЭ.

Для выбора посадки необходимо учесть преимущества и недостатки (см. рис. 5), а также их 
влияние на эффективность использования конкретного летательного аппарата. Для посадки сле-
дует выбирать: для класса мини (5–7 кг) – посадку на парашюте; для аппаратов с низкими поса-
дочными скоростями и низкой нагрузкой на крыло – посадку на корпус; для средних и тяжелых 
БпЛА – посадку на взлетно-посадочную полосу.

Полет по кругу (с креном или без). Полет самолета по криволинейной траектории в горизон-
тальной плоскости называется виражом. Вираж является одним из самых простых и распростра-
ненных видов криволинейного полета и используется для разворота самолета. Если при выпол-
нении виража скольжение отсутствует и при этом скорость виража Vв, высота полета и угол кре-
на γ не меняются, то вираж называют правильным (индекс – п.в). При выполнении правильного 
виража на самолет действуют сила тяжести G, подъемная сила Y, сила тяги двигателя P и сила 
лобового сопротивления Q. Учитывая, что сила тяги совпадает с направлением скорости полета, 
уравнение, описывающее данный случай полета, имеет вид [13]
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Для выполнения правильного виража необходимо затратить определенную мощность Nп.в,  
а при расчете энергозатрат Wв необходимо знать радиус rв, время tв и скорость Vв. Все перечис-
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Анализируя полученные зависимости (8), можно выделить группы параметров, влияющих 
на энергозатраты при выполнении маневра: параметры, связанные с характеристиками летатель-
ного аппарата (площадь крыла S, взлетная масса m0, аэродинамическое качество K, коэффициент 
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подъемной силы Cy); параметры, связанные с выполнением маневра (угол поворота φ, угол крена γ) 
и условно постоянные параметры (плотность воздуха ρ, ускорение свободного падения g).

Графическая интерпретация взаимовлияния параметров уравнений (8) в обобщенном виде 
представлена на рис. 6. Для упрощения математической модели результаты исследования пред-
ставлены для случая, когда Солнце находится в зените. По сравнению с горизонтальным поле-
том при крене меняется не только величина энергозатрат, но и величина сгенерированной энер-
гии. Естественно, что при оценке изменения величины сгенерированной энергии важно пони-
мать положение солнечных элементов, размещенных на крыле, относительно Солнца.

Рис. 6. Характер взаимовлияния основных энергетических и кинематических характеристик БпЛА на СЭ от пара-
метров виража: а – зависимость мощности солнечных элементов W и потребной мощности для выполнения виража 

Nп.в от угла крена γ; b – зависимость угла крена γ, радиуса rв и времени tв от скорости виража Vв

Fig. 6. The main dependencies when performing the correct puncture: a – dependence of panel power W and power  
to perform a bend Ng.f on the angle of the roll γ; b – dependence of the angle of the roll γ, radius rt and time tt on the speed  

of the turn Vt

Поскольку энергетические зависимости являются ключевыми для реализации полета, харак-
тер изменения мощности солнечной энергоустановки W и потребной мощности для выполнения 
правильного виража Nп.в является определяющим при выборе параметров виража. Имея зависи-
мость мощности CЭ и потребной мощности для выполнения виража от угла крена, можно выде-
лить зону рациональных параметров (индекс – рац.) для вышеуказанных величин (см. рис. 6, а). 
Точка пересечения кривых (точка A) определяет максимально возможные рациональные значе-
ния для мощности панелей, потребной мощности для выполнения виража и угла крена. Получив 
рациональный угол крена при вираже и построив зависимости угла крена, радиуса, времени от 
скорости виража, можно графическим способом определить остальные рациональные характе-
ристики (rв.рац, tв.рац и Vв.рац) (см. рис. 6, b).

Для примера проведем определения рациональных характеристик виража для эксперимен-
тального (летного) БпЛА на СЭ (см. рис. 3). Входные величины для расчета приведены в табл. 1. 
По результатам расчета были получены зависимости (рис. 7) и конкретные характеристики пра-
вильного виража для данного случая (табл. 3). Характеристики энергопотребления эксперимен-
тального БпЛА на СЭ, полученные в результате серии полетов, приведены на рис. 8.

Из приведенных данных следует, что для выполнения правильного виража необходимо за-
тратить мощность, превышающую мощность СЭ (см. рис. 7). Таким образом, при выполнении 
разворота или поворота во избежание потери высоты нужно также использовать аккумулятор.

Полет в неспокойной приемной атмосфере. Полет в турбулентной атмосфере (болтанка) 
определяет колебательный характер траектории и угловые колебания БпЛА относительно центра 
масс. При попадании БпЛА с нисходящего потока в восходящий возможно резкое подбрасывания 
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Рис. 7. Изменение энергетических и кинематических параметров экспериментального (летного) БпЛА на СЭ при 
выполнении правильного виража: а – зависимость мощности панелей W и потребной мощности для выполнения 

виража Nп.в от угла крена γ; b – зависимость угла крена γ, радиуса rв и времени tв от скорости виража Vв

Fig. 7. The main dependencies when performing the correct puncture for existing (flight) UAV on solar energy:  
a – dependence of panel power W and power to perform a bend on the angle Ng.f of the roll γ; b – dependence  

of the angle of the roll γ, radius rt and time tt on the speed of the turn Vt

Рис. 8. Энергопотребление существующего БпЛА на СЭ во время полета
Fig. 8. The power consumption of the existing UAV on solar energy during flight

Т а б л и ц а  3. Рекомендуемые параметры этапа выполнения правильного виража  
для экспериментального (летного) образца БпЛА на СЭ

Ta b l e  3. Recommended parameters for performing the correct turn  
for an experimental (flight) sample of a UAV on solar energy

Характеристика Значение
Мощность для выполнения виража Nп.в, Вт 98,7
Угол крена при выполнении виража γ,о ≤ 25,9
Скорость выполнения виража Vв, м/с 5,92
Радиус виража rв,м 8,44
Время виража tв, с 8,7
Энергозатраты при выполнении правильного виража на 360º, Вт·с 858,7 
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самолета вверх. Это приводит к резкому увеличению нагрузок, действующих на конструкцию,  
и в определенных случаях привести к разрушению БпЛА. При полете самолета в режиме бол-
танки отдельные элементы конструкции воспринимают знакопеременные нагрузки и при этом 
деформируются. В результате в материале конструкции появляются изменения – в элементах 
конструкции возникают микротрещины, которые растут от полета к полету и в итоге могут при-
вести к так называемому усталостному разрушению конструкции. К тому же существует реаль-
ная угроза разрушения СЭ и частичного либо полного выхода из строя солнечной энергоуста
новки. В этом случае требования по условиям эксплуатации СЭ становятся определяющими, так 
как по своей кристаллической природе они плохо реагируют на деформации.

В неспокойном воздухе на БпЛА действуют порывы ветра различного направления [14]. 
Порыв ветра может изменить углы атаки, скольжения и скорость набегающего потока, в резуль-
тате чего изменятся величины аэродинамических сил и их моментов, которые в свою очередь 
вызывают нарушение равновесия самолета и изменение величины перегрузки. Вертикальные 
воздушные потоки – восходящие и нисходящие – имеют наибольшее значение с точки зрения 
безопасности полета.

При попадании БпЛА в восходящий поток ( 1yV ) существуют две опасности: получение пере-
грузки, большей максимально допустимой, и разрушения БпЛА в воздухе; выход БпЛА на срыв-
ные углы атаки и сваливание. В случае попадания в восходящий поток угол атаки α увеличива-
ется на 1V∆α  (рис. 9, b), что провоцирует резкое повышение подъемной силы. Вследствие значи-
тельных размеров и малой массы БпЛА подвергается значительному влиянию порывов на 
вертикальную перегрузку nу.бол , которое определяется по формуле
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где yC α  – значение коэффициента подъемной при заданном угле атаки, 1yV  – скорость порыва.
Зависимость эксплуатационных перегрузок от величины порыва для экспериментального 

(летного) образца БпЛА приведена на рис. 9, а. Зависимости высоты полета, скорости полета, 

a                                                                               b
Рис. 9. Показатели движения БпЛА в неспокойной атмосфере: а – зависимость перегрузки от скорости порыва для 

различных значений нагрузки на крыло и изменение угла атаки при вертикальном порыве; b – зависимости высоты 
полета, скорости полета, перегрузок реального образца БпЛА на СЭ от времени на финишном этапе полета  

(снижение, посадка)
Fig. 9. Movement of UAV in turbulent atmosphere: a – dependence of the overload on the speed of the impulse for various 

values of the load on the wing and the change in the angle of attack in the vertical rush; b – dependence of flight altitude, flight 
speed, overloads of the real sample of the UAV on solar energy from time to time at the final flight stage (reduction, landing)
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перегрузок от времени на финишном этапе полета (снижение, посадка) (рис. 9, b) получены пу-
тем расшифровки log-файлов автопилота APM 2.6.

При большом удлинении (20–30 единиц) и малой нагрузке на крыло (5–7 кг/м2) даже при не-
больших вертикальных порывах V1 = 5–7 м/с (см. рис. 9, а) возникает значительная вертикальная 
перегрузка (3–4 единицы), что ставит ограничения на возможность эксплуатации самолетов на 
солнечной энергии [7].

Планирование продолжительности полета БпЛА на СЭ. Для реализации продолжитель-
ных полетов (4–6 ч) следует обеспечить ряд условий. К ним в первую очередь следует отнести 
аэродинамическое совершенство летательного аппарата и его энергоэффективность. Очевидно, 
что основным критерием выполнения полета выступает время T. Поскольку любой полет можно 
разделить на этапы, то задача реализации длительного полета формируется условием обеспече-
ния суммарного энергетического баланса на протяжении выполнения соответствующих этапов.

Этап набора высоты (взлет) является особо энергозатратным. Большинство (60–80 %) энер-
гии на его выполнение должен давать бортовой аккумулятор.

Этап горизонтального полета является основным режимом работы самолета, во время кото-
рого сгенерированная энергия солнечных панелей должна обеспечить питанием самолет в це-
лом. Возможно наличие дефицита или профицита, но его величина должна быть незначительной 
(до 10 %). При этом следует учесть наличие в системе аккумулятора соответствующей емкости 

Рис. 10. Алгоритм определения условий реализации полета БпЛА на СЭ
Fig. 10. Algorithm for determining the conditions for the implementation of the UAV on solar energy
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для компенсации дефицита или накопления энергии. На виражах также существует дефицит 
энергии, который должен быть учтен.

При планировании траектории полета БпЛА (рис. 10) необходимо оценить возможный дефи-
цит энергии на выполнение продолжительного полета. Как следствие, масса аккумулятора mак., 
который будет компенсировать дефицит, становится определяющей при оценке возможности  
реализации конкретного полета. Пример определения условий реализации продолжительного 
полета показан на рис. 11.

Если масса аккумулятора превышает отведенную массу, получаем превышение взлетной 
массы (из расчета массы в первом приближении). В таком случае следует выполнить меры по 
уменьшению массы аккумулятора (дефицита энергии) путем повышения аэродинамического ка-
чества, уменьшения энергопотребления, упрощения траектории и др.

Заключение. С учетом конструктивных и эксплуатационных ограничений определены воз-
можные траектории полета БпЛА на СЭ для решения конкретных практических задач. 
Предложена дискретная модель планирования траектории маршрута.

Описаны принципы реализации этапа взлета и посадки БпЛА на СЭ. Определены зависимо-
сти между энергозатратами и основными параметрами взлета (угол набора высоты, время набо-
ра высоты 500, 1000 м). Для рационального выполнения этапа взлета и набора рабочей высоты 
самолет должен иметь дополнительный источник питания (аккумулятор) с целью компенсации 

Рис. 11. Пример формирования плана полета БпЛА на СЭ
Fig. 11. Example of flight planning UAV on solar energy
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дефицита энергии. Если время достижения рабочей высоты не нормировано, то возможно умень-
шить дефицит энергии путем уменьшения угла набора высоты и увеличением мощности СЭ.  
В таком случае период взлета и набора рабочей высоты может составлять до 20 % от общего вре-
мени полета, что снижает эксплуатационную эффективность самолета. Для посадки следует вы-
брать: посадку на парашюте для БпЛА класса мини (5–7 кг); посадку на корпус для аппаратов  
с низкими посадочными скоростями (< 7 м/с) и низкой нагрузкой на крыло (< 10 кг/м2); посадку 
на взлетно-посадочную полосу для средних и тяжелых БпЛА.

Получены зависимости для определения основных параметров (W, Nп.в) энергетического ба-
ланса БпЛА на СЭ от параметров виража (γ, rв, tв, Vв). Проведена верификация полученных зави-
симостей на основе сравнения расчетных и экспериментальных данных для экспериментального 
(летного) образца БпЛА на СЭ. Сходимость результатов расчета и эксперимента находится в пре-
делах 15–20 %. 

Установлены факторы, действующие на летательный аппарат в неспокойной, приземной ат-
мосфере и их влияние на эксплуатационные, а также конструктивные ограничения.

Определены рекомендуемые параметры для этапов полета экспериментального (летного) об-
разца БпЛА на СЭ, которые используются при настройке автопилота.

Разработан обобщенный алгоритм определения условий реализации продолжительного по-
лета БпЛА на СЭ, в котором учитываются массовые, аэродинамические, энергетические харак-
теристики; траекторные, атмосферные эксплуатационные условия. Подтверждено, что реализо-
вать продолжительный полет (4–6 ч) БпЛА на СЭ возможно.
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АНАЛИЗ ХАОТИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СХЕМЫ ЧЖУА  
С ГЛАДКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ НА ОСНОВЕ МЕТОДА МАТРИЧНОЙ 

ДЕКОМПОЗИЦИИ
Аннотация. Проведен анализ схемы Чжуа с гладкой нелинейностью с применением метода матричной декомпо-

зиции А. М. Крота. Получено разложение в матричный ряд системы уравнений Чжуа, в результате чего найдены ли-
нейное, квадратичное и кубическое матричные ядра. На основе данного разложения разработана имитационная мо-
дель электронной схемы, реализующей схему Чжуа с гладкой нелинейностью, и построены аттракторы для хаотиче-
ского режима работы данной схемы. Предложенная схемотехническая реализация позволяет учитывать раздельное 
влияние нелинейностей высших порядков на процесс формирования хаотического режима функционирования схе-
мы Чжуа. Это дает возможность провести серию экспериментов по исследованию модели, не реализуемых на обыч-
ной схеме Чжуа. В ходе экспериментов была обнаружена значительная корреляция между выходными сигналами 
кубического и квадратичного членов матричного ряда при хаотическом режиме работы схемы. Применение матрич-
ной декомпозиции в сочетании с вычислительным экспериментом позволило выявить, что модель Л. Д. Ландау на-
чальной турбулентности (после срыва стационарного режима) достаточно хорошо описывает процесс возникнове-
ния хаотических режимов в схеме Чжуа. В частности показано, что режим жесткого самовозбуждения электриче-
ских колебаний в схеме Чжуа приводит к появлению хаотического аттрактора типа «двойной завиток» в про- 
странстве состояний. Полученные результаты могут найти применение в задачах генерирования хаотических сигна-
лов, в частности для решения проблем криптографии или управления мобильными роботами, а также для предот-
вращения возникновения хаотических режимов в работе электронных и механических устройств.

Ключевые слова: нелинейная динамическая система, схема Чжуа, хаотический аттрактор, матричный ряд  
в пространстве состояний, матричная декомпозиция схемы Чжуа, режим жесткого самовозбуждения электрических 
колебаний
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THE ANALYSIS OF CHAOTIC REGIMES IN CHUA’S CIRCUIT WITH SMOOTH NONLINEARITY  
BASED ON THE MATRIX DECOMPOSITION METHOD

Abstract. The scope of this work are electric circuits or electronic devices with chaotic regimes, in particular the Chua’s 
circuit. A nonlinear analysis of chaotic attractors based on the Krot’s method of matrix decomposition of vector functions in 
state-space of complex systems has been used to investigate the Chua’s circuit with smooth nonlinearity. It includes an ana
lysis of linear term of the matrix series as well as an estimation of influence of high order terms of this series on stability of 
complex system under investigation. Here the method of matrix decomposition has been applied to analysis of the Chua’s 
attractor. The terms of matrix series have been used to create a simulation model and to reconstruct an attractor of chaotic 
modes. The proposed simulation model makes it possible to separate an influence of nonlinearities on forming a chaotic 
regime of the Chua’s circuit. Usage of both the matrix decomposition method and computational experiment has allowed us  
to find out that the initial turbulence model proposed by L. D. Landau is suitable for set-up description of the chaotic regime of 
the Chua’s circuit. It is shown that a mode of hard self-excitation in the Chua’s circuit leads to its chaotic regime operating 
with a double-scroll attractor in the state-space. The results might be used to generate of chaotic oscillations or data encryption. 
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Введение. В работах [1–10] разработан метод анализа аттракторов сложных нелинейных 
динамических систем (НДС) на основе матричного ряда в пространстве состояний и рассмотрены 
многочисленные примеры применения данного метода для анализа нелинейных динамических 
систем. В их числе дискретные и непрерывные НДС, в том числе искусственные нейронные 
сети. Однако до настоящего времени теория матричной декомпозиции не применялась для 
исследования электрических цепей и электронных схем. В данной работе будет проведен анализ 
методом матричной декомпозиции системы уравнений, описывающих схему Чжуа. В [11] 
описывается данная схема, в том числе и система уравнений, лежащая в ее основе, а также дается 
вывод данной системы уравнений:

	

( ( ));

;

,

dx y x h x
dt
dy x y z
dt
dz y
dt

= α − −

= − +

= −β

 	 (1)

где				    1 0 1
1( ) ( )( 1 1).
2

h x m x m m x x= + − + − − 	                                              (2)

Известно, что хаотическая динамика наблюдается при следующих значениях параметров:

	 0 115,6;  28; 1,143;  0,714. m m= − = −α = β = 	 (3)

График функции h(x) при значениях управляющих параметров (3) на рис. 1 иллюстрирует 
зависимость напряжения VC1 на конденсаторе C1 в схеме Чжуа (рис. 1, b) от тока gI , протекаю-
щего через резистор G.

Основным элементом схемы Чжуа является диод Чжуа, который представляет собой схемо-
техническую реализацию кусочно-линейной функции (2). Существует множество вариантов  
реализации схемы Чжуа и отдельных ее элементов. В частности, помимо кусочно-линейной  
характеристики нелинейного элемента для схемы Чжуа, в [12–17] описан элемент с гладкой не-
линейностью. Данный элемент реализует функцию вида 3 2( )p x Ax Bx Cx D= + + + .

Гладкая нелинейность в схеме Чжуа имеет ряд преимуществ над кусочно-линейной. Во-
первых, она позволяет реализовать режимы работы схемы, недостижимые при кусочно-линей-
ной характеристике. Во-вторых, она точнее описывает реальную электронную схему диода 
Чжуа, так как точное повторение кусочно-линейной характеристики затруднительно на аналого-
вой элементной базе. Таким образом, гладкая нелинейность открывает дополнительные возмож-
ности для исследования схемы Чжуа. Для применения метода матричной декомпозиции к (1), (2) 
целесообразно использовать именно гладкую нелинейность. 

Анализ схемы Чжуа с гладкой нелинейностью методом матричной декомпозиции. 
Перепишем систему уравнений Чжуа (1) в новых обозначениях:

	

3
1 2 1 1

2 1 2 3

3 2

;
;

.

u u A u C u
u u u u
u u

 = α − α − α


= − +
 = −β







	 (4)
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Проведем анализ системы уравнений (4) методом матричной декомпозиции [1–10]. С учетом 
матричных обозначений система уравнений (4) может быть представлена посредством следую-
щих векторных функций:

	
1

2

3

u
u u

u

 
 =  
  




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;    
3

2 1 1
*

1 2 3

2

( , ) .
u A u C u

f u u u u u
u

 α − α − α
 

= − + 
 −β 

  

 	 (5)

Согласно [6] исследуем, как данная векторная функция f


 зависит от рассматриваемых пере-
менных

	
* , 1,2,3i i iu u v i= + = 	 (6)

при воздействии малых возмущений iv  таких, что ii uv <<  , причем в (6) )(** tuu ii =  рас
сматривается как невозмущенное решение системы уравнений (4), то есть как стандартное со
стояние НДС.

Учитывая (6), найдем приращение векторной функции (5) в виде

	 ,u f∆ = ∆




  	
где
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	 (7)

Рис. 1. Исходные данные: а – график функции ( )h x  (красный цвет) в сравнении с характеристикой модели  
диода Чжуа (синий цвет, маркер «*»); b – схема Чжуа

Fig. 1. The initial conditions: a – the graph of the function ( )h x  (red color) in comparison to the characteristic  
of the Chua’s diode (in blue, marker “*”); b – Chua’s circuit

VC1

I g
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Применяя матричное разложение [6] к (7), оценим следующие члены матричного ряда:
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где )vvv
k









⊗⊗⊗(  – k-я кронекеровская степень вектора v


, k = 1, 2, 3; ⊗  – символ кро

некеровского произведения матриц и векторов [6].
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Таким образом, приращение векторной функции (7) может быть точно восстановлено на ос-
нове только линейного, квадратичного и кубического членов матричного ряда:
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.	 (11)

Кроме того, в аппроксимации системы участвует только величина *
1 ,u  как видно из (11). 

Данный факт имеет важное теоретическое и практическое значение. С одной стороны, можно 
сказать, что динамика рассматриваемой системы главным образом определяется поведением пе-
ременной u1. В то же время величина *

1u  может рассматриваться как некий «управляющий пара-
метр» системы наряду с параметрами α, β, A, C. Исключение величин *

2u  и *
3u  снижает число 

возможных комбинаций значимых параметров и тем самым упрощает анализ системы.
Синтез и исследование компьютерной модели электрической схемы. Исследуем Simulink-

модель1, реализующую систему уравнений (11), которая была получена методом матричной де-
композиции (рис. 2).

Рис. 2. Simulik-модель системы уравнений (11)
Fig. 2. Simulink-model for system of equations (11)

Вычислительные эксперименты проводились при двух наборах параметров (см. подписи  
к рис. 3 и 4). В обоих случаях наблюдался хаотический аттрактор типа «двойной завиток», пока-
занный на рис. 3. Однако динамика системы различалась, как видно из графиков на рис. 4. 
Экспериментальное исследование показывает существенное влияние величины *

1u  на динамику 
системы.

1 Здесь в блок-схеме модели и далее на графиках, иллюстрирующих результаты моделирования, с целью упро-
щения обозначений использовались переменные X, Y, Z вместо переменных v1, v2, v3 соответственно. 
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Результаты компьютерного моделирования на рис. 4 показывают, что применение метода ма-
тричной декомпозиции к сложным НДС позволяет получить новые данные об их динамике  
(в частности, определена зависимость от величины *

1u ), а также оценить степень влияния нелиней-
ностей высших порядков на хаотический режим функционирования схемы, что предоставит воз-
можность разработать новые модификации электронных схем с хаотическими режимами работы. 

Действительно, основное предназначение метода матричной декомпозиции состоит в реали-
зации нелинейного анализа сложных динамических систем для оценки влияния ядер (1) ,N NL ×  

2
(2) ,
N N

L
×  3

(3)
N N

L
×

… на динамику функционирования схемы. В частности, одно или несколько ядер 
могут быть исключены из Simulink-модели. В качестве примера рассмотрим варианты работы 
схемы Чжуа, при которых отключено только квадратичное ядро (рис. 5, а), а также кубическое 
вместе с квадратичным ядра (рис. 5, b).

Также интерес представляет исследование сигналов на выходах кубического и квадратично-
го ядер в различных режимах работы схемы. Для двух указанных выше наборов эксперимен-
тальных данных (см. рис. 3 и 4) получены графики, показанные на рис. 6. Обращает на себя вни-
мание факт наличия корреляции между сигналами с выходов двух ядер, близкой к –1. Коэф
фициент линейной корреляции был измерен с помощью функции corr() системы Matlab r2018a  

а                                                                                            b
Рис. 3. Примеры хаотического аттрактора (оси X–Z), реконструированные по 500 итерациям, для наборов 

параметров: а – A = 0,1240, C = –0,3243, *
1u  = –1,5; b – A = 0,5131, C = –0,2955, *

1u  = –0,75
Fig. 3. Examples of the chaotic attractor (axes X–Z), obtained during 500 iterations for parameters sets:  

а – A = 0.1240, C = –0.3243, *
1u  = –1.5; b – A = 0.5131, C = –0.2955, *

1u  = –0.75

а                                                                                            b
Рис. 4. Графики переменных X, Y, Z, реконструированные по 100 итерациям, для наборов параметров:  

а – A = 0,1240, C = –0,3243, *
1u  = –1,5; b – A = 0,5131, C = –0,2955, *

1u  = –0,75
Fig. 4. Graphs of variables X, Y, Z obtained during 100 iterations for different sets of parameters:  

а – A = 0.1240, C = –0.3243, *
1u  = –1.5; b – A = 0.5131, C = –0.2955, *

1u  = –0.75
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с параметрами по умолчанию, то есть методом Пирсона. На рис. 7 приведен график, иллюстри-
рующий изменение данного коэффициента в зависимости от *

1u  для величин A = 0,5130858,  
C = –0,2954677125. 

Выходные сигналы кубического и квадратичного ядра для некоторых других величин *
1u  по

казаны на рис. 8.
Исследование хаотических режимов функционирования схемы Чжуа посредством модели 

начальной турбулентности Ландау. Полученные результаты вычислительного эксперимента  
с использованием теории матричной декомпозиции (в особенности см. рис. 6) указывают на тот 
факт, что конечные незатухающие хаотические колебания наблюдаются лишь при определен-
ных соотношениях между вкладами линейного (1) ,N NL ×  квадратичного 2

(2)
N N

L
×  и кубического 3

(3)
N N

L
×

ядер в общую динамику системы. Действительно, согласно модели Л. Д. Ландау начальной тур-
булентности после срыва стационарного режима течения вязкой жидкости с точностью до чле-
нов третьего порядка справедливо уравнение [20, 21]

	 2 3 ...,L L LS S S S
•

= γ − α −β −  	 (12)

а                                                                                    b
Рис. 5. Графики, иллюстрирующие влияние ядер матричной декомпозиции на динамику системы: а – при включении 

линейного и кубического ядер, b – при включении только линейного ядра (режим линеаризации схемы)
Fig. 5. Graphs illustrate influence of matrix terms on system dynamics:  

a – linear and cubic terms are turned on, b – only linear term is turned on (regime of linearization)

а                                                                                     b
Рис. 6. Графики, иллюстрирующие выходные значения кубического и квадратичного членов матричного ряда для двух 
наборов параметров моделирования: а – A = 0,1240, C = –0,3243,  = –1,5; b – A = 0,5131, C = –0,2955, *

1u  = –0,75
Fig. 6. Graphs of cubic and quadratic terms output values for two sets of parameters:  

а – A = 0.1240, C = –0.3243, *
1u  = –1.5; b – A = 0.5131, C = –0.2955, *

1u  = –0.75
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а                                                                                            b
Рис. 7. Зависимость коэффициента корреляции между выходными сигналами кубического и квадратичного членов 

матричного ряда от *
1u : а – для *

1 [ 1;0]u ∈ − ; b – для *
1 [ 0,9; 0,2]u ∈ − −

Fig. 7. Correlation coefficient of cubic and quadratic terms output signals dependence on *
1u :  

а – for *
1 [ 1;0]u ∈ − ; b – for *

1 [ 0.9; 0.2]u ∈ − −

где Lγ  – коэффициент затухания, Lα  – постоянная Ландау [21], Lβ  – положительная или отрица-
тельная постоянная, 2| |S A=  – квадрат амплитуды нестационарного процесса. Как показано  
в [20], в случае, когда

	 0, 0, 0,L L Lγ > α > β = 	 (13а)

реализуется нестационарный режим конечной амплитуды с дополнительной частотой 1,ω  при-
чем 1 .Lω >> γ

Этот режим при критическом значении управляющего параметра – числа Рейнольдса 1Recr

становится неустойчивым даже по отношению к бесконечно малым возмущениям, так что схема 
Чжуа в таком режиме соответствует системе с мягким самовозбуждением (рис. 9). По мере изме-
нения управляющего параметра возможен новый хаотический режим, при котором

	 0, 0, 0.L L Lγ > α < β > 	 (13б)

В этом режиме стационарные колебания не могут существовать вовсе, то есть при 2Recr воз-
мущение скачком возрастает до конечной амплитуды с появлением новой дополнительной ча-
стоты ω2. В интервале 1 2Re Re Recr cr< <  основное движение метастабильно-устойчиво по отно-
шению к бесконечно малым, но неустойчиво по отношению к возмущениям конечной  амплитуды. 
В связи с этим схема Чжуа в режиме (13б) относится к системам с жестким самовозбуждением, 
а появление новой дополнительной частоты ω2 наряду с ω1 приводит к хаотическому аттрактору 
типа «двойной завиток» в пространстве состояний (см. рис. 3).

Действительно, воспользовавшись матричной декомпозицией (11) с учетом (5) запишем урав-
нение для приращения v1 первой компоненты 1u  векторной переменной u  пространства состоя-
ний схемы Чжуа в обозначениях уравнения (12):

	
2 3

1 2 1 1 1( ) ,L L Lv с v v v v= + γ − α −β   	 (14а)

где

	 ( )2 2;с v v= α    *2
13 ;L C A uγ = − α − α   13 ;L A u∗α = α   .L Aβ = α  	 (14б)
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a                                                                                    b

c                                                                                    d

e                                                                                     f
Рис. 8. Выходные сигналы кубического и квадратичного ядер (а, c, e) и соответствующие им сигналы X, Y, Z (b, d, f ): 

а – *
1 0,9u = − ; c – *

1 0,2u = − ; e – *
1 0,1u = −

Fig. 8. Output signals of cubic and quadratic terms (a, c, e) and corresponding signals X, Y, Z (b, d, f ):  
a – *

1 0.9u = − ; c – *
1 0.2u = − ; e – *

1 0.1u = −
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Согласно (3), параметры рассматриваемой схемы Чжуа равны β = 28 и α = 15,6. Восполь
зовавшись данными наборов параметров (см. рис. 3, 4, 6), нетрудно видеть, что 

	
*2
13 0;L A u Cγ = − α − α > 	  (15а)

	 13 0;L A u∗α = α < 	 (15б)

	 0,L Aβ = α >  	 (15в)

то есть условия (15а–в) полностью соответствуют условиям жесткого самовозбуждения системы 
(13б). Следовательно, при скачкообразном переходе от стационарного режима к нестационарно-
му возникают две дополнительные частоты ω1 и ω2, определяющие хаотический аттрактор типа 
«двойной завиток» в пространстве состояний схемы Чжуа, что и было подтверждено вычисли-
тельными экспериментами, результаты которых показаны на рис. 3.

Заключение. Как было отмечено в [19], в настоящее время существует множество нерешен-
ных проблем в области анализа нелинейных динамических систем, в особенности для систем  
с хаотическими режимами. Одна из таких проблем – анализ системы на длительных временных 
интервалах. При таком анализе возникают как технические сложности, связанные с эффектами 
конечной разрядности регистров ЭВМ, так и проблемы теоретического характера, требующие 
разработки новых подходов к анализу. В настоящей работе получен ряд новых результатов тео-
ретического и практического характера.

Применение метода матричной декомпозиции позволило получить новые знания о динамике 
системы Чжуа. Электронная модель, построенная по результатам разложения в матричный ряд, 
демонстрирует разнообразные динамические режимы работы схемы. Учет в схеме дополнитель-
ного управляющего параметра открывает новые возможности для исследования ее динамики. 
Данный результат демонстрирует новый подход к анализу и синтезу электронных схем с исполь-
зованием метода матричной декомпозиции, который может быть перенесен и на другие схемы, 
описываемые системами нелинейных дифференциальных уравнений.

Модель электронной схемы, построенной на основе уравнений Чжуа и использующей метод 
матричной декомпозиции, может найти применение для электронной генерации хаотических 
сигналов в системах передачи и защиты информации.

Рис. 9. Выходные сигналы X, Y, Z схемы Чжуа в режиме мягкого самовозбуждения
Fig. 9. Output signals X, Y, Z of Chua’s circuit for soft self-excitation regime
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